Intégrale de Riemann

Notions abordées

o Sommes de Darboux, définition de l'intégrabilité au sens de Riemann, exemples.
o Criteres d’intégrabilité (continuité, monotonie, produit et limite uniforme).

o Linéarité de [intégrale, relation de Chasles.

o Résultats de positivité.

e Théoréeme fondamental du calcul intégral.

o LEléments techniques : changement de variable, intégration par parties, formules de la
moyenne, théoreme de Cauchy-Schwarz.

e Applications : lien avec [’aire, seconde formule de la moyenne, intégrales de Wallis.

On s’intéresse a la notion de Riemann-intégrabilité de fonctions bornées définies sur
des intervalles [a, b] avec a,b € R, a < b. Pour tous a, b réels vérifiant a < b, on notera S(a, b)
I'ensemble des subdivisions de Uintervalle [a,b], c’est a dire I'ensemble des suites finies du
type s = {xo=a <z <--- <z, =b}.



1 Premiéres définitions et exemples

1.1 Sommes de Darboux

Définition 1.1: Sommes de Darboux.

Soit f une fonction bornée [a,b] — R. Etant donné n € N* et une subdivision s =
{rg <--- <z,} € S(a,b), on définit les sommes de Darboux inférieure D (f) et

supérieure D} (f) par:

D, (f)= ) (v —xp—1)my, , myp= _inf f(x),

i xe[Tr_1,71]

M3 I

D (f) =) (mx—mp—)My , Myp= sup f(z).

k—1 z€[z)_1,2k]

On dit que §' € S(a,b) est un raffinement de s € S(a,b) si 'ensemble des points qui
constituent s est inclus dans ’ensemble des points qui constituent s’. On note alors s  §'.

Lemme 1.1

sup Dy (f) < inf DI(f).
5€5(a,b) 5€5(a,b)

Dem: On considére deux subdivisions s = {xg < --- < x,} et 8 ={yo < -+ < ym} (00
n,m € N* ) d’un intervalle [a,b] telles que s = s'. Pour tout k € {0,--- ,n}, l’élément ), est
donc aussi un élément de l’ensemble {yo, -, ym}, et on note p(k) Uentier i vérifiant x = y;.
En d’autres termes, yypy = xr, pour tout k € {0,--- ,n}. Notons que par construction ¢ est
croissante et que l'on a p(0) =0 et p(n) = m.

1 - Pour tout p € [0,m], on pose m;, = [inf ]f(:c) Montrer que pour tout k € [1,n],
ve[yp—1,Up
on a:

o(k)
Y, W= yp)my > (wy—apa) _inf  f(a).
p=p(k—1)+1 ze[zy_1,28]
Indication : on pourra remarquer que pour tout entier p vérifiant p(k — 1)+ 1 <p <

p(k), on a [yp-1,Yp] = [T—1, 2]
Soit k € [1,n]. La suite (y;)io,... m €tant croissante, on a:

Vp € [[(P(k - 1) + 17 (p(k’)]] y UYp—1,Yp € [ycp(k—l)aygo(k:)] .

Par suite:

Vpelplk—1)+1,0k)] , inf f(z)=> inf f(z).

‘Te[ypvyp—l] me[yap(kfl)vyap(k)]



On note alors my, = Infeepy, 1 yomw] f(x) = infoepz, 20 f(2) Ainsi:

w(k) (k)
Z (Yp — Yp—1)m;, = Z (¥p = Yp—1)m -
p=p(k—1)+1 p=w(k—1)+1
o(k) o(k)
Or Z (Yp—Yp—1)mp = My, Z (Yp—Yp—1) = M4, (ygo(k) - ycp(k—l)) = my, (T — Tp—1) -
p=p(k—1)+1 p=p(k—1)+1

2 - En déduire que D; (f) < D, (f).

Indication :
m n (k)
Z(yp Yp—1)m;, = Z (yp — yp,l)m;
p=1 k=1 \ p=p(k—1)+1
m n w(k)
Dg_’(f) = Z(yp yp—l)m = 2 (yp - yp—l)m/
p=1 k=1 \ p=p(k—1)+1

8 - Par un raisonnement similaire, montrer que DS (f) = DS (f).

On consideére a présent deux subdivisions quelconques s1 et so de [a,b]. On note 1 U s la
subdivision de [a,b] constituée des points distincts de s; et so. Notons que $1 U s est a la
fois un raffinement de s, et un raffinement de ss.

4 - Montrer que l'on a:

D, (f) < Dg, 06, (f) S D Le, (f) <DL(S)

D’apres ce qui précede, on a D, (f) < D, ,,(f) et D} .. (f) < DL(f). D’autre part,
on a aussi D7 (f) < DF(f) pour toute subdivision s € S(a,b), ce qui permet de conclure.

5 - En déduire que sup D (f) < inf DF(f).
5€5(a,b) s€5(a,b)

On déduit de ce qui précede que D, (f) < DF(f) pour des subdivisions s, et s, quel-
conques, ce qui donne le résultat.



1.2 Fonctions Riemann-intégrable

Définition 1.2: Fonction Riemann intégrable

Soit f une fonction bornée [a,b] — R. On note

R™(f) = sup D;(f) , R'(f)= inf DI(f).

5€5(a,b) 5€5(a,b)

On dit que f est Riemann intégrable si R™(f) = R*(f). On définit alors l'intégrale
de f (au sens de Riemann) par

f F(t)dt = R(f) = R*(f).

Exemple 1.1.
On se place sur U'intervalle [0, 1] et on s’intéresse a la fonction f définie par f(z) = x pour
tout x € [0, 1].

1 - Soit n € N*. On considére une subdivision s = {7 =0<--- <z, =1} € 5(0,1).
Donner I'expression des sommes de Darboux (inférieure et supérieure) associées a cette

subdivision.
On a:

n

D, (f) =) (zx —wr1) f f(x) = D@k — wpo1)Tis

ze[x 1,24 1
n
On obtient de méme D} (f) = Z(xk — Tg_1)Tk-
k=1

2 - Soit n € N*. On considére la subdivision s, définie par les points (z;)io,... n, avec
x; = i/n pour tout ¢. Calculer les sommes de Darboux associées & cette subdivision.
Pour tout k € [1,n], on a x) — xp_1 = 1/n, et:

k: 1 k=1

1 1
Un calcul analogue donne Df (f) = 3 (n - )
n

3 - Montrer que R™(f) = R*(f). En déduire que la fonction f est Riemann intégrable
1

1
sur |0, 1], avec J ft)dt = -
0 T2
1 1
On a lim D;n(f)=§et lim D*(f)z— On en déduit que 1/2 < R™(f) < RT(f) <
n—0oo n—
1/2, et donc R=(f) = R*(f) =1/2. Donc f est Riemann-intégrable, avec So t)dt =

1/2.



Exemple 1.2. On considére la fonction f définie sur [0, 1] par f(z) = { Lsizeq

0 sinon
1- Soits={zg<---

< xp} (n € N*) une subdivision de [0, 1]. Montrer que:
D(f)=0 e DS =1.

Soit s = {xg < --- < x,} €5(0,1). On a:

=) (ee—mey) inf  f@) o DI = ) (e @)
k=1 1Tk —1

s f(a).

v€[r)—1,7k]
Pour tout k € [1,n], par densité de Q dans R et de R\Q dans R , il existe oy, €

[zk_1, 2] N Q and By € [xp_1,2K] N (R\Q). On en déduit que pour tout k € [1,n],
infoefe, o f(2) = 0 et Sup,epy, | 2, f(7) =1, de sorte que:

D, (f)=0 e Di(f)=1.

2 - En déduire que f n’est pas Riemann intégrable.

Pour touts € 5(0,1), on aD; (f) =0, d’ot l'on tire R~ (f) = 0. De méme, R*(f) = 1.
Ces deux quantités ne coincident pas, donc f n’est pas Riemann-intégrable

2 Critéres d’intégrabilité
Théoréme 2.1: Monotonie
Toute fonction monotone f : [a,b] — R est Riemann intégrable

Dem: Soit [ une fonction décroissante sur un intervalle [a, b]

1 - On considere une subdivision de [a,b] quelconque s = {xg <--- <x,}, ot n € N*.
Montrer que:

DJ(f) =D (f) =R (/) =R (f) = 0.
Soit s € S(a,b). Par définition de R=(f) et R*(f), on a

D () <R (f) et DI(f)=R(f),

d’ot Uon tire le résultat.

2 - Montrer que:

0<DF(f)—D; (f) < max (oy — w1) (Fla) = ()

On sait déja que D (f) — D7 (f) = 0. D’autre part:

= Zn: (:L‘k — xk—l) (Mk - mk) )

5



ou My = sup f(x)etmy = inf  f(z) pourk =1, --- n. fétant décroissante,

ZEE[{L';C,I,{L']C] Z‘E[$]€_1,1‘k]
on a My = f(xp_q) et my = f(xy) pour k = 1,--- n. D’autre part, pour k € [1,n],
(xp —xp_1) < max (xp — xp—1) =: K. Il vient:

<k<n

DI(f) — Zn: (@k — k1) (f (@p—1) — f(2n))

El

HZ flzr1)) =k (f(a) — f(b)) .

k=1

3 - Soit € > 0. Montrer qu’il existe une subdivision s. telle que Df(f) — D, (f) <e.

Indication: distinguer les cas f(a) = f(b) et f(a) # f(b), et limiter le pas de discréti-
sation de s.: max (T — Tg_1).

\k\

Si f(a) = f(b), alors la question précédente permet de conclure que |Df (f)—D; (f)| =
0 pour toute subdivision s € S(a,b), et le résultat est vrai.
Supposons a présent f(a) > f(b), et considérons une subdivision s. telle que r :=

D’apres ce qui précede, on a DS (f) — D, (f) <e.

max (T — Tg_1) .

) e ———
1<k<n fla) = f(b)

4 - Conclure. FEn utilisant la question 1 -, on aboutit a:
0SSR (f)-R(f)<e,

pour tout ¢ > 0. On en déduit que R*(f) = R (f), c’est a dire f Riemann-intégrable.
Ce raisonnement s’applique aussi aux fonctions croissantes.

Théoréme 2.2: Continuité

Toute fonction continue f : [a,b] — R est Riemann intégrable.

Dem:  On considére une fonction f continue sur un intervalle [a,b]. Notons que
Uintervalle [a,b] étant fermé borné, f est uniformément continue sur cet intervalle:

Vr>0,3n<0,Vz,yelab], v —yl <n=I[f(x) = fly) <7.

Etant donnée une subdivision s = {xg < -+ < x,} € S(a,b), ou n € N*, on note respective-
ment myp = inf  f(z) et My = sup f(x) les bornes inférieure et supérieure de f
xE[.’L‘k,I,:Bk] xe[zk,l,xk]

sur Uintervalle [zy_1, xx] , pour tout k € [1,n].

1 - Soits = {xg<---<uz,} € S(a,b), avec n € N*. Montrer que pour tout k € [1,n] les
bornes my, et My sont atteintes.
[ est continue sur Uintervalle [x_q,x] pour tout k € [1,n]. Ces intervalles étant
fermés bornés, on en déduit que f est bornée et atteint ses bornes sur ces intervalles.

6



Soit € > 0. D’aprés la continuité uniforme de f, il existe n > 0 tel que

v,y € [a, 0], v —yl <n=[f(x) = fy)| <e/(b—a).

2 - Soit 5. = {xg < -+ <x,} une subdivision de |a,b] telle que max () — xp_1) < 7.

Montrer que pour tout k € [1,n], My —my. <e/(b—a). o
Soit 5. = {xg < -+ < x,} telle que max (x) — xp_1) <n. Soit k € [1,n]. Les bornes

IS

M, et my, étant atteintes, il existe ay, by € [xp_1, 1] tels que my = f(ay) et My = f(by,).
Notons que ag, by, € |[xr_1,21] = |bp — agln. 1l vient : My — my = |My — my| =

| (be) = flax)| < e/(b—a).
3 - En déduire que 0 < DS (f) —D;.(f) <e.

Se

n

n
+
D( Zl’k—l’kl Mk—mk .Ik—.%’klzc"i.

—a k=1

4 - Conclure. On a vu précédemment que pour tout s € S(a,b):

0<RY(f) =R (/) <D (f) =D (f).

On déduit de la question précédente que 0 < RT(f) — R~ (f) < € pour tout € > 0, ce
qui permet de conclure.

Théoréme 2.3: Limite uniforme

Si f est la limite uniforme d’une suite de fonctions ( f,,), Riemann intégrables sur [a, b],
alors f est Riemann intégrable sur [a, b].

Théoréme 2.4: Produit

Si f et g sont Riemann intégrables sur [a, b], alors leur produit fg l'est aussi.

3 Théorémes fondamentaux

Théoréme 3.1: Linéarité de l’'intégrale

L’ensemble des fonctions Riemann intégrables sur [a, b] est un R espace vectoriel sur
lequel l'intégrale définit une application linéaire. En d’autres termes, pour toutes
fonctions f et g Riemann intégrables sur [a,b], et pour tous réels «, 3, on a:

f (af () + Bo(t)) di = aj F(t)dt + B j g(t)dt

a



Théoréme 3.2: Relations de Chasles

Soit f Riemann intégrable sur [a,b] et ¢ €]a,b[. Alors f est aussi Riemann intégrable
sur [a,c] et [c,b], avec:

fﬂmﬁ+fﬂmu:fﬂmw

Théoréme 3.3: Positivité de ’intégrale

Soit f positive, Riemann intégrable sur [a,b]. On a
b
f f(t)dt=0.
Dem: Soit f a valeurs positives, Riemann-intégrable sur[a,b]. Pourtouts = {xg < - - <x,} €
S(a,b), on a
D, (f) = ) (wn —wrr) _inf  f(a).
k=1 ©

ze[Tp_1,Tk]

Or, pour tout k € [1,n], inf  f(x) =0 par positivité de f, et par suite R (f) =

z€[TR_1,2k]

b
sup D, (f) = 0. f étant Riemann-intégrable, on a donc f ft)dt =R (f) = 0.
s€S(a,b) a

Corollaire 3.1

Soient f et g deux fonctions Riemann intégrables sur [a, b], telles que f < g. On a:
b b
ff@ﬁ<fg@ﬁ.

Dem: [l suffit de poser h = g — f = 0 et d’appliquer le résultat précédent. Le résultat
est immédiat en utilisant la linéarité de [intégrale.

Proposition 3.1

Soit f Riemann intégrable sur [a, b]. Alors |f| est aussi Riemann intégrable, et on a:

[[roa] < [ 1s@par

Dem: Soit f une fonction Riemann intégrable sur [a,b].



Résultat préliminaire.
On considére une subdivision s = {xg < --- < x,} € S(a,b). Pour k € [1,n], on note:

me= inf  f(z) . My= sw  f(x),

TE[TR—_1,Tk] xE[T_1,Tk)
mp= _inf |f(z)] , M= sup |f(z)|.
z€[T)_1,7k] ze[Tp_1,7k]

Dans les questions 1 -, 2 -, 8 -, k désigne un réel fixé dans [1,n] et on suppose Mj, > mj,.

! /

M —m, .
k kil existe ag, by € [2h_1, k]

1 - Montrer que pour tout réel strictement positif & < 5

tels que:
my, < |flap)] < mj + & < My — < | f(be)| < M.

1 1
Notons tout d’abord que mj, + & < mj, + ) (M}, —my,) = 5 (M], +my,) et M; — & >

1 1
M, — 5 (M} —mj) = 5 (M}, +my) On a donc mj, + & < M; —&. D’autre part, mj, + &

n’étant pas un minorant de {|f(x)|,x € [xp_1, 2]}, il existe ap € [x_1, 2] tel que
m), < |f(ag)| < mj+&. De méme, il existe by, € [xg_1, xx] tel que M| —& < | f(by)| < M},
ce qui donne le résultat.

2 - En déduire que |f(b)| — |f(ar)| = M, — mj, — 2¢.
D’apres ce qui précede, |f(bp)| = M| — & et —|f(ar)| = —m), — &, d’ou lon tire le
résultat.

3 - Montrer que | f(br) — f(ag)| < My — my .
Se déduit immédiatement des inégalités my, < f(ar) < My et my. < f(by) < M.

4 - En déduire que M| —m) < My — my pour tout k € [1,n].
Soit k € [[1,n].
Si My, = m,, alors on a immédiatement My, —my, = M, —m, = 0.

1
Supposons M; > mj. Soit 0 < £ < B (M —m}). D’aprés ce qui précéde, il existe

ag, by, € [xp_1, xx] tels que:

M, —my =26 < |f(be) = |f(ar)| et [f(b) = far)] < My —my..
L’inégalité triangulaire donne |f(by)|—|f (ar)| < |f(bx)—f(ar)|, et donc M —mj —2¢ <
My — my, pour tout & > 0 vérifiant & < 5 (M} —mj,). On en déduit que M, —m), <
Mk — M.
Retour a la preuve.

5 - Soit ¢ > 0. Montrer qu’il existe une subdivision $1 € S(a,b) et une subdivision sy €
S(a,b) telles que:

0<R (f)—D, (f) <e/2 et 0<D(f)—R(f) <e/2.



On sait que R™(f) = sup D, (f) et R*(f) = sup DS (f).
s€5(a,b) s€5(a,b)
R(f) — /2 n'est pas un majorant de l’'ensemble {D, (f),s € S(a,b)}, donc il existe
s1 € 5(a,b) tel que:
R(f) 22 < Dalf) <R ().

c’est a dire 0 < R™(f) — D. (f) < /2. On obtient par un raisonnement analogue

Vezistence de 55 € S(a,b) tel que 0 < D} (f) — R*(f) < ¢/2.

En dédwire qu’il existe une subdivision s telle que:
0<D/(f)-D;(f) <e.

Indication: on pourra, par exemple, prendre s = 51 U $5.
En prenant s = s, U 59, on a:

SR () =D (f) s R (f) =D, (f)
<D/ (f) =R*(f) <D, (f) =R"(f)

Par sommation : 0 <R (f) — RY(f) + DS (f) — D, (f), et on conclut avec R~(f) =

S

RY(f) qui découle de la Riemann-intégrabilité de f.

£/2,
g/2.

NN
NN

Utiliser la question 4 - pour montrer que D (|f|) — D (|f]) < DI (f) — D, (f). En

5
déduire que |f| est Riemann intégrable. Posons s = {xg < --- <xz,}. On a:

1=

D (IF) =D (IF1) =

(zr — 2p—1) (M, — my,)

b
Il
—

M=

< D (we — @) (My —my) = D (f) = Dy (f).

b
Il
—

La question précédente permet de conclure que pour tout € > 0, il existe une subdivision
s € S(a,b) telle que 0 < DF(|f]) =Dy (| f]) <e, et en utilisant 0 < RS (|f]) —Rs (| f]) <
D (IfI) = D (If]) < ¢, on obtient finalement, R(|f]) = Ry (If]), c’est o dire |f

Riemann-intégrable.
Montrer que:
b b
| rwar < [1swiar

On sait que —|f| < f|f| avec f, |f| toutes deux Riemann-intégrables. Le théoréme de
comparaison donne:

_Lb f(t)|dt < Lbf(t)dt < Lb [F(®)lde,

d’ot le résultat.
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Proposition 3.2

b
Soit f Riemann intégrable sur [a, b], positive, telle que J f(t)dt = 0. Alors f prend

la valeur 0 en tout point ol elle est continue. ‘

Théoréme 3.4: Théoréme fondamental

Soit f Riemann intégrable sur [a,b]. On considére I'application F' : [a,b] — R définie
pour tout x € [a, b] par:
= J f(t)dt

On a les résultats suivants:
i) F' est continue sur [a, b].

ii) Si f admet une limite [ (resp. & gauche, a droite) en xy € [a,b], alors F est
dérivable (resp. a gauche, a droite) en xg, et on a F'(xq) = .

iii) Si f est continue sur [a,b], alors F' est dérivable sur [a,b], et F est I'unique
primitive de f qui s’annule en a.

4 Eléments Techniques

Proposition 4.1: Changement de variable

Soit ¢ : [a,b] — R de classe C! sur [a,b] et f continue sur Pintervalle ¢([a,b]). On a:

©(b)
f flp t)dt = f(s)ds

v(a)

Dem: Commengons par établir que ces deux intégrales sont bien définies. Notons
que J = ¢([a,b]) est un intervalle fermé borné par continuité de p. Ainsi, Uintervalle I

d’extrémités o(a), @(b) est inclus dans J. f étant continue sur J, elle l'est aussi sur I, et
e(b)

donc l'intégrale f(s)ds est bien définie.
w(a)

D’autre part, la fonction t — f(@(t))¢'(t) est continue sur [a,b] (comme produit et composée

de fonctions continues sur [a,b]), donc aussi Rzemann intégrable sur cet intervalle.

Considérons alors les fonctions F : s € J — fy)dy et G : [a,b] — f fle
¢(a)
D’apres le théoreme 3.4, F est dérivable sur J, avec F' = f. De méme, G est dérivable sur

[a,b], et on a G' = fo .. D'autre part, on a (Fop) = F op.¢ = fopy¢ =G
Les fonctions F o ¢ et G admettent donc la méme dérivée sur [a,b]. De plus, F o p(a) =
G(a) =0, et donc ces deux fonctions sont égales. On conclut avec F o o(b) = G(b).

11



Proposition 4.2: Intégration par parties

Soient f : [a,b] — R et g: [a,b] — R de classe C! sur [a,b]. On a:
| rga = (o9 - [ £ogwa.

Dem:  Considérons la fonction ¢ définie par (t) = f(t)g'(t) + f'(t)g(t) pour tout
t € [a,b]. Cette fonction admet f.g pour primitive, et f.g — f(a)g(a) est Uunique primitive
de Y qui s’annule en a. On a donc:

b
U@ﬂmb=ﬂ®ﬂ®—ﬂwﬂw=f(ﬂMﬂO+f®MOML

d’ot le résultat.

Proposition 4.3: Premiére formule de la moyenne.

Soient f : [a,b] - R et g : [a,b] — R deux fonctions continues sur [a,b], avec g

positive. Il existe ¢ € [a, b] tel que

b b
J f(t)gt)dt = f(c) J g(t)dt .

a

Dem: Voir fiche "Fonctions de la variable réelle”.

Proposition 4.4: Deuxiéme formule de la moyenne.

Soient f :[a,b] — R et g : [a,b] — R deux fonctions & valeurs réelles, avec f Riemann
intégrable et g positive décroissante. Il existe c € [a, b] tel que

[ 109w = 9@ | s

Dem: Voir Ezxercice 4

Théoréme 4.1: Cauchy-Schwarz.

Soient f : [a,b] - Ret g : [a,b] — R deux fonctions Riemann intégrables sur [a, b].

On a:
<([ b<f<t>>2dt) N (f@(t)fdt) -

a

j F(H)g(t)dt

12



Dem: Soient f : [a,b] — R et g : [a,b] — R, deuz fonctions Riemann intégrables sur

[a,b].

1 - Soit A€ R. Montrer que la fonction (\f + g)* est Riemann intégrable.
A + g est Riemann-intégrable par linéarité de l'intégrale. Par suite, (A\f + 9)2 [est
aussi en tant que produit de deuz fonctions Riemann-intégrables.

Pour tout \ € R, on pose
b
PO) = [ (F(0) + g(0)) dr.

2 - Montrer que P est un polynéme de degré 2 en .
En développant la relation précédente, on obtient P(\) = al* + b\ + ¢, avec a =

Jb (f(£)*dt, b= QJ F(H)g(t)dt et c = Jb (g(t))* dt.

a a

3 - Montrer que le discriminant de P est négatif ou nul. Conclure.
Pour tout \, la fonction (\f + g)* est une fonction & valeurs positives sur [a,b],
b

donc P(\) = f (Af + ¢)*(t)dt = 0 pour tout A € R. Ainsi, P ne peut admettre de

a
discriminant strictement positif (auquel cas P prendrait des valeurs négatives). Ainsi:

b —4dac <0 <4 (Lbf(t)g(t)dt)Q —4 Ub (f(t))z) Ub (g(t))? dt) <0,

ce qui donne le résultat.

5 Exercices d’application

Exercice 1. Calculer les limites des suites suivantes:

Z 2+ k2

S

3

||
1=
s
+ | =
=

[\

w0

o

3

||

Exercice 2. Soit f une fonction continue sur [0, 1] & valeurs strictement positives. Montrer

[ st < ( [ ).



Exercice 3. Lien avec l’aire.
Soit f : [a,b] — R continue. Pour tout x € [a,b], on note A(z) I'aire sous la courbe de f
entre a et x.

1 - Montrer que A définit une fonction dérivable sur [a, b], avec A'(x) = f(x) pour tout

x € |a,b].

b
2 - En déduire que A(b) = J f(t)dt.

Exercice 4. Deuzieme formule de la moyenne. On se place dans les conditions de I’énoncé de
b—a

n

la deuxiéme formule de la moyenne. Pour tout n € N*, on introduit les notations h,, =

et x, = a+ kh,, pour 0 < k < n. On pose:

fo= X [ gt

k=07
1 - Pour tout x € [a,b] on pose A(z) = f | f(t)|dt.

(a) Montrer que A est continue sur [a, b].
Indication : On utilisera le fait que f est Riemann intégrable, donc bornée.

(b) Soit € > 0. Montrer qu'il existe NV € N tel que, pour tout entier n > N, on ait:
Ve ela,b—h,] , |A(x+h,) —A(z)|<e.

Indication : A est continue sur [a,b], donc uniformément continue sur cet inter-
valle.

(c) En déduire que la suite de terme général a,, = sup (A(z + h,) — A(z)) con-
z€la,b—hn]
verge vers 0.

2 - (a) Montrer que pour tout n € N*:

< % [Tl gt - gt .

k=0v%k

R, - f F(Hg(t)dt

(b) En déduire:

‘Rn - J f(t)g(t)dt‘ < 2 (9(zr) = 9(wr1)) (Alwpia) — Alzr)) -
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b
(c) En déduire que la suite (R,,) converge vers J f(t)g(t)dt.

Indication: utiliser 1 -(c). ’

3 - Pour tout x € [a, b] on pose F(zr) = J f(t)dt.

(a) Montrer que pour tout n € N* on a l'égalité:
n—1
R, = Z (9(@k) = g(xr41)) Fzh41) + g(b)F(b) .
k=0
(b) On note m = inf F(x)et M = sup F(z). Montrer que pour tout n € N*:

z€[a,b] z€(a,b]

glaym < R, < g(a)M ,

(c) En déduire 'existence d'un réel ¢ € [a, ] tel que

9(a)F(c) = f f(Dg(tydt.

Exercice 5. Intégrales de Wallis (extrait du concours 2009).
/2

Pour tout entier n > 0, on pose W,, = cos”(x)dx.
0

/2
1 - Montrer que pour tout n >0, on a W,, = J sin”(x)dx.
0

T
Indication: on pourra, par exemple, utiliser la changement de variables t = 5 %

2 - Montrer que la suite (I7,),, est strictement décroissante.
Indication: pour la décroissance, on pourra comparer les fonctions x — cos™(x) et
x — cos"T(x). Pour la stricte décroissance, on pourra raisonner par l'absurde.

3 - A l'aide d’une intégration par parties, montrer que, pour n = 0, on a:

n+1
Wn-‘rZ: (TL+2) Wn

4 - En déduire que, pour tout entier p > 0, on a:

@) o

W = ampns
2% (p!)?

Wapsr = (2p + 1)!



5 - Montrer que, pour tout n > 0, on a:

A

WoWyi1 = m

Indication : on pourra montrer que la suite de terme général (n + 1)W, W, 1 est
constante.

6 - Prouver que, pour tout n > 0, on a:

. 1 < Wn+1
n+ 2 W,

<1,

et en déduire que W,, ~ W, 1.
n—0oo

Indication : on pourra utiliser les questions 2 et 3.

n—o n—+0oo

7 - Montrer finalement que W,, ~ 21 En déduire lim W, .
\ 2n
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Correction des exercices

Exercice 1. Calculer les limites des suites suivantes, de terme général:

iﬁ n +/<;2 tn

Qi
= = 24+ k: n?. -
./ (2n)! = k
4. d, = o = Z sin 5 ) = Z sin? m
n n 1
1. Soitn € N*, onnotes, ={0<1/n<---<1}. Onaa, = ,;_:1”2 Z 2 = ;m =
1 Zn: 1
nel+ k2 n?
On considere alors la fonction f définie par f(z) = 1/(1 + %) pour tout xz € [0,1]. On a
alors a,, = —Z f(k/n). f étant positive décroissante, a,, correspond a la somme de Darboux
M=

inférieure associée a la subdivision s,,.

Par suite, f étant Riemann-intégrable (car continue), on a hm Qp = J f(t)

2. On vérifie que pour tout n € N*, b, = Zf k/n) avec f définie par f(x) =

)
tout x € |0, 1]. Par un raisonnement analogue au précédent, on en déduit:

1
' 1
lim b, = | ——=dt = |[=In(1 +2%)| =
n o L1+t2 {2 a( J“T)L 2

1 +x2 pour

n n 1/n
1 n
3. Soit n e N*. Onacnz—ll n+k21/ (ll n+k2> .
n?
k=1 k=1

Onaﬁ (n® + k%) =ﬁ +k*/n?) = nﬁ 1+ k/n . 1l vient:

k=1

Bl
—_



1
ot f(x) =In(1 + 2?) pour tout x € [0,1]. Ainsi lim ¢, = exp(I) ou I = J f(t)dt.

Pour déterminer I, on vérifie que la fonction F définie par F(z) = xIn(1+2?) + 2tan™'(z) —
2z est une primitive de f.

| 1 1/n 1/n
4. SoitneN*. Onad, = A (2n): = ((2n)) X (i) .

nlnn n! nn

2n)!
D’une part, ﬂ
n!

“ n 1 1/n
(n+k) H (L+k/n) = H"H (14 k/n), et d’autre part <ﬁ> —

k=1

:]:

k

1

1
—. On en déduit que

d, = exp ( (ﬁ (1+k/n) )) = exp (%2f(k/n)>

avec f(x) =1In(1+ x) pour tout z € [0,1]. On a lim Zf (k/n) = flf(t)dt =2In(2) — 1.
0

n—o0 N

5. Soitn € N*. On commence par remarquer que pour tout ke [1,n], k/n*€[0,1] < [0, 7/2].
Ainsi, en exploitant 'estimation x — 2°/6 < sin(z) < x pour tout x € [0,7/2], on a, pour
tout k € [1,n], on a:

k/n? (k/n ) < sin(k/n®) < k/n?.

Par suite:

n

zgsin(/{:/n) </<;/n2 = (k/n?) >\ Z n(k/n). n2 S

1o 1o
On av, == sin(k k — zsi tout z € [0, 1], dont
nav ”Z /n nl;f( /n) avec f(x) = xsin(z) pour tout x € [0, 1], dont une

1
primitive est F'(x) = sin(z)—x cos(x). On en déduit que lim v,, = J f(t)dt = sin(1)—cos(1).
n—ao0

0
On démontre ensuite que u, = v, + w, avec lim w, = 0, ce qui permet de conclure que
n—ao0

lim e, = sin(1) — cos(1).
n—0o0

6. Ce cas se traite d’une fagon similaire au cas précédent.

Exercice 2. Soit f une fonction continue sur [0, 1] & valeurs strictement positives. Montrer

[tgnac <[ so0a).

Pour tout n € N*, on considere u,,, la somme de Rzemann de Inof associée a la subdivision

réquliére s, = {0 <1l/n<---<1}. On au, = —Z In(f(k/n)). On définit ensuite v, la

18



n

1
somme de Riemann de f associée a cette méme subdivision : v, = —Zf(k/n) On a donec:
n

lim u,, = Jl In(f(¢))dt et lim v, = Jl f(t)dt
0

n—00 0 n—00

Par suite, en utilisant la concavité de la fonction In:

In(v,) = In (%Zf(k/n)) Z In(f(k/n)) = u,.
k=1

Ainsi, pour tout n € N*, In(v,) = u,. On note alors que le théoréme de composition des

limites donne lim In(v,) = In <J f(t)dt) , ce qui permet de conclure.
0

n—ao0

Exercice 3. Lien avec [’aire.
Soit f : [a,b] — R continue. Pour tout x € [a,b], on note A(z) I'aire sous la courbe de f
entre a et x.

1 - Montrer que A définit une fonction dérivable sur [a, b], avec A'(x) = f(x) pour tout

x € [a,b].

Soit xo €la, b|, et soit h > 0 tel que xo + h € [a,b]. Notons que f étant continue, elle
atteint ses bornes sur |x,z + h]. On a:
A(x)+h. min f(zx) < Az +h) < A(x) + h. max f(x),
x€[zo,z0+h] x€[z0,20+h]
d’ou l'on dédurt
Az + h) — A(x)

min z) < <  max ).
xe[mo,xo+h]f( ) h J:E[xo,azo-i-h]f( )

Ale + h) — Az)
h

Par continuité de f, on obtient lim = f(zg) via le théoreme des

h—0+

B) —
gendarmes. De méme : hhrél+ Al + f)L Alz) = f(xy), dou l'on déduit que A est

dérivable en xg, avec A'(xg) = f(xg).
Un raisonnement similaire permet de conclure que A est dérivable a droite en a et a
gauche en b.

2 - En déduire que A(b J f(t)dt.

A est la primitive de [ qui s’annule en a: on en déduit que pour tout x € [a,b],

f F(0)dt. Par suite, A(b J (1)
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Exercice 4. Deuxieme formule de la moyenne. On se place dans les conditions de I’énoncé
de la deuxiéme formule de la moyenne (f Riemann intégrable et g positive décroissante).

Pour tout n € N*, on introduit les notations h,, =

On pose:

b—a

et v, = a+ kh, pour 0 < k < n.

R, - Zf F(t)g(an)dt

k=0vTk

1 - Pour tout x € [a,b] on pose A(zx) = J | f(t)|dt.

(a)

(b)

(c)

Montrer que A est continue sur [a, b].
Indication : On utilisera le fait que f est Riemann intégrable, donc bornée.

Soit x €la,b[. Soit h > 0 tel que = + h € [a,b]. Notons que f est bornée par un
réel M > 0 sur [a,b]. On a:

A + h) — A(x) f+h]f(t)\dt < Mfm+hdt _ Mh.

T T

On en déduit que }llirr(l) A(x + h) = A(x), et A est donc continue en x. On montre

de méme la continuité de A auzx bornes de lintervalle.

Soit € > 0. Montrer qu’il existe N € N tel que, pour tout entier n > N, on ait:
Veela,b—h,] , |A(x+h,) —A(z)| <e.

Indication : A est continue sur |a,b], donc uniformément continue sur cet inter-
valle.

Soit € > 0. Par continuité uniforme de A, on a:
>0, Veyelab], [r—yl<n=]|Alz)-Aly)|<e.

Pour tout n e N*, on a h,, = (b—a)/n. Il existe N € N* tel que h,, < n pour tout
n = N. Ainsi, pour tout n = N, on a: VY € [a,b— hy,], |t + h, — x| = h, <n, et
donc |A(x + hy,) — A(z)| < e.

En déduire que la suite de terme général a,, = sup (A(x + h,) — A(z)) con-
z€la,b—hn]
verge vers 0.

D’apres ce qui précede, on a:
Ve >0,INeN,t.q.,n= N = (|A(x + h,) — A(x)| <e,Vz € [a,b— h,]),

ce qui équivaut @ lim  sup (A(z + h,) — A(x)) = 0.

=% pela,b—hn)
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2 - (a) Montrer que pour tout n € N*:

- f F(Hg()dt

Zf g(w) dt_"jf’““f

k=0 YTk

<[l - oo

Soit n € N*.

-| () ‘

<3 [ ollsta — st

;_n

Soit k € [0,n — 1]. Pour tout t € [xy, x141], g(t) < g(xg) car g est décroissante

On en déduit:

f 1 ‘ 2 f 0] (g(x) — g(0))

(b) En déduire:
- J f(f)g(f)dt‘ < 2 (9(wr) = 9(wr1)) (Alzpia) — Alzr)) -

< g(@r1) < g(t) < glaw), et
— A(ZL‘k) =

Soit k € [0,n —1]. Pour tout t € [zy, T 11], on a 0
donc 0 <glxg) —g(t) < glag) — g(xps1). D’autre part, on a A(xyi1)

J |f(t)|dt. On en déduit:
T,

R, — J f(t) ‘ :Jxkﬂ f)] (g9(xx) — g(zps1)) dt
21 o) | A0l

< Y (9len) — glansr)) (Alwers) — Al))

(c) En déduire que la suite (R,,) converge vers J f(t)g(t)dt.

Indication: utiliser 1-(c).

Soit n e N*. On a pour tout k € [0,n — 1]:
Alzy) = Alxg + hy) — A(zg) < sup (A + hy) —

0 < A(ps1) — o
xz€la,b—hn
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Ainsi, pour tout n € N*:

b
- j F(Hg()dt

D’apres la question 1-(c), la suite (a,) converge vers 0, ce qui permet de conclure.

<Y (g(ex) — glzns1)) = an (9(a) — g(b)).
k=0

3 - Pour tout z € [a, b] on pose F(x J f(t)

(a) Montrer que pour tout n € N* on a I'égalité:

2 9(wke1)) Plaer) + g(B)F (D)

=2 g(x) (Fp1) — Fxy)) = :;:g(xk)F(ka) :;:g(xk)F(xk)
_ :;:g(xk)F(l‘k+1) — EL@F_@ —ég(xk)F(xk)

_ :_;gm)mm . :_:g@mww + g(B)F (D)

_ (9(ar) — glansn)) Flzass) + g(b)F (D)

(b) On note m = 1be] F(z) et M = sup F(z). Montrer que pour tout n € N*:
zela z€[a,b]

gla)m < R, < g(a)M
D’apres ce qui précede, g étant décroissante positive, on a, pour tout n € N*:
n—1 _
D7 (g(ar) = g@isr)) m+ g(b)m < Ry, < Z 9(@rs1)) M + g(b)M
k=0 k=0

c’est a dire g(a)m < R,, < g(a)M.

(c) En déduire 'existence d'un réel ¢ € [a, ] tel que

b
_ f F(Hg(t)dt



Par passage a la limite dans ’équation précédente, on en déduit:

b
g(aym < j F(t)g(0)dt < g(a)M .

On conclut avec le théoréme des valeurs intermédiaires.

Exercice 5. Intégrales de Wallis (extrait du concours 2009).
/2

Pour tout entier n > 0, on pose W,, = cos" (x)dx.
0

/2
1 - Montrer que pour tout n >0, on a W,, = J sin”(x)dx.
0

70
Indication: on pourra, par exemple, utiliser la changement de variables t = 5~ x.

Soit n € N. On considére la fonction ¢ : x € [0,7/2] —> 7/2 —x € [0,7/2]. Cette
fonction est continue et réalise une bijection de [0,7/2] sur [0,7/2]. En effectuant le
changement de variable t = /2 —x = p(x):

/2

W, = L " cos™(z)dx = JO cos™ (/2 — t)(—dt) = J sin” (x)dz .

/2 0

2 - Montrer que la suite (I7,),, est strictement décroissante.
Indication: pour la décroissance, on pourra comparer les fonctions x +— cos™(x) et
x — cos"T(z). Pour la stricte décroissance, on pourra raisonner par l’absurde.

Soit n € N. Pour tout x € [0,7/2], cos"(x) — cos™(x) = cos™(z) (cos(x) — 1) < 0.

/2
On en déduit que J (cos" ! (z) — cos™(z)) dx < 0, c’est a dire Wyyq < W,. D’autre
0

part, la fonction cos™ ™t — cos™ étant de signe constant, on a W11 = W,, < cos"1(x) =

cos" () pour tout x € [0,7/2], ce qui est absurde. On en déduit la stricte décroissance

de (W,).

3 - A l'aide d’une intégration par parties, montrer que, pour n = 0, on a:

n+1
Wn-‘rZ: (n+2> Wn

1

Soit n € N. Les fonctions sin et cos"t' étant de classe C*, on peut effectuer une

intégration par parties pour obtenir:
/2

/2
Wiio = Jo cos(z) cos" ™ (z)dx = [sin(z) cos”“(:zc)]g/2 - Jo sin(x).(n + 1)(—sin(z)) cos™ (z)dz
/2
=0+ (n+ 1)JO sin?(x) cos™ (z)dx
/2 /2
cos"(z)dxr — (n + 1)JO cos"?(x)dx

_(n+ 1)f/2 (1 - cos(z)) cos™(@)de = (n + 1)J

0 0
=n+1)W,—(n+ 1)W,.a.
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4 - En déduire que, pour tout entier p > 0, on a:

_ @)t r
W = ams
2% (p!)?

/2 /2
Notons que Wy = J de =7/2 et Wy = J cos(z)dx = 1. Soit p e N tel que p = 2.
0

1
R
X 5 0

(2p) x (2p—2)---x2
_2px 2p—1)x(2p—=2)x(2p—3)---x1
[(2p) x (2p—2) - x 2]
2p)! m _ (2p)!
(2vpl)> 2 2%(ph)2 2

/2

Le résultat concernant Wo,11 se montre via des calculs analogues.

5 - Montrer que, pour tout n > 0, on a:

T
W W1 = —.
Indication : on pourra montrer que la suite de terme général (n + 1)W, W, 1 est

constante.

D’apres la question 8, on a (n + 2)W, 1o = (n + 1)W,, pour tout n € N, d’ou ’on tire
(n+ 2)W,2Wihi1 = (n+ )W, 1W,,. La suite de terme général (n + 1)W, . W, est

1
donc constante. On en déduit que pour tout n € N, (n+ 1)W, 1 W,, = WiW, = 2 d’ot
le résultat.

6 - Prouver que, pour tout n > 0, on a:

1 Wn+1
— < <1
n+2 W, ’
et en déduire que W,, ~ W, 1.
n—aoo
Indication : on pourra utiliser les questions 2 et 3.

Remarquons tout d’abord que W, > 0 pour tout n € N (intégrale d’une fonction
continue positive non nulle). Par suite, la suite (W,,) étant strictement décroissante,

on a, Wyyo < Wyiy < W, pour tout n € N, d’ou lon tire W, o/W,, < W,i1/W,, <1
Wn+2 . n+1 1 1

W, n+2 = n+2
On en déduit que lim W, .1 /W, =1, c’est a dire W,, ~ W, 1.
n—aoo

n—ao0

pour tout n € N. Or

, ce qui donne l’estimation demandée.
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|
7 - Montrer finalement que W,, ~ —. En déduire lim W, .
n—owo \| 2n n—+00
T
D’apres ce qui précéde, =W W, ~ W2 doul’ontire W, ~
n—0o0

T
2(n+1) n—0 \| 2(n + 1)’

et par suite W,, ~ 21 En particulier, on a lim W,, = 0.
\ 2n

n—ao0 n—o0
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