Fonctions de plusieurs variables

Notions abordées

e Limite, continuité de fonctions réelles RP — RY.

e Théoréeme du point fize.

e Dérivée partielle, dérivée directionnelle et différentiabilité.

e Fonctions de classe O' - Caractérisation via les dérivées partielles.
e Fonctions de classe C? et dérivées d’ordre supérieur.

o (Cas des fonctions a valeurs réelles, théoreme de Schwarz.

e Gradient, Jacobienne, Hessienne.

o Formules de Taylor.

e FExtrema, point critique.

e Conditions du premier et second ordre.

e (Cas particulier de la dimension 2.

Dans toute la suite, p et ¢ désignent deux entiers supérieurs ou égaux a 1. On munit RP du
produit scalaire canonique:

p
<z,y>= szyl , Ve,ye RP,
i=1

avec des notations similaires pour R?. Lorsqu’il n’y pas d’ambiguité, on notera sans disct-
inction |.| les normes associées sur RP et R?, afin d’alléger les notations.

1 Notions de base

Dans cette partie, {2 désigne un ensemble ouvert de RP.



1.1 Limite et continuité

Définition 1.1: Limite
On dit qu'une fonction f : Q < RP — R?, définie au voisinage de xy € {2 admet pour
limate £ en xq si:

Ve>0,3n>0, [z —zo| <n=|f(z) — €] <e.

On écrit alors:

lim f(z) =¢.

T—T0

Remarque 1.1. Cette définition ne dépend pas de la norme considérée. En effet, toutes les
normes sont équivalentes en dimension finie.

Définition 1.2: Continuité

On dit qu'une fonction f : 2 € RP — R?, définie au voisinage de xy est continue en
Zo Si:

lim f(z) = f(xo) -

T—xTo

De maniére analogue au cas des fonctions réelles, la caractérisation séquentielle de la conti-
nuité s’étend au cas des fonctions & plusieurs variables:

Proposition 1.1

Une fonction f : Q < RP — RY, définie au voisinage de xy est continue en x( si et
seulement si, pour toute suite (x,)nen d’éléments de Q convergeant vers g, la suite

(f(:cn))neN converge vers f(xzg):

lim f(zn) = f(20)-

n— -+

Exemple 1.1.
1 - Montrer qu’une fonction constante f : RP — R est continue.
2 - Montrer que la fonction f définie par f(x,y) = x , V(z,y) € R? est continue.
3 - Montrer que I'application R> — R définie par

Ty
flz,y) = { x? + y?
0

si (z,y) # (0,0)

sinon

n’est pas continue en (0, 0).



A titre d’exercice, on pourra démontrer la généralisation du théoréme du point fixe de Picard,
vue dans la fiche 1 (on admettra 'existence, reposant sur la notion de suite de Cauchy et ne
figurant pas explicitement au programme du concours):

Théoréme 1.1: Théoréme du point fixe.

Soit F' une partie fermée de RP et f une fonction k-lipschitzienne avec k < 1 (i.e. | f(z)—
)| <kl|x—y|,Vz,ye F). Alors f admet un unique point fixe o dans F. De plus,
la suite (z,)nen définie par récurrence par z,.1 = f(x,) , Vn € N converge vers «, et
on a:

kn
1—-k

|zn —af < |z1 —af , ¥neN.
1.2 Dérivées partielles, différentiabilité

Définition 1.3: Dérivées partielles

Soit f:Qc R > Retae. Pouri=1,---,p, on appelle dérivée partielle de f

par rapport a x; en a = (ay,- -+ ,a,) et on note (a) la quantité suivante:

@:L'Z-

ﬁf(a) _ lim flar, - @iy yap) — flar, - a4, ,ap).

0x; T;—a; Ty — G

Exemple 1.2.

1 - Déterminer les dérivées partielles des fonctions suivantes, définies sur R?:

fi(@y)—>zeR ,  g:i(xy)—z+2yeR ,  h:(zy)—>c+2zyer.

2 - Considérer 'Exemple 1.1(3 -) de la partie précédente, et montrer I'existence des dérivées
partielles en x et y.

Remarque 1.2. Cette notion s’étend au cas de fonctions f : Q < RP — R? en notant
fl@) = (fiz), - fq(x))T , Vo € Q et en considérant les dérivées partielles des fonctions
f]?j = 17 y q

Comme nous venons de le voir, une fonction peut admettre des dérivées partielles en un point

sans pour autant étre continue en ce point. On introduit alors la notion de différentiabilité,
plus forte et garantissant la continuité de la fonction au point considéré:

Définition 1.4: Différentiabilité

On dit que f: Q < RP — R? est différentiable en un point a de € s’il existe une
application linéaire RP — R?, notée d, f, telle que

fla+h) = f(a) +daf(h) + o (Ih])-



Exemple 1.3.

1 - Une application constante est différentiable en tout point, et sa différentielle est nulle.

2 - Une fonction f : R — R est dérivable en a si et seulement si elle est différentiable en a,

et dans ce cas d,f : h — hf'(a).

3 - Une application linéaire L : R — R est différentiable, et admet d,L = L pour différen-
tielle.

Proposition 1.2

Si f est différentiable en a, alors f est continue en a.

Définition 1.5: Dérivée directionnelle

Soit v € RP\ {0}. On dit que f admet une dérivée en a suivant v si I'application
¢t — f(a+ tv) est dérivable en 0. La quantité ¢'(0) est alors appelée dérivée
directionnelle de f en a suivant v.

Exemple 1.4.

1 - Montrer qu'une fonction différentiable en a admet des dérivées selon toute direction

ve R {0}

2 - Montrer que la fonction R? — R définie par

admet des dérivées selon tout vecteur en tout point mais n’est pas continue.

Définition 1.6: Différentielle

On dit que 'application f est différentiable sur €2 si elle est différentiable en tout
point de 2. Dans ce cas, on appelle différentielle de f I'application

df - Q— L(2,9Q)
ar—d,f.

Si de plus df est continue, on dit que f est contintiment différentiable, ou encore de
classe C!.

Le lien entre les notions de différentiabilité et les dérivées partielles se fait & travers les
propositions suivantes, que 'on pourra démontrer a titre d’exercice:



Proposition 1.3

Soit f: Q < RP — RY. Si f est différentiable en a € €2, alors f admet des dérivées
partielles en a par rapport a x; pour tout ¢ = 1,--- ,p, et on a:

of
é’xi

(Cl) = daf(ei) )
ou e; est le i — éme vecteur de la base canonique.

Dem: Indication : pour l’existence, utiliser la dérivée directionnelle; puis appliquer d, f
a un vecteur décomposé sur la base canonique.

Proposition 1.4

Soit f : Q € RP — R, admettant des dérivées partielles par rapport a toutes ses
variables en tout point de 2. Si ces dérivées partielles sont continues en un point
a € €2, alors f est différentiable en a et on a:

daf(h) =< V1(@), b == ) 7o (@hs,
ou Vf(a) = <§:Ufl (a),---, jj (a))T est le gradient de f en a.

Dem: Indication : se placer dans le cadre d’une fonction de deux variables. En notant

0 = (a1, az), on pourra éerire f(z,y) — [(a1,a2) = F(2,) — £ (&, az) + f(, 02) — f(ar,a2) et
mvoquer les théoréeme des accroissements finis.

Le résultat précédent admet la généralisation suivante:



Proposition 1.5

Soit f : Q < RP — RY, admettant des dérivées partielles par rapport a toutes ses
variables en tout point de €2. Si ces dérivées partielles sont continues en un point
a € (), alors f est différentiable en a et on a:

< Vfl (CL), h >
do f(h) = J f(a).h = : :

<Vf,(a),h >

df dfi

6—:1:1(&) a—xp(@)

ou Jf(a) = : : est la Jacobienne de f au point a.
0fa 0fa
a—xl(a) a—xp(a)

2 Théoréme et inégalité des accroissements finis

Dans cette partie, O désigne ouvert convexe de RP.

2.1 Théoréme des accroissements finis

Théoréme 2.1: Théoréme des accroissements finis.

Soit O un ouvert convexe de RP et f : O < RP — R différentiable sur O. Alors, pour
tout couple (a,b) de points distincts de O, il existe un point ¢ €]a, b| que:

o

-(e)(bi — a;) -

Pour démontrer ce résultat, on suppose connu le théoréme des accroissements finis pour les
fonctions réelles a valeurs dans R. On considére la fonction

v:[0,1] —R
t — fla+tb—a)).

1 - Montrer que ¢ est continue et dérivable sur [0, 1], avec

f

€T

(o))

(a+t(b—a))(b;—a;), Vte[0,1].

P(t) = Z

(2

D
<

p
=1

2 - Conclure.



Le corollaire suivant permet de caractériser les fonctions constantes de classe C!:

Proposition 2.1

Soit @ un ouvert convexe de RP, et f: O < RP — R? différentiable sur O. Alors f est
constante si et seulement si la matrice jacobienne de f est nulle en tout point de O.

2.2 Inégalité des accroissements finis
2.2.1 Corollaires du théoréme des accroissements finis
Définition 2.1: Norme d’une application linéaire

On considére U et V deux espaces vectoriels normés, et on note L(U, V') 'espace des
applications linéaires de U dans V. On définit la norme d’une application linéaire
Le L(U,V) comme suit:

IL(z)|v
||L]|]| = sup ———.
oy |zlo

Le résultat suivant est un corollaire direct du théoréme des accroissements finis vu précédem-
ment.

Théoréme 2.2

Soit f une fonction & valeurs réelles différentiable sur un ouvert convexe O < RP. On
suppose qu'il existe A > 0 tel que |||d.f||| < A pour tout ¢ € O. Alors, pour tout
couple (a, b) de points distincts de O, on a:

£ (b) = f(a)l < Alb—al.

Ce résultat peut se généraliser sous la forme ci-dessous. Ce théoréme fournit une premiére
version de I'inégalité des accroissements finis dans le cadre général des fonctions de RP dans
R?:

Théoréme 2.3

Soit f une fonction différentiable sur un ouvert convexe O < RP, & valeurs dans RY.

On suppose qu’il existe A > 0 tel que, pour tout ¢ = 1,--- ;,pet 7 =1,---,¢q, on ait

of.
]éf] (¢)] < A pour tout c € O. Alors, pour tout couple (a,b) de points distincts de O,
I,

)
on a:

[£(b) = fla)|w < Allb —al -



2.2.2 Démonstration directe dans le cas général

Théoréme 2.4: Inégalité des accroissements finis.

Soit f une fonction a valeurs réelles différentiable sur un ouvert convexe O < RP. On
a:

[£(®) = fla)| < [[b = af sup [[ldcf]]|-

cela,b]

Pour démontrer ce résultat, on définit la fonction:

g: [0,1] — R
t — fla+t(b—a)).

1 - Montrer que g est différentiable sur [0, 1], et que 'on a, pour tout ¢ € [0, 1]:
gl(t) = da+t(b—a)f(b —a).

2 - On note M = |b—a| sup |||d.f]||. Montrer que |||¢'(t)| < M.

ce[ab]
3 - Soit € > 0. On considére I’ensemble
I = {t[0,1], [lg(t) — g(0)] < (M +¢)} .
Montrer que s. = sup(l.) est bien défini et que c’est un maximum.
4 - On suppose que s, < 1.
i.) Montrer que pour h > 0 assez petit, on a:
lg(se + h) = g(s:) = hy'(s)| < he.
ii.) En déduire que s. + h e I..

5 - Conclure.

3 Dérivées d’ordre supérieur - Formules de Taylor - Ex-
trema

3.1 Dérivées d’ordre supérieur

3.1.1 Généralités

Définition 3.1: Fonction deux fois différentiable.

On dit qu’une fonction f : 2 € RP — R? est deux fois différentiable sur €2 si elle est
différentiable sur € et si df : Q@ — L(RP,R?) est différentiable sur 2. On note alors

2 f = d(df).



Remarque 3.1. Sous réserve d’existence, d?f est donc une application linéaire continue
RP — L(RP,R?), que l'on peut identifier & une forme bilinéaire.
Définition 3.2: Fonction de classe C?.

On dit qu'une fonction f : Q < RP — R? est de classe C? sur € si elle est deux fois
différentiable sur Q et si d?f est continue sur €.

Remarque 3.2.

i) Par récurrence, on peut définir de maniére similaire les fonctions de classe C* pour tout
entier k > 1, ainsi que les fonctions de classe C*.

0
/ (a)h; pour tout a € Q et tout h € RP.
T

p
ii) Si f est différentiable sur Q, on a d,f(h) = Z&
i—1

0

Dire que f est deux fois différentiable équivaut a dire que chaque dérivée partielle —

ox;
0

est différentiable sur ). Les dérivées partielles associées aux -

,1=1,---,psont les
(}.’Ei

dérivées partielles d’ordre 2 de f, et se notent

% f 0 (&f).

@xzﬁxj B 5—% é’x,

Le résultat suivant fournit une caractérisation pratique des fonctions de classe C? au moyen
des dérivées partielles d’ordre 1 et 2.

Proposition 3.1

Une fonction f est de classe C? sur (2 si et seulement si elle admet des dérivées partielles

d’ordre 1 et 2 en tout point de €2, et si ses dérivées partielles sont toutes continues sur
Q.

3.1.2 Fonctions a valeurs réelles

Proposition 3.2

Si f:Q c R — R est deux fois différentiable sur €2, on a, pour tout a € ) et tout

h,k e RP:
0% f

(?xjé’xi

dgf(h’ k) = Z

1<i<j<p

(a)hik‘j 5

Le résultat suivant garantit que la forme bilinéaire associée a la différentielle d’ordre deux
est symétrique. En d’autres termes:



Théoréme 3.1: Théoréme de Schwarz.

Soit f: Q < RP — R deux fois différentiable sur €2. Alors toutes les dérivées partielles
d’ordre 2 sont définies et on a:

?f o f

’ al’]al’z (a) - ﬁxlaxj (CL) )

V(’L,j) € {17 7p}2

Définition 3.3

Soit f : Q2 < RP — R dont toutes les dérivées partielles d’ordre 2 sont définies en a € 2.
On appelle matrice hessienne de f en a la matrice:

% f % f o f
a—ZL’%(CO 0x20x1 @ o 8xn6x1
0% f o f 0 f
H,f | 0x10x, (a) 6—333(@) 0%n0L2 (a)
% f % f o f
0x10x,, a4 0x20x, @ 8—1:721(@

Remarque 3.3. H,f n’est autre que la matrice associée a la forme bilinéaire d2 f:
V(h,k) e R | d2f(h,k) = Th.H,f.k.

Cette matrice est symétrique, en vertu du théoréme de Schwarz.

3.1.3 Formules de Taylor

Les résultats suivants sont une généralisation des formules connues pour les fonctions réelles
a valeur dans R.
Théoréme 3.2: Formule de Taylor avec reste intégral.

Soit Q un ouvert de R? et (a, h) € Q? tels que [a,a + h] = Q. Soit f: Q — R de classe
CH1. On a:

CI .
f(a 1 h) _ f(a,) 4 Z daf(hw“ 7h) +J;) (1 k't)kdlgil}h (h, . ,h)dt
=l d i

J

Théoréme 3.3: Formule de Taylor-Lagrange.

Soit  un ouvert de RP et (a,h) € Q? tels que [a,a +h] = Q. Soit f: Q2 >R, k+1
fois différentiable sur €2. Alors il existe 0 €]0, 1] tel que:

dl;iéhf(h) Ty h)
(k+1)!

ki
flatm) = fa)+ ) Bl

10



Théoréme 3.4: Formule de Taylor-Young.

Soit © un ouvert de RP et (a,h) € Q? tels que [a,a + h] = Q. Soit f: Q — R, k fois
différentiable sur €2. On a:

flath) = +Z k) oy

Exemple 3.1. Pour une fonction de classe C2, la formule de Taylor-Young s’écrit:

flas )= 5@+ 3 2 sw) ;2 W)hihy + o1

ce qui peut se réécrire:

fla+h) = fla)+ <V[(a),h> +%Q(h) +o(|h]?),

o Q.f( Z a)hih; = — Th.H,f.h désigne la forme quadratique associée a la
é’ 5x]

hessienne de f en a.

3.2 Extrema
3.2.1 Premiéres définitions

Définition 3.4: Minimum local et global.

Soit 2 un ouvert de R? et f : 2 — R. On dit que f admet un minimum local en
a € () s’il existe un voisinage V' de a tel que:

VeeV, f(z) < f(a).

On dira que ce minimum est global si

VeeQ, f(z) < f(a).

Un minimum est dit strict si les inégalités sont strictes, c’est a dire si f(z) < f(a)
pour x # a.

Remarque 3.4.

i) L’existence d’un voisinage V' de a tel que Vx € V| f(z) < f(a) équivaut a l'existence
d’un réel r > 0 tel que pour tout z € Q, [z —af| <r = f(z) < f(a).

ii) Les notions de maximum local et global peuvent se définir de maniére similaire, ou
bien en considérant la fonction — f.

11



Définition 3.5: Point critique.

Soit f : © — R de classe C*. On dit que a est un point critique de f si toutes les
dérivées partielles de f sont nulles en a.

3.2.2 Extrema et différentielle
Proposition 3.3: Condition nécessaire d’extremalité locale.

Soit f: Q — R de classe C!. Si f admet un extremum local en a € €, alors a est un
point critique de €.

Dem: Indication : pour h > 0 suffisamment petit, on pourra considérer la fonction réelle
¢ définie sur | — 1,1 par p(t) = f(a + th) pour tout t €] — 1,1][.

Remarque 3.5. Cette condition n’est pas suffisante pour garantir ’existence d’un extremum
local.

3.2.3 Extrema et différentielle seconde
Théoréme 3.5

Soit f : Q — R de classe C2.

i) Si f admet un minimum local en un point a € Q, alors d2f est positive (i.e. la
forme bilinéaire associée a la hessienne, définie par Q. f(h) = Th.H,f.h pour
tout h € RP vérifie Q. f(h) = 0 pour tout h e RP.)

ii) SiQ,f est définie positive (i.e. Q,f(h) > 0 pour tout h € RP\ {0}), alors f admet
un minimum local strict en a.

Dem: Indications

i) Pour tout h € RP, considérer la fonction g : R — R définie par g(t) = f(a+th). Montrer

que ¢"(t) = Z - (3f (a+ th)h;h;, et utiliser la condition nécessaire du second ordre
ij=1 "1

pour l’existence d’un minimum pour les fonctions de la variable réelle.

i) On admettra qu’il existe a > 0 tel que Quf(h) > a|h|?* pour tout h € RP (ce résultat
peut se démontrer par des arguments de compacité, ou bien d’algébre linéaire). Utiliser
la formule de Taylor-Young a l'ordre 2 vue précédemment.

12



Sous les mémes conditions, le cas particulier de la dimension 2 se formule de la fagon
suivante, avec les notations de Monge:

*f *f *f
r= ﬁ(a) , §= axay(a , t= a—yz(a).

Théoréme 3.6
Soit f : Q — R de classe C2. Soit a €  un point critique de f

e Sirt—s?>>0etr>0,alors f admet un minimum local en a.
e Sirt—s?>>0etr<0,alors f admet un maximum local en a.
e Sirt—s? <0, alors f n’admet pas d’extremum en a.

e Sirt —s? = 0, on ne peut pas conclure.
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