Séries entiéres - Fonctions développables
en série entiére

Notions abordées

e Domaine de convergence et rayon de convergence des séries entieres
Criteres de d’Alembert de de Cauchy

Opérations sur les séries entiéres

Fonctions développables en séries entiéres : notions de base, résultats d’existence

Applications : fonctions trigonométriques et exponentielle, logarithme, résolution d’équations
différentielles, somme des inverses des carrés

1 Séries entiéres

Dans cette partie, K = R ou C.

On note R, = R, U {+00}, avec les conventions el 0 et 0= +00.
0
Dans ce qui suit, pour tout r > 0, on note D, = {z € K, |z] < r}.

1.1 Rappels de base
1.1.1 Premiéres définitions - Exemples
Définition 1.1

On appelle série entiere toute série de fonctions de la forme Zanz" ou z € K et
(@n)nen est une suite d’éléments de K.



Définition 1.2

On appelle domaine de convergence ’ensemble D des éléments z de K tels que la
série Zanz” converge. On définit alors la fonction somme:

+00
VzeD , f(z)= Zanz".
n=0

Remarque 1.1. D est toujours non vide car il contient 0

Exemple 1.1.
e Les polynémes sont des cas particuliers de séries entiéres, pour lesquels la suite (a,)nen €st
nulle a partir d'un certain rang. Leur domaine de convergence est D = K.

e La série entiére Zz" admet D = {z € K, |z| < 1} pour domaine de convergence, et on a

1
f(z) = 1—, pour tout z € D.
—z

1.1.2 Rayon de convergence
Théoréme 1.1: Théoréme d’Abel

Soit 7 > 0. Si la suite (a,r™), oy €st bornée, alors, pour tout z € D,, la série Zanz”
est absolument convergente.

Dem: Soit z € D, et supposons la suite (a,r"), ., bornée par M > 0. Pour tout n € N,
on a la,z"| = |a,r"|q" < Mq", ot l'on a posé q = |z/r|. En notant alors que 0 < q < 1,
la série de terme général ¢ converge. On en déduit que la série de terme général |a,z"|
converge. FEn d’autres termes, la série de terme général a,z" est absolument convergente
(donc converge).

Corollaire 1.1

L’ensemble
B={reR;, (anr"),cy €st bornée }

est soit un intervalle de R, contenant 0, soit réduit a {0}.

Dem: 1l est immédiat que B contient toujours 0. Si B = {0}, il n’y a rien a démontrer.
Considérons donc le cas ou B # {0}, et montrons que B est un intervalle.
Soit r > 0 tel que r € B. La suite (a,r™) est donc bornée. Le théoréme précédent implique que
pour tout réel s vérifiant 0 < s < r, la série Zans" converge. En particulier, ceci garantit
que (a,s™) est bornée, et que donc s € B. Donc, pour tout r € B, lintervalle [0,7] est inclus
dans B, ce qui garantit que B est un intervalle.

2



Définition 1.3
Le rayon de convergence d’une série entiere Zanz" est le réel
R =sup{reR; , (a,r"),n €st bornée } .

Dr = {z € K, |z| < R} est appelé le disque de convergence.

Théoréme 1.2: Théoréme d’Abel

Soit Zanz" une série entiére, de rayon de convergence R.
- si |z] < R, alors Zanz” converge.
- si |z] > R, alors Zanz” diverge.

- si |z] = R, on ne peut rien conclure.

Dem: Si|z| < R, on considére r > 0 tel que |z] <r < R. On a z € D, et (a,r") est
bornée. Le Théoreme d’Abel permet de conclure.
Si |z| > R, la suite (a,|z|™) n’est pas bornée. Ainsi, le terme général de la série 2anz" ne
tend pas vers 0 : cette série ne peut converger.

1.1.3 Reésultats de convergence

Proposition 1.1: Convergence uniforme

Soit Zanz” une série entiére de rayon de convergence R. Alors Zanz" converge unifor-
mément sur tout disque fermé inclus dans le disque de convergence. Plus précisément,
pour tout réel r tel que 0 < r < R, on a:

Ve>0,INeN,¥n>= N, VzeK, |z|<r= <e.

n +00
Daest - Y
k=0 k=0

Proposition 1.2: Critére de d’Alembert

Soit Zanz” une série entiére telle que a, # 0 a partir d’'un certain rang. Si

An41
G,

lim = ¢ € R,, alors son rayon de convergence est R =
n——+0o0

Z.




|an+1zn+1|

Dem: On a, pour tout z € C non nul: lim = (|z|. On conclut avec le

n—+00 |anz"|
critere d’Abel pour les séries numériques: sil|z| < 1, alors la série Z|anz"| converge (et on
a convergence absolue de Zanz") , et sillz| > 1, la suite (Jap,z"|) n'est pas bornée, ce qui

proscrit la convergence de Zanz".

.. . ) ) n!
Application 1.1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Z—nz"
n
Soit n e N*.

any1  (n+1)! n" ol n" 1

Y P TR U B ORI S IR B CRNE D

On en déduit que lim “*1 = lim (1+1/n)" =1/e. Ainsi R =e.

n—00 an n—00

Proposition 1.3: Critére de Cauchy
Soit Zanz” une série entiére. Si lim {/|a,| = £ € R, alors son rayon de convergence
n—+0o0

1
t R=—.
es 7

Dem: Ce résultat se démontre de facon similaire au critére de d’Alembert.

Application 1.2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Z

ninn
Soit n € N*.
1 In(1 In(n) 1 In(n)) 1 2
i = (L) _ gy (BN _ o (B ()
n n n n

. In(n)? . . -
On a lim =0, donc on obtient gglolo N ay| =1, et ainsi R = 1.

n—ao0 n



1.1.4 Opérations sur les séries
Théoréme 1.3: Somme

Soient Zanz” et anz" deux séries de rayons de convergence respectifs R, et R,. On

note R le rayon de convergence de la série entiere Z(an + by )2".
- Si R, # Ry, alors R = min(R,, Ry).
- Si R, = Ry, alors R > min(R,, Ry).

Pour tout z € K vérifiant |z| < min(R,, Rp), on a

+00 +00 +00
Zanz" + anz” = Z(an + by)2"
n=0 n=0 n=0

Théoréme 1.4: Multiplication scalaire

Soit Zanz” une série entiére de rayon de convergence R et A un réel non nul. Alors

la série Z(Aan)z" admet R pour rayon de convergence.

Théoréme 1.5: Produit

Soient Zanz” et anz” deux séries de rayons de convergence respectifs R, et R,. On

note R le rayon de convergence de la série somme produit définie par chz”, ou l'on
n

a posé ¢, = Zakbn_k pour tout n € N. On a R > min(R,, R}), et pour tout z € K

k=0
vérifiant |z| < min(R,, Ry):

+00 +00 +00
chz” = (Zanz”) (anz”) .
n=0 n=0 n=0

1.2 Exercices d’application

Exercice 1. Calcul de rayon de convergence. Déterminer le rayon de convergence des séries
entiéres suivantes:

+00 +00 2 fon +00
1- 2(—1)”71!2'" 2 - Zn"z" 3- Z (n) 2" 4 - 2 sin(n)z"
n=0 n=0 n=0 n=0



Exercice 2. Etude au bord.

1
1 - Déterminer le rayon de convergence R de la série Z sin (| — | 2.
NG

2 - Etudier la convergence en —R et R.

Exercice 3. Relations entre rayons de convergence. Les questions 1, 2 et 3 sont indépen-
dantes.
+00
1 - On considére une série entiére Zanz". On suppose qu’elle converge pour z = 31 — 4

n=0
et qu’elle diverge pour z = 5. Que peut-on dire sur son rayon de convergence ?

+00 +00
2 - Soit @ € R,. On considére les séries Zanz” et Zno‘anz", de rayons de convergence
n=0 n=0

respectifs R, et Ry.

(a) Montrer que R, > Ry.

(b) Soit r € R, tel que r < R,. Montrer que la suite (n%a,r™) est bornée. En déduire
que R, = Ry.

+0o0
3 - On considére une série entiére Zanz" de rayon de convergence R > (. Déterminer le

n=0
+o0

rayon de convergence de la série entiére Z '
n

n=0 "

n n

Exercice 4. Convergence d’une somme.

1 - On considére une série entiére Zanz" de rayon de convergence R. Déterminer le rayon

de convergence des séries Zanz%. et Zanz2”“.

2

—1)™\"
2 - On consideére la série entiére Zanz" ol a, = <1 + u) pour tout n € N*.
n

(a) Pour tout p € N*, on pose u, = ag,. Déterminer le rayon de convergence de la
série Zupzp . En déduire le rayon de convergence de la série Zagpzzp .

(b) Pour tout p € N, on pose v, = agy41. Déterminer le rayon de convergence de la
série vazp . En déduire le rayon de convergence de la série ZaQPH 22T
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(c) En déduire le rayon de convergence de Zanz".

2 Fonctions développables en série entiére

2.1 Résultats de base

Définition 2.1

Soit R > 0 et f une fonction de Dg dans K. On dit que f est développable en série

entiére (DSE) sur Dpg, s'll existe une série entiére Zanz”, convergente sur Dg, telle
que

+00
VzeDgr, f(z) = Zanz”.
n=0

1
Exemple 2.1. La fonction définie par f(z) = T, Pour tout z €] — 1, 1] est développable
-z
en série entiére sur cet intervalle. On a:

1

+00
1 - Zzn
=z n=0

Vzel—1,1], f(z) =

Théoréme 2.1
Soit f une fonction réelle développable en série entiére sur | — R, R[. On pose f(z) =
+00

2%2" pour tout z €] — R, R[. On a les résultats suivants:
n=0

- [ est indéfiniment dérivable sur | — R, R[. Sa dérivée est donnée par:
() = Znanznfl.

- La primitive F' de f qui s’annule en 0 converge sur | — R, R[ et est donnée par:

F(z) =Lf(t)dt= i
n=0



Théoréme 2.2

Soit f une fonction développable en série entiére sur | — R, R[. Alors

+00 (n) 0
f(z) = Zanz” avec a, = f10) pour tout n € N.
= n!

+0 £(n) 0
La série Z / '< )z” est appelée développement de Taylor de f en 0.
n=0 ’

n

Remarque 2.1. On déduit de ce théoréeme I'unicité d’un développement série entiére : les
F(0)

n!

a, sont déterminés par . On en déduit la propriété suivante:

Corollaire 2.1

On considére une fonction f développable en série entiére sur | — R, R[. Alors f est
une fonction paire (resp. impaire) si et seulement si les a,, de rang impair (resp. pair)
sont nuls.

Dem: En effet, considérons une fonction f paire DSE sur | — R, R[. La fonction g
définie par g(z) = f(z) — f(—z) est développable en série entiére sur | — R, R[, et on a
+o0

g(z) = Za2n+lz2”“. Or f étant paire, g n'est autre que la fonction nulle. On en déduit
n=0
que aopp1 = 0 pour tout n € N par unicité du développement. Méme raisonnement si f est

mpaire.

Remarque 2.2. Ce théoréme ne fournit pas une condition suffisante : il se peut qu’une fonc-
tion admette un développement de Taylor en 0 sans pour autant admettre un développement
en série entiére sur un intervalle ouvert contentant 0. Un contrexemple classique est fourni

par la fonction:
f:R —R

1 :
o exp(—;) stz #0,
0 sinon.

En effet, toutes les dérivées de f sont continues en 0, et valent 0. La série de Taylor associée
a f est donc nulle. Pour autant, f n’est pas identiquement nulle.



2.2 Théoréme fondamental d’existence

Théoréme 2.3: Taylor avec reste intégral

Soit f une fonction de classe C"*! sur | — R, R[. Alors, pour tout z €] — R, R[ on a

(n)
f(z)=f0)+ f(0)z+ -+ fT‘m)z" + 7rn(2)

avec

ra(z) = f =" v gy

o 1!

Théoréme 2.4

Soit f une fonction de classe C* sur | — R, R[. On suppose qu'il existe M > 0et A >0
tels que pour tout n € N et tout 2z €] — R, R[:

[F ()] < MA™.

Alors f est développable en série entiére sur | — R, R[, et on a, pour tout = €] — R, R|:

+90 £(n)
1) = 30

n!
Application 2.1.

1 - Montrer que la fonction exp est développable en série entiére sur tout intervalle de la

forme | — R, R[, avec:
+00 "

exp(z) = ZF

n=0

La fonction exp est de classe C* sur | — R, R[, avec exp™ = exp pour tout n € N.
La fonction exp ainsi que toutes ses dérivées sont donc bornées et on a, pour tout
r€|—R,R[:

+0

w90
exp(zr) = kz:lo k:'( )xk = ];::0%

2 - Montrer que pour tout z et tout n € N, sin™ (x) = sin <ZL‘ + ng) En déduire que la

fonction sin est développable en série entiére sur tout intervalle de la forme | — R, R,
avec:
+oo
_1)
sin(z) = Zile’ﬂ :

p=0(2p+ 1)!



La raisonnement s appuie sur un premier résultat utile : sin™ (z) = sin(x +nw /2) pour
tout x € R et tout n € N, qui s’établit par récurrence. On en déduit que sin et toutes
ses dériwées sont bornées, et pour tout x € R:

+

sin(z) =

Zsin®(0) ,  Gsinlkr/2) G (VP
— :;:0 o x =27xp .

k! (2p+1)!

b
Il
=}

p=0

3 - Par un raisonnement analogue, montrer que la fonction cos est développable en série
entiére sur tout intervalle de la forme | — R, R[, avec:

00y "
cos(zx) = I;]<(2p))! x?.

Ce résultat s’établit par un procédé analogue au précédent, en s’appuyant sur la formule
cos™ (z) = cos(x + nm/2) pour tout v € R et tout n e N.

2.3 Exercices d’application

Exercice 5. Autour de la fonction exponentielle.
Les questions 1, 2 et 3 sont indépendantes.

1 - Utiliser le développement en série entieére de I’exponentielle pour montrer I’égalité suiv-

ante:
Vz,y € R, exp(z +y) = exp(x) exp(y) .
2 - Soit A e R.
. . A" o
(a) Montrer que le rayon de convergence de la série entiére Z—'x" est infini.
n!
0 \n
(b) Pour tout x € R, on pose f(x) = Z—'x" Montrer que f'(z) = Af(x).
n!
n=0
3 - Montrer que pour tout x réel, on a:
+00 ng
Z—:p" = (2% + z) exp(z) .
n:On!
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Exercice 6. Résolution d’équations différentielles.
Les questions 1, 2 et & sont indépendantes.

1 - Soit a € R. On considére la fonction f définie par f(x) = (1 + z)® pour tout = € R.

(a) Montrer que f est solution de I’équation différentielle

(1+2)y —ay =0,
{y(o>:?f ! (1)

(b) Chercher une solution de l'équation précédente sous forme de série entiére, en
précisant son rayon de convergence.

(c) En déduire le développement en série entiére de v/1 + x sur | — 1, 1].
(d) Montrer que pour tout z €] —1,1].

1 1 3 2n)!
=1+ =2+ a4+ + @n) o

V1 —a? 2 8 22n(nl)?

2 - Résoudre I'équation différentielle suivante en utilisant les séries entiéres:

"—axy=0,
{ b0 1, /()= 0. @)

3 - On considére la fonction f définie par f(x) = ch(x) cos(x) pour tout x € R.

Partie A

(a) Montrer que pour tout z € R, f(z) = — (e!T97 + (1707 4 o(F1=0z 4 ((F1Hi)z)

e~ =

(b) Montrer que pour tout n € N

(1+)"+ (1—0)"+ (=1 —9)" 4+ (=1 + )" = 4(~/2)" cos <%7T) Ccos <%) .

c) En utilisant le développement en série entiére de la fonction exponentielle, montrer
pp p
que pour tout z € R:

Gymm o,
f<x>=q§=]0 agr

Partie B

(a) Enrevenant a’expression analytique de f, montrer que f est solution de I’équation
différentielle y™® 4 4y = 0.

(b) Retrouver le résultat de la question (c) de la partie précédente en résolvant cette
équation avec les séries entiéres.
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Exercice 7. Somme des inverses des carrés.

1 - Montrer que pour tout = €] — 1, 1]

*OO( 1 ) (2n)! onit

arcsin(x) = Z o +1) P
n=0 ’

Indication: on pourra utiliser le fait que arcsin’(r) = ———= et le résultat 1(d) de
V1— 22

I'exercice 2.

+00
1 2n)!
2 - Montrer que la série de fonctions Z 5 7 22(n ) ‘ 2I2n+1 converge normalement sur
—2n + (n!)

[_17 1]
2n)! 1
Indication: on admettra que 1 22(11(7:3!)2 = (W) .

(a) Utiliser le développement en série entiére de la fonction arcsin pour montrer que

+00 1

/2
in(sin(t))dt = Y ———— .

L arcsin(sin(t)) ;(Zn—Fl)Q
/2 22n(n!)?

Indication: on admettra que J sin®" (1) dt = ————
0 (2n + 1)!

+00 1 71'2 +00 1 71'2
b) En dédui T pui -
(b) En déduire que T;](Qn e AR puis que ;nz 5
Exercice 8. Autour du logarithme.
— 1,1] est

1 - Montrer que la fonction f définie par f(x) = In(1 4+ z) pour tout x €]

développable en série entiére sur cet intervalle.
Indication: considérer la série géométrique Z(—l)"x" et utiliser le théoréme d’intégration.

In(1 too — 1)y
2 - (a) Montrer que pour tout x €]0, 1], (1 +z) = (=)t
X n=0 n+1

(b) Montrer que la série précédente converge uniformément sur [0, 1].

(c) Montrer que
"In(1+¢ - (—nt

[ e

0 t n=1 n

12



"In(1 +¢
(d) En déduire que J w t
0



Correction des exercices

Exercice 1. Calcul de rayon de convergence. Déterminer le rayon de convergence des séries
entiéres suivantes:

+0 +00 +00 on +00
- _ n ' n - n.n - n - : n
1 Z( 1)"nlz 2 an 3 Z(n)z 4 Zsm(n)z
n=0 n=0 n=0 n=0
1- Ona o+l | _ n+ 1. Le critére de d’Alembert permet de conclure que R = 0.
Qn
2 - Ona X/|a,| =n. Le critére de Cauchy donne alors R = 0.
2n)! 2n)!
3- Onaa, = 2n = (2n) =(n),Amsi:
n n!(2n —n)!  (n!)?
. 2 H)! 12 L\ 2n+2)2n+1
an ((n+1)H%  (2n)! (n+1)! (n+1)2
P . . Ap+1 .
On en déduit lim =4, et par suite R = 1/4.
n—o0 an

4 - On peut revenir a la définition du rayon de convergence : R = sup {r € R" tq (a,r"™)est bornée}.
Sir > 1, la suite de terme général sin(n)r™ n’est pas bornée, donc R < 1. Sir <1, la suite
de terme général sin(n)r™ tend vers 0 (elle est donc bornée), donc R = 1. On en déduit

R=1.

Exercice 2. Etude au bord.

1
1 - Déterminer le rayon de convergence R de la série Z sin (—) 2",

N

1
Soitr <1. Ona —1 < —r" < sin (—) r’ < r™ <1 pour tout n € N*. On en déduit

vn
1
que la suite de terme général sin <7) r’™ est bornée. Par suite, R > 1.
n
1

1
Soit r > 1. Rappelons que sin(x) ~ x, d’ou l’on tire sin (—) ~ ——=, et par suite
0 \/ﬁ

z—0 \/ﬁ n—

n
sin (—) r" ~ ——=. Le critére de comparaison des suites de référence nous donne
n

" 1
que lim — = 400. On en déduit que la suite (sin <—) 7’”) n’est pas bornée, et
n

n—0o0 \/'ﬁ
donc R > 1.
Au final, R = 1.
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2 -

Etudier la convergence en —R et R.

1 1
On étudie le cas z = 1. Rappelons que sin (—) ~ —— et que la série de terme
n

\/ﬁ n— 00

1 1
énéral — diverge. On en déduit que la série sin [ — | diverge.
gener S ! 2 (ﬁ) !

Considérons le cas z = —1. On étudie donc la convergence de la série de terme général

1 1
(—1)"sin (— . Pour toutn =1, on a 0 <sin | —= | <sin(1). Il s’agit donc d’une
Vn Vn

. . . 1 .
série alternée. La fonction x € R, — sin (7 tend vers 0 en décroissant lorsque x
x

tend vers +00. On obtient alors la convergence avec le théoréme de convergence des
séries alternées.

Exercice 3. Relations entre rayons de convergence. Les questions 1, 2 et 3 sont indépen-

dantes.
+00
1 - On considére une série entiére 2%2’"- On suppose qu’elle converge pour z = 3i — 4
n=0

et qu’elle diverge pour z = 5. Que peut-on dire sur son rayon de convergence ?
Rappelons que pour tout z € C vérifiant |z| < R, la série Zanz” converge, et que pour

tout z € C vérifiant |z| > R, la série Zanz” diverge.

Pour z = 3t — 4 la série converge. On a z =5, donc R =5 en vertu de ce qui précéede.
D’autre part, la série diverge pour z = 5, donc le rayon de convergence ne peut étre
supérieur a 5.

On en déduit que R = 5.

+oo +oo
Soit @ € R,. On considére les séries Zanz” et Zno‘anz", de rayons de convergence
n=0 n=0

respectifs R, et Ry.

(a) Montrer que R, > Ry.

St = 0, le résultat est immédiat.

Supposons o > 0, et posons b, = n%a,, pour tout n € N.

Notons alors B, := {r € R* tq (a,r™)est bornée}, de sorte que R, = sup B,, et de
méme By := {r € R" tq (b,r")est bornée}, de sorte que R, = sup By.

On a |a,| < |by| pour tout n € N*. Donc, pour tout r € Ry, on a (b,r™) bornée =
(anr™) bornée. Ainsi B, < B,, ce qui implique R, < R,.

(b) Soit r € Ry tel que r < R,. Montrer que la suite (n%a,r™) est bornée. En déduire
que R, = Ry.
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SoitnelN, et peR tel quer <rho < R,. On a:

n, o _n
anp'nq",

avec g =r/p et |ql < 1. On a p < R,, donc (a,p") est bornée, et lim n®q" = 0.
n—00

On en déduit que (b,r™) est bornée, c’est a dire r € By (et donc r < Ry). Ainsi,
Vr < Ry, on ar < Ry, ce qui implique Ry, > R,.
Au final, avec la question précédente, R, = Ry.

o0
3 - On considére une série entiére Zanz" de rayon de convergence R > (. Déterminer le

n=0
+00

L, - N Qp
rayon de convergence de la série entiére 2

foymr n:
+00

Notons S le rayon de convergence de Za—T:z”. Soit p € [0, R[. La suite (a,p™) est
n

n=0 """
bornée, et on a, pour tout r € R:

n G (TN (O
B =B (2) = o (). 3)

n

ot l'on a posé q = r/p. Par comparaison des suites de référence, on a lim q_' =0, d’ou
n—w n!
Qn . Qn, .
l’on déduit que (—'r"> est bornée. Au final, S = sup {r € Rt tq —'(r")est bomee} =
n! n!
+00.

Exercice 4. Convergence d’une somme.

1 - On considére une série entiére Zanz" de rayon de convergence R. Déterminer le rayon

de convergence des séries Zanzzn. et Zan22"+1.

Notons R’ le rayon de convergence de Zanz2” = Zan (z")z. Soit z € C. Par définition
de R, on a:

Si |2|> < R, c’est a dire|z| < VR, la série Zan (z")? converge.

Si |z|> > R, c’est a dire|z| > VR, la série Zan (z")? diverge.

On en déduit que R' = v/R.

On obtient le méme résultat pour la série EanZZ"H

par un raisonnement analogue.

—1)\"
2 - On considére la série entiére Zanz" ol a, = <1 + u) pour tout n € N*.
n
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(a)

(b)

Pour tout p € N*, on pose u, = ag,. Déterminer le rayon de convergence de la
série Eupzp . En déduire le rayon de convergence de la série Za2p22p .

On note R, le rayon de convergence de zupzp. Soit pe N*. On a:

(_1)2}) (217)2 1 2p v
— = 1 — — 1 - .
e ( T ) ( ’ 2p)

1
Or, lim (1 + 2—) =e. On en déduit que lim g/u, = e?, et par suite R, = 1/¢%.

n—00 p n—00
;o C Sy 2p _ 2p
D’apres ce qui précede, le rayon de convergence de la série Zupz = Zagpz
est /R, = 1/e.

Pour tout p € N, on pose v, = agy41. Déterminer le rayon de convergence de la

série 21}1,2” . En déduire le rayon de convergence de la série ZangzQ” 1

On note R, le rayon de convergence de vazp. Soit pe N*. On a

(_1)2p+1 (2p+1)2 1 4p? +4p+1
= =14+ =(1=
Up = Q2p+1 < + 1 ) ( o+ 1)

1 2p+1 1 2p(2p+1)

=(1-— 1-— )
2p+1 2p+1
2p 2p+1 1 2p(2p+1)
= 1—
<2p + 1) ( 2p + 1)

2p 2"1‘1/]7 1 2p+1 2
= 1 —
% <2p + 1) < 2p + 1)

D 24+1/p 1 2p+1
On a lim < ) =1 et lim (1 - ) = 1/e. On en déduit que
2p+1

1l ment:

li =1/e%.
A, ¥ = 1e
Au final, R, = €2, et on en déduit que le rayon de convergence de la série

va22p+1 = Za2p+122p+1 est égal a /R, = e.
En déduire le rayon de convergence de Zanz".
D’apres le théoréme relatif a la somme de deux séries entieres, on en déduit que

le rayon de convergence de la série Zuﬁp + vaz2p+1 est R = min(e, 1/e) = 1/e,

et la décomposition Zanz” = Zagpzzp +Za2p+122p+1 a un sens pour tout z € D,..
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Exercice 5. Autour de la fonction exponentielle.
Les questions 1, 2 et & sont indépendantes.

1 - Utiliser le développement en série entieére de I’exponentielle pour montrer I’égalité suiv-

ante:
Va,y e R, exp(z +y) = exp(z) exp(y) -
Lk R
Soit x,y € R. On a exp(x Z:: o et exp(y Z:: T Ainsi exp(x) exp(y) =
an bn
oo
Cn avec
k=0
n n .CCk yn—k n 1 n!
Cp = Zakbnfk Z_ = Z_ xkyn b= —(.T + y>n
| — k) | k! — k) |
= kL (n—k)! Znlkl(n—k)

On en déduit: exp(x)exp(y) = zw = exp(z +y).
n!
k=0

2 - Soit A e R.

n

. . A o
(a) Montrer que le rayon de convergence de la série entiére Z—'x" est infini.
n!

Si A =0, alors la série converge (seul le premier terme est non nul).
A\l ! A\
StA#0, ona A L Al pour tout n € N. On déduit du critére de
(m+1)! A" n+1
Cauchy que R = +o0.

+90
(b) Pour tout x € R, on pose f(x) = EA—'x" Montrer que f'(x) = Af(z).
n!

n=0

D’apres le théoreme de dérivation des séries entieres, on a, pour tout x € R:

+00 )\n . +00 )\n . +00 )\n_;,_l
/ _ - _ n—~L __
7o = Lot = Bt - L - Ve
3 - Montrer que pour tout x réel, on a:
+00 ng
Z—:p = (2% + z) exp(z) .
n= On'
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Soit NeN, N>2etxelR.

On reconnait dans le second membre les N —2 et N — 1 premiers termes de la série
entiére exp, de rayon de convergence infini. On peut donc passer a la limite N — +0o0
dans les égalités précédentes, ce qui donne le résultat.

Exercice 6. Résolution d’équations différentielles.
Les questions 1, 2 et 3 sont indépendantes.

1 - Soit @ € R. On considére la fonction f définie par f(x) = (1 + 2)® pour tout = € R.

(a) Montrer que f est solution de I’équation différentielle

{(1+az)g{—ay=0, ()

On a bien f(0) = 1% = 1. De plus, pour tout z € R, on a f'(z) = a(l + z)*!.
On a donc (1 +x)f'(z) = a(l + 2)* = a(x).

(b) Chercher une solution de 'équation précédente sous forme de série entiére, en
précisant son rayon de convergence.

On cherche une solution de 4 développable en série entiére sur |—R, R| avec R = 0
+00

(o R sera déterminé ultérieurement) : f(x) = Zanx” pour tout x €| — R, R|.
k=0

+00
Notons que pour tout x €] — R, R[ on a f'(x) = Znanx”’l, et:
k=1

(1+2)f'(z) = fna (1+z)2" ! = Jiona "+ iona "
n n n
k=1 k=1 k=1
+0 +0
= > (n+ Dag 2" + Znanx”
k=0 k=1
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(c)

Remarquons que ces sommes sont toutes bien définies dans le rayon de convergence
de f. On en déduit que

+00

(1+2z)f'(x) — af(z) = Z ((n+ Dayy1 + na, — aa,) x™.

k=0

On en déduit que (n + 1)a,y1 + na, — aa, = 0 pour tout n € N, c’est a dire

a—n ‘
Opy1 = Gy,. Par récurrence, on en déduit que:
S n+1/)" ’

o <a—(;b—1)) (O‘_n(ff))---(a;l)aao

afe—-1)---(a—(n—-1))

= ag .
n!
Notons que f(0) = 1 donne ay = 1. Dans la suite, on notera p,(a) = a(a —
1) (= (n—1)). Il vient que pour tout n € N*, on a a, = pn(:ﬂé) et ag = 1. 1l
n!

reste a présent a déterminer le rayon de convergence de f.

SiaeN, onap,(a)=ala—1)---(a—(n—1)) =0 pour tout entier n tel que
n=a-+ 1. f est alors un polynome, et le rayon de convergence est donc infini.
Supposons o ¢ N. On a

_ ale—1)---(a—n) y n!
ala—1)---(a—(n-=1)) (n+1)!

a—n
n-+1

Pat1(a) n!
(n+ 1)!pa(a)

On en déduit R = 1. Par unicité des solutions de (4), on obtient donc:

Safa—1)-(a—(n—1))

(1+x)°‘=1+2 z",

|
-1 n.

—
n—0o0

cette égalité étant valable sur R si € N, ou sur | —1,1[ si v ¢ N.

En déduire le développement en série enticére de /1 + z sur | —1,1][.

On s’intéresse au cas a = 1/2. Dans ce cas le rayon de convergence de f est
R=1. SoitneN*. On a

it =L (5-1) (2-2) (b )

:2_1n(1><(1—2)><(1—4)><---><(1—2(n—1)))

-1 n+1
=%(1x1 X 3% x (2n—3))
On en déduit que pour tout x €] — 1,1[:
+o0
V14t x = 1+Zunx",
k=1
1 (_1)n+1 .
avec u, = —'T(l X3 x -+ x(2n—3)) pour n e N*.
n!
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(d) Montrer que pour tout x €] — 1, 1[.

Soit n € N*.

pa(—1/2) = —% (—% — 1) <—% — 2) <—% — (n— 1))
1

(=" (2n)! _ (=D @)

2m 2 x4 x - x2n on npl

+0
On en déduit que pour tout x €] — 1,1[, (1 + )72 =1 + Zvnx" avec v, =

(—1)"(2n)! =

22 ()2 pour n € N*. Par suite, pour tout x €] — 1,1[ on a:

+
5 (277’)' 2n

2\—1/2 __

k=1

2 - Résoudre I’équation différentielle suivante en utilisant les séries entiéres:

y' —xy =0,
D
{y(O)Zl,y’(0)=0- ®)
On cherche une solution f DSE sur | — R, R[ avec R > 0. Pour tout x €| — R, R,
+00 +00 +0o0
on axf(r)= Zan,lxn, f(x) = znanx"’1 et f"(x) = Z(n—i— 2)(n + 1)ayq22™. Par
k=1 k=1 k=0
+00
suite, la condition f" —xf =0 se réécrit Z [(n+2)(n+ 1)aps2 — an_1)] 2" +2as = 0.
k=1
Remarquons alors que f(0) =1 = a9 =1, f'(0) =0 = a; =0, et que les solutions
de (5) vérifient f"(0) = 0, d’ou Uon tire ay = 0. Par suite, en utilisant a, o =
1

m+2)(n+ 1)an_1 pour tout n € N*, on montre par récurrence que pour tout n € N,
on a:

CIxdx--x(3n-2)
B (3n)!

asny1 =0, agne2 =0 , as,
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Au final, pour tout x €] — R, R| =1+ Zagnx Zb ), avec b, = as, pour

n € N* et bg = 1. On montre que 11111 bn+1/b =0, de sorte que le critére de Cauchy
n—-+0o0

permet de conclure R = +o0.

3 - On considére la fonction f définie par f(x) = ch(x) cos(x) pour tout x € R.
Partie A

1 ‘ ‘ ‘ .
(a) Montrer que pour tout z € R, f(x) = 1 (ettie 4 e(t=ie 4 -1z 4 o(=1HDz)

(€ + e ™). On en déduit

| —

1
pour tout x € R, cosh(x) = ) (e” +e™") et cos(x) =
que

f(ﬂf) _ i (e(lJri)m + e(lfz'):v + e(*l"ri){[’ + e(flfi):c) )

(b) Montrer que pour tout n € N

(1+)"+ (1—0)"+ (=1 —9)"+ (=1 + )" = 4(+/2)" cos <%) cos <%) :
Pour tout n € N, on note \, = (14+1)" + (1 —4)" + (=1+1¢)" + (=1 —14)". En
utilisant 1 + 1 = /2e"™* et —1 + i = +/2e¥™* on aboutit & un premier résultat
intermédiaire: N, = 2(+v/2)" (cos (nm/4) + cos (3nm/4)). On vérifie ensuite que

cos (nm/4) + cos (3nm/4) = 2 cos n47r cos (-

c) En utilisant le développement en série entiére de la fonction ex (mentielle, montrer
que pour tout z € R:

G(nmm o,
f(x>=q§_]_0 agr =

En utilisant le développement en série entiere de la fonction exponentielle:

1+00 L+4d)"+(1—14 N 1— )
1;;0 : R - —Z
) +o0 (\@) cos (nm/4) cos (nm/2)
n!

O, (V2)7cos (pr/2)
=200 (2p)! !

- (\ﬁ)‘lq cos (qm) 4q «- _1\q 2% 4q
g " _(;( ' ag)

Partie B
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(a) Enrevenant a ’expression analytique de f, montrer que f est solution de I’équation
différentielle y® + 4y = 0.

En calculant les dérivées successives de la fonction f définie par f(z) = ch(x) cos(z),
on aboutit o f(x) = —4cosh(x) cos(x), ce qui donne le résultat.

(b) Retrouver le résultat de la question (c) de la partie précédente en résolvant cette
équation avec les séries entiéres.

+00
On cherche des solutions paires sous forme de série entiere: f(z) = Zanx”
=0

pour tout x €] — R, R| avec R > 0, avec les conditions f(0) =1 et f"(0) —0. On

+oo

a fW(z) = Z(n +4)(n + 3)(n + 2)(n + 1)a,42™ pour tout x €] — R, R[. On
n=0

en déduit qu’une fonction paire est solution de f + 4f = 0 avec les conditions

f(0) =1 et f"(0) = 0 si et seulement siag =1 (f(0) =1), a; = a3 =0 (f est

paire), ay =0 (f"(0) =0) et (n+4)(n+3)(n+2)(n+ 1)ayia + 4a, = 0 pour tout

n=4.

On en déduit que pour tout ¢ € N, aygr1 = Qugr2 = auqr3 = 0. D’autre part,
1 i On vérifi ] (—1)4 4 d t

ay = ——, ag = —. On vérifie par récurrence que ay, = (—1)7——, de sorte que

I’on retombe sur le développement trouvé précédemment.

Exercice 7. Somme des inverses des carrés.

1 - Montrer que pour tout z €] — 1, 1]

+00
: 1 (271)' 2n+1
arcsin(x) = Z (2n n 1) 22”(n!)2x :

n=0

Indication: on pourra utiliser le fait que arcsin’(r) = — et le résultat 1(d) de
V1 —x?

I'exercice 2.

On pose g : t €] — 1,1[— et f:te]l—1,1[— arcsin(t). On a f'(t) = g(t)

1
V1—1t?

pour tout t €] — 1,1[. La fonction f correspond a la primitive de g qui s’annule en

oo
1—1t2 k:022”(n!)2
D’apres le théoreme donnant la primitive d’une série entiere, on sait qu’une primitive
de g est donnée par la fonction G définie par

0. Rappelons alors que pour tout t €] — 1,1[, on a g(t) =

0 (op) g2l
G(t) = ), 22(n(n)!)2 on + 1 (6)

k=0

pour tout t €] — 1,1[. Or G(0) =0, de sorte que G = f, ce qui permet de conclure.
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+o0
1 2n)!
2 - Montrer que la série de fonctions 2 5 7 22(n n)' 2x2"+1 converge normalement sur
— 2n + (n!)
[—1,1].

1 2n)! 1
Indication: on admettra que 1 22(n(7173!)2 =0 (W) .

1 (2n)!

Pour tout n € N, on pose f, : x€[—1,1] — S 1 22n(n!)2x2"+1. Pour toutn € N, on
1 (2n)!

2n + 1227(n!)?

a | fullo = pn, o p, = . D’autre part, lim n*?p, = 1, ce qui signifie
n—00

que p, ~ —=. Par suite, —= étant le terme général d’une série de Riemann
no 132 n3/2

convergente, on en déduit la convergence de la série de terme général p,, c’est a dire
la convergence normale de la série Efn sur [=1,1]. On notera S la somme de cette
série. Les fonctions f,, n € N étant continues sur [—1,1], on en déduit que S est

+00
1 2

continue, en particulier en 1. On a donc lim S(z) = 22 1 22( (n) IR
n n

r—1—
part lim S(z) = lim arcsin(x) = arcsin(1) d’aprés ce quz précéde. Un raisonnement

r—1— r—1

analogue en —1 permet d’étendre le résultat (6) a lintervalle [—1,1].

et d’autre

(a) Utiliser le développement en série entiére de la fonction arcsin pour montrer que

/2 +00
f arcsin(sin(t))dt = Z( !

0 — (2n + 1)?

/2 on+1 22”(”!)2

Indication: on admettra que J sin®"*(t)dt = ———
0 (2n +1)!

On pose g, : t € [0,7/2] — f, osin. Par un raisonnement similaire au précédent,
on montre que la série Zgn converge normalement sur [0,7/2]. En particulier,
Zgn converge aussi uniformément et les fonctions g, sont continues sur cet inter-

valle. Par conséquent, le théoreme d’intégration des séries de fonctions s applique
et on a :

n=0

[00]
Z 2n+1

:0

/2 0
J Z Dn Sin2n+ 1
0 n=0

- " - | 22(pl)?
2n+1 _ )
an(J dt>_z_:2n+122"n') “Cn+ 1)

3

1 7T2 1 w2
, puis que —

n= 1

+00
(b) En déduire que » ——
nz_% n+1)2 8§
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/2 +00 1

tdt = w%/8. On en tire immédiatement Z (
n=0

/2
On af arcsin(sin(t))dt = J BT IP
n

0 0
2 +00 1 +00

+00 to
s 1 1
—. D’autre part, onaZ—sz 2+272_ EnposantSZZ—Z,
8 ik k:1(2k)2 k:0(2k +1) ik

T L L m . .
[’égalité précédente se réécrit s = 15 + 3 ce qui donne le résultat.

Exercice 8. Autour du logarithme.

1 - Montrer que la fonction f définie par f(z) = In(1 + z) pour tout = €] — 1,1 est
développable en série entiére sur cet intervalle.

Indication: considérer la série géométrique Z(—l)":c" et utiliser le théoréme d’intégration.

1 +o0
Pour tout tout x €] — 1,1, . = Zx” On en déduit que pour tout x €] — 1,1,
-z
n=0
1 +00
= Z(—l)"az”. Ainsi, la fonction f est DSE sur | — 1,1[. Par le théoréme
1+ =
d’intégration des séries enticres, on en déduit que la fonction G définie pour x €] —1,1]
to n+1
par G(z) = Z(—l)" ° 1 est la primitive de f vérifiant G(0) = 0.
n
n=0

D’autre part, on a aussi, pour tout x €] — 1,1, In'(1 + x) =

et In(1) = 0. On en
+x

déduit que G(x) = In(1 + x) pour tout x €] — 1, 1[.

In(1 + z) f (—1)"x”.

2 - (a) Montrer que pour tout z €]0, 1|, ———= =

T = n+l
+© pntl
Découle directement de la question précédente : In(1 + x) = Z(—l)" 7 Pour
n
n=0

x €]0, 1].

(b) Montrer que la série précédente converge uniformément sur [0, 1].

P e [0,1] fize io(_l)%n

our x € —
) ) n:o + 1

du terme général tend vers 0 en décroissant. On en déduit la convergence sim-

ple de la série sur [0,1] dans un premier temps. On note ensuite, pour n €

est une série alternée dont la valeur absolue

N, R,(z) = Z Tl Le théoreme des séries alternées donne alors que
k=n+1
:L.n
|R,(2)] < < pour tout n € N. On en déduit que le reste d’ordre n de
n+1l n+1

la série converge uniformément vers 0, et par suite la convergence uniforme de la
série sur [0, 1].
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(c) Montrer que

Jlln(l +t)dt _ +ZO°(—1)n—1 |

t n?

La série an converge uniformément, et les fonctions (fy)nen Sont continues.
Le théoréme de continuité des séries de fonctions permet d’obtenir la continuité
de la somme S en 0 et en 1. On obtient donc:

lim S(z) = lim In(1 + z) _ i (=1)"

z—1~ Tz—1- X =0 n—+1
In(1
lim S(z) = lim n(l+ ) =1.
x—0t z—07F X
400 l‘n_;’_l
Ceci permet d’étendre l’égalité In(1 + x) = Z(—l)" 1 valable sur [0,1]. Par

n=0
suite, par le théoréme de permutation somme/intégrale:

"In(1 + ) > (=)t & (=)™ (-1t
f Tdt:;n—ﬂﬁ]t dt = Zm: ZT

0

1 2
In(1+¢
(d) En déduire que f Mdt -
0 t 12
(_1)k—1
On remarque que pour tout k € N*, e + T 0 si k est pair, 2/k? si k est
+o0 5 100 2 +0 k1
_ , 1 7 1 ™ (—1)
TMpair. OnnoteslzZ—Qz—, 52=272=—et3=2 5
=k 6 k=0(2k+1) 8 =k
+00 +00 2 +00 2 2
1 (—1) 2 .o T ,
Ona ) —+ =27 c’est a dire — + s =2—, d’ou l'on tire
2 2 27 4
ok =k p:0(2p + 1) 6 8

le résultat.
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