Séries entiéres - Fonctions développables
en série entiére

Notions abordées

e Domaine de convergence et rayon de convergence des séries entieres
Criteres de d’Alembert de de Cauchy

Opérations sur les séries entiéres

Fonctions développables en séries entiéres : notions de base, résultats d’existence

Applications : fonctions trigonométriques et exponentielle, logarithme, résolution d’équations
différentielles, somme des inverses des carrés

1 Séries entiéres

Dans cette partie, K = R ou C.

On note R, = R, U {+00}, avec les conventions el 0 et 0= +00.
0
Dans ce qui suit, pour tout r > 0, on note D, = {z € K, |z] < r}.

1.1 Rappels de base
1.1.1 Premiéres définitions - Exemples
Définition 1.1

On appelle série entiere toute série de fonctions de la forme Zanz" ou z € K et
(@n)nen est une suite d’éléments de K.



Définition 1.2

On appelle domaine de convergence ’ensemble D des éléments z de K tels que la
série Zanz” converge. On définit alors la fonction somme:

+00
VzeD , f(z)= Zanz".
n=0

Remarque 1.1. D est toujours non vide car il contient 0

Exemple 1.1.
e Les polynomes sont des cas particuliers de séries entiéres, pour lesquels la suite (ay,)nen st
nulle & partir d’un certain rang. Leur domaine de convergence est D = K.

e La série entiére Zz” admet D = {z € K, |z| < 1} pour domaine de convergence, et on a

1
f(z) = T pour tout z € D.

1.1.2 Rayon de convergence
Théoréme 1.1: Théoréme d’Abel

Soit r > 0. Si la suite (a, "),y est bornée, alors, pour tout z € D,, la série Zanz"
est absolument convergente.

Corollaire 1.1

L’ensemble
B={reR;, (anr"),y €st bornée }

est soit un intervalle de R contenant 0, soit réduit a {0}.

Définition 1.3

Le rayon de convergence d’une série entiére Zanz” est le réel
R =sup{reR; , (a,r"),on €st bornée } .

Dr = {z € K, |z| < R} est appelé le disque de convergence.



Théoréme 1.2: Théoréme d’Abel

Soit Zanz" une série entiére, de rayon de convergence R.
- si |z] < R, alors Zanz” converge.
- si |z] > R, alors Zanz” diverge.

- si |z] = R, on ne peut rien conclure.

1.1.3 Reésultats de convergence

Proposition 1.1: Convergence uniforme

Soit Zanz” une série entiére de rayon de convergence R. Alors Zanz” converge unifor-
mément sur tout disque fermé inclus dans le disque de convergence. Plus précisément,
pour tout réel r tel que 0 <r < R, on a:

Ve>0,INeN,¥n>= N, VzeK, |z|<r= <e.

n +00
>t = S
k=0 k=0

Proposition 1.2: Critére de d’Alembert

Soit » a,z" une série entiére telle que a, # 0 & partir d’'un certain rang. Si
g

An41
G,

lim
n—>+00

= ¢ € R,, alors son rayon de convergence est R = 7

Application 1.1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Z—nz"
n

Proposition 1.3: Critére de Cauchy

Soit Zanz" une série entiére. Si lim {/|a,| = ¢ € R, alors son rayon de convergence
n—+00

1
tR=-.
est R 7

1
Application 1.2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére El—nz"
n n



1.1.4 Opérations sur les séries
Théoréme 1.3: Somme

Soient Zanz” et anz" deux séries de rayons de convergence respectifs R, et R,. On

note R le rayon de convergence de la série entiere Z(an + by )2".
- Si R, # Ry, alors R = min(R,, Ry).
- Si R, = Ry, alors R > R,,.

Pour tout z € K vérifiant |z| < min(R,, Rp), on a

+o0 +00 +00
Zanz" + anz” = Z(an + by)2"
n=0 n=0 n=0

Théoréme 1.4: Multiplication scalaire

Soit Zanz” une série entiére de rayon de convergence R et A un réel non nul. Alors

la série Z(Aan)z" admet R pour rayon de convergence.

Théoréme 1.5: Produit

Soient Zanz” et anz” deux séries de rayons de convergence respectifs R, et R,. On

note R le rayon de convergence de la série somme produit définie par chz”, ou l'on
n

a posé ¢, = Zakbn_k pour tout n € N. On a R > min(R,, R}), et pour tout z € K

k=0
vérifiant |z| < min(R,, Ry):

+00 +00 +00
chz” = (Zanz”) (anz”) .
n=0 n=0 n=0

1.2 Exercices d’application

Exercice 1. Calcul de rayon de convergence. Déterminer le rayon de convergence des séries
entiéres suivantes:

+00 +00 2 fon +00
1- 2(—1)”71!2'" 2 - Zn"z" 3- Z (n) 2" 4 - 2 sin(n)z"
n=0 n=0 n=0 n=0



Exercice 2. Etude au bord.

1
1 - Déterminer le rayon de convergence R de la série Z sin (| — | 2.
NG

2 - Etudier la convergence en —R et R.

Exercice 3. Relations entre rayons de convergence. Les questions 1, 2 et 3 sont indépen-
dantes.
+00
1 - On considére une série entiére Zanz". On suppose qu’elle converge pour z = 31 — 4

n=0
et qu’elle diverge pour z = 5. Que peut-on dire sur son rayon de convergence ?

+00 +00
2 - Soit @ € R,. On considére les séries Zanz” et Zno‘anz", de rayons de convergence
n=0 n=0

respectifs R, et Ry.

(a) Montrer que R, > Ry.

(b) Soit r € R, tel que r < R,. Montrer que la suite (n%a,r™) est bornée. En déduire
que R, = Ry.

+0o0
3 - On considére une série entiére Zanz" de rayon de convergence R > (. Déterminer le

n=0
+o0

rayon de convergence de la série entiére Z '
n

n=0 "

n n

Exercice 4. Convergence d’une somme.

1 - On considére une série entiére Zanz" de rayon de convergence R. Déterminer le rayon

de convergence des séries Zanz%. et Zanz2”“.

2

—1)™\"
2 - On consideére la série entiére Zanz" ol a, = <1 + u) pour tout n € N*.
n

(a) Pour tout p € N*, on pose u, = ag,. Déterminer le rayon de convergence de la
série Zupzp . En déduire le rayon de convergence de la série Zagpzzp .

(b) Pour tout p € N, on pose v, = agy41. Déterminer le rayon de convergence de la
série vazp . En déduire le rayon de convergence de la série ZaQPH 22T

>



(c) En déduire le rayon de convergence de Zanz".

2 Fonctions développables en série entiére

2.1 Résultats de base

Définition 2.1

Soit R > 0 et f une fonction de Dg dans K. On dit que f est développable en série

entiére (DSE) sur Dpg, s'll existe une série entiére Zanz”, convergente sur Dg, telle
que

+00
VzeDgr, f(z) = Zanz”.
n=0

1
Exemple 2.1. La fonction définie par f(z) = T, Pour tout z €] — 1, 1] est développable
-z
en série entiére sur cet intervalle. On a:

1

+00
1 - Zzn
=z n=0

Vzel—1,1], f(z) =

Théoréme 2.1
Soit f une fonction réelle développable en série entiére sur | — R, R[. On pose f(z) =
+00

2%2" pour tout z €] — R, R[. On a les résultats suivants:
n=0

- [ est indéfiniment dérivable sur | — R, R[. Sa dérivée est donnée par:
() = Znanznfl.

- La primitive F' de f qui s’annule en 0 converge sur | — R, R[ et est donnée par:

F(z) =Lf(t)dt= i
n=0



Théoréme 2.2
Soit f une fonction développable en série entiére sur | — R, R[. Alors

+00 (n) 0
f(z) = Zanz” avec a, = / '( ) pour tout n € N.
n!

n=0

+0 £(n) 0
La série Z / '< )z” est appelée développement de Taylor de f en 0.
n!
n=0

Remarque 2.1. On déduit de ce théoréeme I'unicité d’un développement série entiére : les
F(0)

T On en déduit la propriété suivante:
n!

a, sont déterminés par

Corollaire 2.1

On considére une fonction f développable en série entiére sur | — R, R[. Alors f est
une fonction paire (resp. impaire) si et seulement si les a,, de rang impair (resp. pair)
sont nuls.

Remarque 2.2. Ce théoréme ne fournit pas une condition suffisante : il se peut qu’une fonc-
tion admette un développement de Taylor en 0 sans pour autant admettre un développement
en série entiére sur un intervalle ouvert contentant 0. Un contrexemple classique est fourni

par la fonction:
f:R —R

1 .
N exp(—;) six#0,

0 sinon.

2.2 Théoréme fondamental d’existence

Théoréme 2.3: Taylor avec reste intégral

Soit f une fonction de classe C"*! sur | — R, R[. Alors, pour tout z €] — R, R[ on a

(n)
£(2) = F(O) + f(0)z 4+ 2 nfo)z" tr(2)

avec



Théoréme 2.4

Soit f une fonction de classe C* sur | — R, R[. On suppose qu'il existe M > 0et A = 0
tels que pour tout n € N et tout z €] — R, R[:

()] < MA™.
Alors f est développable en série entiére sur | — R, R[, et on a, pour tout = €] — R, R[:

<« f70)
Z n! .

flz) =

n=0

Application 2.1.

1 - Montrer que la fonction exp est développable en série entiére sur tout intervalle de la

forme | — R, R[, avec:
+00 n

exp(z) = Z%

n=0

T
2 - Montrer que pour tout x et tout n € N, sin™(x) = sin <:c + n§) En déduire que la

fonction sin est développable en série entiére sur tout intervalle de la forme | — R, R,
avec: .

0

1)
sin(z) = ng%ﬂ .
— (2p + 1)!
p=0
3 - Par un raisonnement analogue, montrer que la fonction cos est développable en série
entiére sur tout intervalle de la forme | — R, R|, avec:

(L,
cos(z) = Z o) x P

=0

i)

2.3 Exercices d’application

Exercice 5. Autour de la fonction exponentielle.
Les questions 1, 2 et 3 sont indépendantes.

1 - Utiliser le développement en série entieére de I’exponentielle pour montrer I’égalité suiv-
ante:

Ve, ye R, exp(z +y) = exp(x) exp(y) .
8



2 - Soit A e R.

)\n
(a) Montrer que le rayon de convergence de la série entiére Z—'x" est infini.
n!
0 \n
(b) Pour tout x € R, on pose f(z) = Z—'x" Montrer que f'(z) = Af(x).
n!
n=0
3 - Montrer que pour tout z réel, on a:
+00 ’I’L2
Z—:p" = (z° 4+ z) exp(z) .
—inl

Exercice 6. Résolution d’équations différentielles.
Les questions 1, 2 et 8 sont indépendantes.

1 - Soit a € R. On considére la fonction f définie par f(x) = (1 + z)® pour tout = € R.

(a) Montrer que f est solution de I’équation différentielle

(1+2)y —ay =0,
{y(()):?f ! (1)

(b) Chercher une solution de 'équation précédente sous forme de série entiére, en
précisant son rayon de convergence.

(c) En déduire le développement en série entiére de /1 4+ x sur | — 1, 1].
(d) Montrer que pour tout x €] — 1, 1[.

1 1 3 2n)!
=1+—x2+—x4+---+ﬂx2n

V1 —a? 2 8 22n(nl)?

2 - Résoudre I'équation différentielle suivante en utilisant les séries entiéres:

"—xy=0,
{ §O) =1, y(0) 0. @)

3 - On considére la fonction f définie par f(x) = ch(x) cos(x) pour tout x € R.

Partie A

(e(l-i-i)ar + e(l—i)a} + e(—l—i)a} + e(—l-‘ri)x).

A~ =

(a) Montrer que pour tout z € R, f(x) =

(b) Montrer que pour tout n € N

I+d)"+(1=9)"+(-1—=9)"+ (14" = 4(\/5)" CoS <%T) cos <n77r) )

9



(c) En utilisant le développement en série entiére de la fonction exponentielle, montrer

que pour tout x € R:
Sy,

(4q)!

Partie B

(a) Enrevenant al’expression analytique de f, montrer que f est solution de I’équation
différentielle y™® + 4y = 0.

(b) Retrouver le résultat de la question (c) de la partie précédente en résolvant cette
équation avec les séries entiéres.

Exercice 7. Somme des inverses des carrés.

1 - Montrer que pour tout = €] — 1, 1]

+00
: 1 (277/)' 2n+1
arcsin(x) = Z (Qn n 1) 22”(n!)2x :

n=0

1
Indication: on pourra utiliser le fait que arcsin’(r) = —— et le résultat 1(d) de
V1 —2?

l'exercice 2.

+00
1 2n)!
2 - Montrer que la série de fonctions Z 2(n n) ‘ 2I2n+1 converge normalement sur
—2n + 1220 (n!)
[_17 1]
1 2n)! 1
Indication: on admettra que o+ 1 22(11(7;)!)2 = (W) .

(a) Utiliser le développement en série entiére de la fonction arcsin pour montrer que

T2 o
J arcsin(sin(t))dt = Z @17

0 n=0

/2 . 22n(n|)2
Indication: on admettra que J sin?"H (t)dt = ———
(2n +1)!

0

+00 1 71'2 +00 1 71'2
b E d,d 1 _ = — 1 _— = —,
(b) En déduire que né_o Ghrl)E 8 puis que ng_lnz 5

10



Exercice 8. Autour du logarithme.
1 - Montrer que la fonction f définie par f(z) = In(1 4+ x) pour tout x €] — 1,1[ est
développable en série entiére sur cet intervalle.
Indication: considérer la série géométrique Z(—l)":c" et utiliser le théoréme d’intégration.
In(1 + z) io (—=1)mam™

2 - (a) Montrer que pour tout z €]0, 1], ———= = T
n

x n=0

(b) Montrer que la série précédente converge uniformément sur [0, 1].

(c) Montrer que

"In(1 +¢ 2
(d) En déduire que J Mdt -
ot 12

11
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