Séries de Fourier

Notions abordées

e Cocfficients de Fourier (formes réelle et compleze).
o Définition des sommes partielles de Fourier et série de Fourier.

e Résultats principauz sur les coefficients (lien entre forme compleze et réelle, parité,
linéarité, lien avec le produit scalaire hermitien).

e Théoremes de convergence : Convergence simple (Dirichlet), formule de Parseval, con-
vergence normale.

e Applications : calcul de sommes de séries numériques, Théoreme de Féjer ; phénomeéne
de Gibbs.

On s’intéresse aux intégrales de fonctions définies sur des intervalles du type [a, b| (avec
a < b, b pouvant étre égal & +00) ou du type |a,b] (a < b, a pouvant étre égal & —o0).
Dans la suite, F désigne l’ensemble des fonctions réelles T'—périodiques et continue par
morceaux (1" € R).

1 Définitions et résultats fondamentaux

1.1 Deéfinitions - premiers résultats

Définition 1.1

On considére une fonction f € E (T—périodique, continue par morceaux), et on pose

w = % On appelle coefficients de Fourier de f les réels définis pour k € N par :

ak(f):%JO F(8) cos(kwt)dt bk(f)z%JO F(£) sin(kewt)dt



Définition 1.2

e On appelle somme partielle de Fourier d’ordre n, ou n-iéme somme de
Fourier la fonction définie sur R par :

Sn(f)(x)

Z ) cos(kwzx) + by (f) sin(kwx)) .

e La série de fonctions associée aux sommes partielles de Fourier (S,(f)) est ap-
pelée série de Fourier de f. On note S(f) sa somme.

Remarque 1.1. On trouve parfois la définition alternative ao(f) = TJ f(t)dt (valeur
0

moyenne de f), ce qui évite la division par 2 dans la formule précédente. Lorsqu’aucune
confusion n’est possible, on notera simplement (ay) et (by) les coefficients de Fourier, afin
d’alléger les notations.

On établit & présent quelques résultats classiques concernant les coefficients de Fourier.

T
1 - On pose, pour tout k € Z: ¢, = TJ f(t)e*tdt. Montrer que I'on a les relations
0

suivantes, pour tout k£ € N:
ag =cp +cp , by =ri(ck —cyp),

et que les sommes partielles de Fourier d’ordre n se réécrivent:

n

SulF)(@) = D cpe™

k=—n
eikwt 4 e—ikwt
Le premier résultat découle directement des formules cos(kwt) = ———— et
ikwt e—ikwt

sin(kwt) = pour tout k € N. Par suite:

Sn(f)(x) 2 ) cos(kwzx) + bg(f) sin(kwx)) .

n

=co+ Z ((cx + c—g) cos(kwzx) + i(cy — c_i) sin(kwz))

k=1
n n
=co+ Z cper + 2 c_, (cos(kwz) — isin(kwr))
k=1 k=1
-1
=+ Z cpett + Z cpeter

k=—n

d’ot le résultat



Remarque 1.2. Les sommes partielles de Fourier sont des cas particuliers de polyndémes
trigonométriques, c’est a dire des fonctions définies sur R s’écrivant sous la forme:

n

P,(x) = Z cpe®® . on (Ck)k=—n,..n€C.

k=—n

a+T
2 - (a) Montrer que pour toute fonction T'—périodique f, la quantité f f(t)dt ne

dépend pas du réel a. ‘

JaJrTf(t)dt: POf(t)dtJrJTf(t)dt+Ja+Tf(t)dt
_ Pof(t)dt+JTf(t)dtJrJaf(t)dt
Y

Remarque 1.3. Les coeflicients de Fourier peuvent donc se réécrire sous la forme
d’une intégrale définie sur un intervalle quelconque de longueur 7.

(b) En déduire que si f est paire (resp. impaire), les coefficients de Fourier (by) (resp.
(ax)) sont nuls.
Soit f une fonction paire. Pour k € N, on pose gi(t) = f(t)sin(kwt) pour tout

t € R. La fonction g est impaire, T-périodique et on a:

2

T 9 (/2
bi(f) = TL gr(t)dt = TJ—T/Q gr(t)dt =0,

Un raisonnement analogue donne la nullité des coefficients (ay) dans le cas ou f
est impaare.

3 - Pour f,g € E, on définit le produit scalaire:
1 (7
<f9>= 7| foa.
0

b
On a donc < f,1 >= %, < f,cos(kwt) >= %, < f,sin(kwt) >= Ek pour tout k£ € N,

et pour tout k € Z, < f, et >= ¢,. En particulier, les sommes partielles d’ordre n se

réécrivent:
n

Sn<l’) _ Z < f7 eikwt > eikwx )

k=—n

(a) Montrer que f € E — ¢,(f) € R est une application C-linéaire, et qu’il en est de
méme pour f — a,(f) et f— b,(f).
Découle immédiatement de la linéarité de ['intégrale.

3



(b) Etablir que la famille {e**“'} _ est orthonormée relativement & ce produit scalaire.
: ‘ 1 ("
Soit p,qg € N. On a < e e >= TJ e“tdt, ou l'on a posé s = p —q. Si

0
T

p = q, alors < Pt et >—= TJ dt = 1, et dans la cas contraire:
0

: 1 (" i ("
< Pt et > — —f cos(swt)dt + —f sin(swt)dt = 0.
TJy TJy
(c) En déduire que S, est le projeté orthogonal de f sur I’espace vectoriel engendré
par les fonctions {e™"},__  (c’est a dire que < S, — f,e* >= 0 pour
p=-n---,n).
Soit p € [-n,n]. On a:

n
< Sna eipwx - Z < f7 eik:wt > < eikwacy eipwa: > .
k=—n

En vertu de ce qui précéde, on a < e et == 5 ot Oy, est le symbole de

Kronecker (quantité égale a 1 si p = k et a 0 sinon). On en déduit que seul le
terme d’indice p de cette somme est non nul:

. -
< S, e >=< f P >,

d’ou le résultat.

1.2 Principaux résultats de convergence

Théoréme 1.1: Dirichlet.

Soit f € E, de classe C! par morceaux. Alors pour tout = € R, la série de Fourier définie

f(m+j +-f(I_)’ ol f<$+) ::]gan(y)

2 E

par les sommes partielles (S,(f)) converge vers

et f(z7) = lim f(y).

y—z

Théoréme 1.2: Convergence quadratique (égalité de Parseval).

Soit f € E. On a le résultat suivant:

1 (T +00 anl? a 2~|—bQ
117 = 2 [ o= 3 e =148 Z' 2+ b

k=—00



Théoréme 1.3: Convergence normale.

Si f € E est continue et de classe C' par morceaux, alors la série de Fourier S(f)
converge normalement vers f.

2 Exercices d’application

Exercice 1. Application au calcul de sommes de séries numériques.
On considére la fonction réelle f de période 27, définie sur [—m, 7] par f(z) = 2°.

1 - Montrer que f est continue et de classe C! par morceaux sur R.

1 s
2 - Calculer ag = — | f(t)dt.
™ —T

1 s
3 - Monter que pour tout k € N* | on a b, = —J f(t)sin(kt)dt = 0.
m

—Tr

(="

1 iy
4 - Montrer que pour tout k € N* , on a a; = — f(t) cos(kt)dt = 4 2
7T —TT

Indication : on pourra procéder par intégrations par parties successives, en commencant
par u = t*,v" = cos(kt).

5 - Justifier que pour tout z € R, on a f(z) = lim S,(f)(x).

n—ao0
1, &4
6 - (a) Montrer que S,(f)(7m) = =7° + 2— pour tout n € N*.
3 k:1k2
+00 1 7T2
(b) En déduire que kz_:lﬁ =5
Indication: on pourra utiliser f(m) = lim S, (f)(n).

n—o0

7 - (a) Calculer S,(f)(0) pour tout n € N*

1+ (_1)k+1 2
b) En dédui = —.
(b) En déduire que ’; 12 15

1 (™ 7t
8 - Mont — H|2dt = —.
(a) Montrer que 5 _Wlf ()] E

7T4

%.
Indication : utiliser la formule de Parseval.

5

+0
(b) En déduire que Zﬁ _
k=1



Exercice 2. Théoréme de Féjer.
On note C l'ensemble des fonctions continues 2m—périodiques. On considére les sommes
partielles de Fourier associées a f, définies sur R par:

n

Sulf) = D cwe™ VneN,

k=—n

So+S1+---8 L. :
et on pose, pour tout ne N : C,, = 0 1+ 7 " L’objectif est de montrer que la suite
n

de fonctions (C),) converge uniformément vers f sur R.

Pour tout k € N*, on pose ¢, : R — C la fonction définie par:

P

wl»—*
“ML

1 - Montrer que, pour tout k£ € N*

11— cos(kx) .

—_—— 2nZ
() =4 k 1— cos(z) sl ¢ 2z,

ksixel2nl.

1 ! l
Indication : on pourra commencer par calculer Z et = Z e 4+ Z e mT _

m=—1 m=0 m=0

2 - Calculer Jﬂ e™*dx en fonction de m € N. En déduire que QL f ’ vr(x)dxr = 1 pour
tout ke N*. fa

3 - On fixe a présent 7, €]0, 7.

2

1 — cos(n)
Ky
k

(a) On pose K, = . Montrer que pour tout = € [—7, —n] U [n, 7] et tout

ke N* on a |pg(z)| <
1
(b) En déduire que — i(z)dx — 0 lorsque k — +c0.
27 Jislefn.a)

Notons a présent que f étant continue et 2r—périodique, elle est uniformément continue sur
R. Pour tout € > 0, il existe donc 7 €]0, 7| tel que:

3

Yy, eR, [y —yl<n=|f) - f(y) <3

On définit le produit de convolution de deux fonctions f;, fs € C par:

(f1= fo)(x) = % _ﬂ filr —y) f2(y)dy , Vo € R.

6



4 - (a) Montrer que pour tout k € N et tout x € R:

1 s
g_
2m ),

|f = (@) = f(@)] [f (@ —y) = f(2)len(y)dy .

Indication : utiliser la question 2.

(b) En déduire que f * ¢} converge uniformément vers f.
Indication : on pourra utiliser [’estimation précédente, ainsi que la décomposition

\f = pr(z) — f(z)| < I + I, avec:
= % |f(x—y) — f(@)lor(y)dy et I = L 1z —y) — f(@)]en(y)dy .

I
21 Jyyletnn]

lyl<n

Utiliser alors la question 8 pour obtenir une estimation sur Iy et la continuité
uniforme de f pour obtenir une estimation sur I.

5 - Montrer que pour tout n € N*, f ¢, = C,. Conclure.

Exercice 3. Phénomene de Gibbs.
On considére la fonction f, 2r—périodique, impaire, définie par:

| 1size€lo,n,
f(x)—{ 0siaz=kn.

1 - Calculer les coefficients de Fourier de f.

2 - Pour tout n € N, on note T,, = S5,,_1 la sommes partielles d’ordre 2n — 1 associées a
f. Montrer que:

4 & sin ((2k — 1)

3 - Montrer que la série de Fourier associée converge simplement vers f. A-t-on conver-
gence uniforme ?

4 - On se donne a présent un entier n € N*.
(a) Montrer que T, est dérivable sur R, avec:

2 sin(2nx)

@)=

™

six¢nZ,

siz=qm,qe’Z.

4G .
Indication: on pourra étudier la quantité —Z e'Ck=DT " puis prendre la partie
k=1

réelle.



5 - (a) Montrer que pour tout x € [0,7/2], on a sin(x) >

(b) En déduire que T,, admet (2n — 1) extrema locaux sur |0,7[. Montrer que le
premier d’entre eux est un maximum, atteint en x, = % On pose dans la suite
an = Sp(xy).

(c) Montrer que, pour tout x € [0, [, on a:

To(z) = = f sin(2nd) 4,

7w Jo sin(¢)

(d) En déduire que:
2 (™ in(¢
- J _sin®) g

t
T Jo 2n sin (2—>
n

X .

3

8

jzf?

(b) Montrer que pour tout z € R, on a |sin(x) — z| < o

(c) Montrer que la fonction h,,, définie sur [0, 7/2] par

sin(x)

hno(z) =< 2nsin -z
2n
lsix =0,

six #0,

converge uniformément sur [0, 7] vers une fonction h que 'on précisera.

2 (7 si
(d) En déduire que lim a, = —f wdt.

n—+0oo T 0 t



Correction des exercices

Exercice 1. Application au calcul de sommes de séries numériques.
On considére la fonction réelle f de période 27, définie sur [—m, 7] par f(z) = 2°.

1 - Montrer que f est continue et de classe C! par morceaux sur R.

La restriction de la fonction f a Uintervalle |—m, 7| est continue. f étant 2m—périodique,
on en déduit que f est continue sur R\ {(2k + 1)7, k € Z}. Par ailleurs, on a lim f(x) =

T

lim+ f(x) =x% On en déduit la continuité de f enw, et par suite sur {(2k + 1)7, k € Z}

Tr—T

par périodicité. Ainsi f est continue sur R.

Considérons la restriction de f a |—m,w|. Il s’agit d’une fonction dérivable, a dérivée
continue sur | — w,7w[. De plus, [ et f' admettent une dérivée a gauche en —7 et a
droite en w. On en déduit que la restriction de f a [—m, 7| est C' par morceauz. Par
périodicité, f est donc aussi de classe C' par morceaus.

1 s
2 - Calculer ag = — | f(t)dt.
TJn

1 (" 1 (" 1
Le calcul donne — t2dt = —f 2= -n2.
2m T Jo 3

1 s
3 - Monter que pour tout k€ N* ;onab, =—| f(t)sin(kt)dt =0.
™ -7
Pour tout k € N*, la fonction g définie par g(t) = t*sin(kt) pour tout t € [—m, 7| est

impaire. On en déduit immédiatement que by, = — | g(t)dt = 0.
7r

—T

(-D*

k2

1 U
4 - Montrer que pour tout k € N* jonaay =— | f(t)cos(kt)dt = 4
™ —T
Indication : on pourra procéder par intégrations par parties successives, en commencant
par u = t*,v" = cos(kt).

On effectue une premicre intégration par parties u = t>, v = cos(kt) :

1 (" 1 (™ _ sin(kt sin(kt) |” 2 ("

—J 2 cos(kt)dt = ——J Sy g PRLUIGON B ——J t sin(kt)dt.
T T k k . km
On effectue alors une nouvelle intégration par parties u = t,v'" = sin(kt) :

—Tr —Tr —Tr

2 (™ . 2 (" —cos(kt) 2 cos(kt) 1"
— _ﬂtsm(kt)dt ~ ) ’ dt — o {—t i 3 "
~ 2 [ sin(kt)]" N 2 tcos(k:t) "
 km k2| km A



Le premier terme de droite dans [’égalité précédente étant nul, on en déduit:

d|

—T

T 2 kt)1” 2 —1)k
t* cos(kt)dt = o= [tcoslg )]ﬂ = (2% COS(IW)) = 4< k2) . (On rappelle que

cos(km) = (—1)F).

5 - Justifier que pour tout z € R, on a f(z) = lim S,(f)(x).

1l s’

n—ao0

agit de voir qu’on est dans les conditions d’application du théoréeme de Dirichlet

(cf question 2.1, f est 2w-périodique de classe C' par morceaux). Par suite, f étant
continue en tout point, on a bien f(x) = lim F,(f(x)) pour tout réel x.
n—oo

(a)

(b)

7- (a)

(b)

1
Montrer que S, (f)(m) = §7r + Z 12 pour tout n € N*.
k=1

Soit n e N*. On a F,(f(n)) = Zak cos(km) + Zbk sin(km). On utilise alors le

k=0 k=1
fait que les coefficients (by)gen sont nuls et les questions 2.2 et 2.4 :

1 (—1)* 1 4
Fulf(m)) = a0 + Z (k) = 2% + 24 - cos(lr) = S N
—+00 2
1 T
En dédui = =—.
n déduire que ,;kz G
Indication: on pourra utiliser f(m) = lm S,(f)(n).
n—00
1 - 4
On a vu que pour tout n € N*, F,.(f(m)) = §7T2 + Zﬁ La fonction [ étant con-
tinue en 7, la suite (F,(f(m))) converge vers f(). Or f(m) =72 et lim F,(f(r)) =
n—0o0

1
42 e = —7r +45(2). On en déduit que 7 = §7r2 +45(2), cest a dire
S(2) = —
@)-"
Calculer S, (f)(0) pour tout n € N*.

: ST = 1
Soit n € N*. On a F,( Zak cos(0) + Zbk sin(0) = ’;)ak = 5772 +
42(_

En déduire que 2

1)k+1 7T2

E.

Comme dans la questwn précédente, f étant continue en 0, la suite (F,(f(0)))
converge vers f(0) = 0. D’autre part,

10



1% 1)k+1

lim 7, (£(0)) _ -w + 42 _ %H _4T(2).

n—0o0

k=1
1
Ainsi — 57 —4T(2) = 0, d’ou Uon tire le résultat.

4

8 - (a) Montrer que —— |f( )|2dt = %
1
2

Le calcul donne: —f trdt =
2 ).

4

+00 1 T
(b) En déduire que ;F =50
Indication : utiliser la formule de Parseval.

f étant continue par morceaux et 2w-périodique, la formule de Parseval s applique,

1 T 1 +00 1 +00
et on a — | t*dt = |ag|* + —Z\an|2 + —Z]bk\z. En utilisant la question précé-
2 )_ 2k:1 2k:1

dente, en déduit:
m s 135
7= (5) 2 (%

71'4 7T4 7T4
(3 B ?) T 90

On en déduit que S(4) =

co| —

Exercice 2. Théoréme de Féjer.
On note C l'ensemble des fonctions continues 27 —périodiques. On considére les sommes
partielles de Fourier associées & f, définies sur R par:

f) = Z cpe™ ¥YneN,

k=—n

So+S1+ Sy . ,
et on pose, pour tout ne N : C, = 0 1+ 1 . L’objectif est de montrer que la suite
n

de fonctions (C,,) converge uniformément vers f sur R.

Pour tout k € N*, on pose ¢, : R — C la fonction définie par:

1 mmx
MEREPIN
=0 m=—1
1 - Montrer que, pour tout k£ € N*
11— cos(kx) .
T 2nZ
or(z) =< k 1— cos(x) sie ¢ 2z,
ksixe2nZ.

11



! ! l
Indication : on pourra commencer par calculer Z et = Z e 4+ Z e "Mt — 1.

m=—1 m=0 m=0

Soit x ¢ 2nZ. On a:

l
Z eime _ 2 +Ze—imx_1
m=—I1 m=0 m=0

1— z(l+1) 1— ef’i(l+1)$

= + 1
1—e l—e
(1 _ ez’(l+1)a:)(1 _ e—ix) + (1 _ e—i(l+1):p)(1 _ 6+im) _ 2(1 _ COS(:I?))
2(1 — cos(z))
9 _ (eim + e—im) + (6il;c + e—il;z:) _ (ei(l+1)x + e—i(l+1)m) _ 2(1 _ COS(:I?))
2(1 — cos(z))

cos(lx) — cos((I + 1)x)
1 — cos(x) '

On en déduit:
kil zll gime _ 1 — cos(kx)
— 1 — cos(x)

Le cas x € 2nZ s’obtient aisément par un calcul direct.

7

T 1
2 - Calculer f e"*dx en fonction de m € N. En déduire que 7 wr(x)dxr = 1 pour
—T ™ —T

tout k € N*.

T
Un calcul élémentaire donne que l'intégrale f ™ dx est nulle pour m # 0 et vaut 27

—Tr

pour m = 0. On a donc:

™ 115,
J_ﬂ, de = %EZ Z f med _E;Qﬂ_ =1.

3 - On fixe a présent 1 €]0, 7|
2
(a) On pose K, = T cos()” Montrer que pour tout x € [—7, —n| U [, 7] et tout
K
ke N* on a |p(z)| < ?77
Soit € [—m,—n] v [n, 7], ke N. On a |1 — cos(kx)| < 2 et cos(z) < cos(n) < 1

(et par suite 1 —cos(z) > 1 —cos(n) > 0). Par suite:

1 ‘1 — cos(kx)

K77
|80k($)| = E 7~

1 —cos(z) |

12



1
b) En déduire que — r(x)dr — 0 lorsque k — +00.
¥
T Jlzle[n.n]
Considérons € > 0. D’aprés ce qui précéde, pour k suffisamment grand, on aura
lon(z)| < e pour tout x € [—m, —n] U [n, 7], et par suite:

ce qui permet de conclure.
Notons & présent que f étant continue et 2r—périodique, elle est uniformément continue sur
R. Pour tout € > 0, il existe donc 1 €]0, 7| tel que:
€
Yy e Ry =yl <n=f) — FWl <5
On définit le produit de convolution de deux fonctions f;, fs € C par:

(i F)@) = 5= [ A=)y, Ve eR.

4 - (a) Montrer que pour tout k € N et tout = € R:

Fron) — f@l < = [ 17 —y) - F@)lonln)dy.

2r ),
Indication : utiliser la question 2.
D’apres la question 2, on a:
1 (" 1 ("
o | f@ee)dy = f(x)5— | eely)dy = f(x),

2m ), 2m ),

de sorte que

(£ o@) = 1) = o= ([ (o= - 1) ety

—T

Par suite:
(7 <)o) = 1) = o || =)= Fe)nt)a
<o | 15— - s@)l ey,

(pr est a valeurs positives).

(b) En déduire que f * ¢} converge uniformément vers f.
Indication : on pourra utiliser [’estimation précédente, ainsi que la décomposition

|f = or(x) — f(2)| < I + 1o, avec:

= % |f(x—y) = f(x)|er(y)dy et I = L 1flz—y) — f(2)]er(y)dy .

I
27 Jiylen,n]

lyl<n

13



Utiliser alors la question 8 pour obtenir une estimation sur Iy et la continuité
uniforme de f pour obtenir une estimation sur I.

Soit € > 0. En se référent a ce qui précéde, on note n > 0 le réel strictement
positif associé a la continuité uniforme de f. On a donc |f(y') — f(y)| < €/2 pour
tout y,y' tels que |y —y'| <n. 1l vient:

h=o [ We-v- sl <5 | ouleay <z,

D’autre part:
1 1
I = — |f(x—y) = f(@)er(y)dy < 2[ floos- er(y)dy .
21 Jiyjetn.x)

21 Jiyletn.n)

D’aprés la question 3, on aura donc Iy < £/2 pour k suffisamment grand, ce qui

permet de conclure.

5 - Montrer que pour tout n € N*, f « ¢, = C,. Conclure.
Soit n € N. On a:

(@) = 3= 1= mentody

i 3 [

=0 m=

-t S S e[ s

=0 m=—I

avec le changement de variable uw = x —y. Rappelons alors que le coefficient de Fourier
complexe d’ordre m de f est donné par:

1 (" ‘
_ —imy g
() = 52| 1wy,
et donc:

(Feen@) =130 3 en(Ne™ = 13 (7))

d’ou le résultat.

Exercice 3. Phénomene de Gibbs.
On considére la fonction f, 2r—périodique, impaire, définie par:

[ 1size]o,n],
f(:z:)—{ 0six=enZ.

14



1 - Calculer les coefficients de Fourier de f.

La fonction f étant impaire, les coefficients de Fourier (a,) sont nuls. Pour toutn > 1,
on a :

bu(f) = % ' f(t)sin(nt)dt = lJO — sin(nt)dt + lfw sin(nt)dt

7r T Jo

= % (cos(0) — cos(—nm)) — % (cos(nm) — cos(0))
1

- —@=-2-1)),

4
de sorte que b,(f) =0 sin est pair et b,(f) = — sin est impair.
nm

2 - Pour tout n € N, on note T,, = S5,,_1 la sommes partielles d’ordre 2n — 1 associées a
f- Montrer que:

R
To(z) = Sop-1(x) = 2 bi(f) sin(kz) = %Zsin <;Zp__11)37) _

3 - Montrer que la série de Fourier associée converge simplement vers f. A-t-on conver-
gence uniforme 7

Puisque f est C' par morceauz, sa série de Fourier converge en tout point x € R vers la
demi-somme des limites a gauche et a droite de f en x. FEn les points ou [ est continue,
cette demi-somme est égale a f(x). Six = km avec x € km, cette demi-somme est égale
a 0, et donc vaut aussi f(km). Bien sir, la convergence ne saurait étre uniforme,
puisque [ n’est pas continue alors que chaque somme partielle de la série de Fourier
[’est.

4 - On se donne a présent un entier n € N*.
(a) Montrer que T,, est dérivable sur R, avec:

2 sin(2nx)

T =1 )

™

six¢nZ,
siz=qm,qe”Z.
n

4 )
Indication: on pourra étudier la quantité —Z e'Ck=De - puis prendre la partie
T

k=1
réelle.

15



T, est dérivable comme somme finie de fonctions dérivables, et on a, pour tout

reR:
Zcos (2p— 1)z (Ze (2p— 1)55) .

D’autre part, si x # wZ:

n n

Z i(2p—1)z —zch 2ipx

p=1

2ix ez(2n+2)x

1— eQix

i ei(n+2):p

bS]

e

—inx inx

(& — €

eix e—i:c _ eiz

e Sin(na)

sin(z)
Par suite, en prenant la partie réelle de la quantité précédente:
T (2) = 4 cos(nz)sin(nz) 2 sin(2nz)

T sin(z) 7 sin(z)

Si maintenant x = qm avec q € Z, un calcul direct donne T (z) = (—1)7—

(b) En déduire que T,, admet 2n — 1 extrema locaux sur |0,7[. Montrer que le

premier d’entre eux est un maximum, atteint en x, = o On pose dans la suite
n

On déduit de ce qui précéde qu’en chaque point de la forme km/2n avec k € [1,2n—
1], la fonction T s’annule et change de signe, ce qui signifie qu’on est en présence
d’un extrema local. 1l s’agit des seuls points de "intervalle |0, 7| en lesquels la
dérivée s’annule. Le premier d’entre eux est x, = w/2n. On a T!(x) = 0 pour
tout = €]0, x,[, de sorte qu’il correspond a un maximum local.

(c) Montrer que, pour tout = € [0, 7[, on a:
2 % sin(2nt
n@ -2 sin(2nd) ;,
T Jo sin(t)
La fonction T étant continue, le théoréme fondamental du calcul intégral permet
d’écrire:

T, () — T(0) = f:s;u)dt,
Qstin(Znt)

et donc en particulier T, (x) - )

o[ IO
m

t

0 .

2 -
i (1)
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dt pour tout x € [0, 7[.
(d) En déduire que:



5- (a)

(b)

Le calcul donne:

2 /2N L oInt
f sin(2n )dt,

n:Tn n) = .
¢ (n) T Jo sin(t)

de sorte que le changement de variable u = 2nt donne le résultat demandé.

2
Montrer que pour tout z € [0, 7/2], on a sin(z) > —z.
7T

La fonction sin est concave sur Uintervalle [0,7/2]. Ainsi, son graphe est situé

au dessus de chacune de ses cordes, en particulier celle reliant le point (0,0) au
2

point (w/2,1), d’équation y = —x.
T

|z[°

5
1l s’agit d’appliquer la formule de Taylor-Lagrange a la fonction sin a [’ordre 3 en
0.

Montrer que la fonction h,,, définie sur [0, 7/2] par

Montrer que pour tout z € R, on a |sin(x) — z| <

sin(z)

. [T

hn(z) =< 2nsin | —
2n

lsiz=0,

six #0,

converge uniformément sur [0, 7] vers une fonction h que 'on précisera.

On sait que sin(t/2n) « t/2n. On en déduit la convergence simple de (h,) vers
n—00

la fonction h définie sur [0,7/2[ par

| sin(t)/t six #0,
h(x)—{ 1sia=0.

D’autre part, on a, pour tout t €]0, ] :

sin(t) B sin(t)
2n sin(t/2n) t
_ 2nlsin(t)] x |sin(t/2n) — (t/2n)| '

B |2nt sin(t/2n)|

() = h(8)] =

3

On a d’une part |sin(t)] < 1, |sin(t/2n) — (t/2n)] < et
n

t €]0, 7] = t/2n €|0,7/2n]:

et d’autre part, avec

2 t
2ntsin(t/2n) = 2nt x — X — = — |
T 2n ™

ce qui donne: |h,(t) —h(t)| <K 2n X — X — = — < et permet de conclure

, 8nd 202 8n?  8n?’
que (hy,) converge uniformément vers h.
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2 (7 si
(d) En déduire que lim a, = —J wdt.

n—+aoo T 0 t
On a a, = —f hn(t)dt. Or, la suite de fonctions (h,) converge uniformément
T

0
vers h sur [0,w]. On peut donc permuter la limite et l'intégrale, ce qui donne:

lim a, = EJ sin(t) dt.

n—00 T Jo t
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