Séries de Fourier

Notions abordées

e Cocfficients de Fourier (formes réelle et compleze).
o Définition des sommes partielles de Fourier et série de Fourier.

e Résultats principauz sur les coefficients (lien entre forme compleze et réelle, parité,
linéarité, lien avec le produit scalaire hermitien).

e Théoremes de convergence : Convergence simple (Dirichlet), formule de Parseval, con-
vergence normale.

e Applications : calcul de sommes de séries numériques, Théoreme de Féjer ; phénomeéne
de Gibbs.

On s’intéresse aux intégrales de fonctions définies sur des intervalles du type [a, b| (avec
a < b, b pouvant étre égal & +00) ou du type |a,b] (a < b, a pouvant étre égal & —o0).
Dans la suite, F désigne l’ensemble des fonctions réelles T'—périodiques et continue par
morceaux (1" € R).

1 Définitions et résultats fondamentaux

1.1 Deéfinitions - premiers résultats

Définition 1.1

On considére une fonction f € E (T—périodique, continue par morceaux), et on pose

w = % On appelle coefficients de Fourier de f les réels définis pour k € N par :

ak(f):%JO F(8) cos(kwt)dt bk(f)z%JO F(£) sin(kewt)dt



Définition 1.2

e On appelle somme partielle de Fourier d’ordre n, ou n-iéme somme de
Fourier la fonction définie sur R par :

Qo

Sn(f)(x) =

éf) T Z (ax(f) cos(kwx) + b(f) sin(kwx)) .

e La série de fonctions associée aux sommes partielles de Fourier (S,(f)) est ap-
pelée série de Fourier de f. On note S(f) sa somme.

1 (T
Remarque 1.1. On trouve parfois la définition alternative ag(f) = TJ f(t)dt (valeur
0

moyenne de f), ce qui évite la division par 2 dans la formule précédente. Lorsqu’aucune
confusion n’est possible, on notera simplement (ay) et (b) les coefficients de Fourier, afin
d’alléger les notations.

On établit a présent quelques résultats classiques concernant les coefficients de Fourier.

1 :
1 - On pose, pour tout k € Z: ¢, = ?J f(t)e ™ tdt. Montrer que I'on a les relations
0

suivantes, pour tout k£ € N:
ar =cp +cp , bp=1i(ck —c_yp),

et que les sommes partielles de Fourier d’ordre n se réécrivent:

n

Sulf)) = O ceer.

k=—n

Remarque 1.2. Les sommes partielles de Fourier sont des cas particuliers de polyndémes
trigonométriques, c’est a dire des fonctions définies sur R s’écrivant sous la forme:

n

P,(z) = Z cre™ . ol (cg)p=—n...n €C.

k=—n

a+T
2 - (a) Montrer que pour toute fonction T'—périodique f, la quantité f f(t)dt ne

dépend pas du réel a. ‘

Remarque 1.3. Les coefficients de Fourier peuvent donc se réécrire sous la forme
d’une intégrale définie sur un intervalle quelconque de longueur 7T'.

(b) En déduire que si f est paire (resp. impaire), les coefficients de Fourier (by) (resp.
(ax)) sont nuls.



3 - Pour f,g € F, on définit le produit scalaire:
1 T
<fg== | foa
0

b
On a donc < f,1 >= %, < f,cos(kwt) >= %, < f,sin(kwt) >= Ek pour tout k € N,

et pour tout k € Z, < f,e"** >= ¢,. En particulier, les sommes partielles d’ordre n se

réécrivent:
n

Sn(l’> _ Z < f7 eikwt = eikwx ‘

k=—n

a) Montrer que f € E — ¢,(f) € R est une application C-linéaire, et qu’il en est de

Mont E R est lication C-linéai t qu’il t d
méme pour f — a,(f) et f— b,(f).

(b) Etablir que la famille {e“‘wt} ey €St orthonormée relativement a ce produit scalaire.

c) En déduire que S, est le projeté orthogonal de f sur '’espace vectoriel engendré
En dédui Sy, est | jeté orthogonal d I8 toriel engendré
par les fonctions {e*}, (c’est a dire que < S, — f,e?* >= 0 pour
p=-—n--,n).

—n - n

1.2 Principaux résultats de convergence

Théoréme 1.1: Dirichlet.

Soit f € E, de classe C! par morceaux. Alors pour tout = € R, la série de Fourier définie

fzt) + f(if), ott f(z*) = liln f(y)

2 o

par les sommes partielles (S,(f)) converge vers

et f(z7) = lim f(y).

Yo
Théoréme 1.2: Convergence quadratique (égalité de Parseval).
Soit f € E. On a le résultat suivant:

1(* |a2 O Ja]? + [bg|?
1= [ 1 0pae = 3 je =105 Sl Il
0

k=—00 k=1

Théoréme 1.3: Convergence normale.

Si f € E est continue et de classe C' par morceaux, alors la série de Fourier S(f)
converge normalement vers f.



2 Exercices d’application

Exercice 1. Application au calcul de sommes de séries numériques.
On considére la fonction réelle f de période 27, définie sur [—m, 7] par f(z) = 22

1 - Montrer que f est continue et de classe C! par morceaux sur R.

1 U
2 - Calculer ag = — | f(t)dt.
™ —T

1 T
3 - Monter que pour tout k € N* | on a b, = —f f(t)sin(kt)dt = 0.
7r

—T

(=D*

1 s
4 - Montrer que pour tout k€ N* jonaap=— | f(t)cos(kt)dt =4 =
™ —T

Indication : on pourra procéder par intégrations par parties successives, en commengant
par u = t* v = cos(kt).

5 - Justifier que pour tout z € R, on a f(z) = lim S,(f)(x).

n—00
1, 4
6 - (a) Montrer que S, (f)(m) = =7 + 2—2 pour tout n € N*.
3 ik
+00 2
1
(b) En déduire que ) - = T
=k 6
Indication: on pourra utiliser f(m) = lim S,(f)(r).

n—o0

7 - (a) Calculer S,(f)(0) pour tout n € N*

100 (_1)k+1 2
(b) En déduire que Z = 1o
k=1

1 (™ 7t
8 - Mont — H|2dt = —.
(a) Montrer que 5 ,,r|f ()] 7

7T4

%.

04

(b) En déduire que ZF =
k=1

Indication : utiliser la formule de Parseval.



Exercice 2. Théoréme de Féjer.
On note C l'ensemble des fonctions continues 2m—périodiques. On considére les sommes
partielles de Fourier associées a f, définies sur R par:

n

Sulf) = D cwe™ VneN,

k=—n

So+S1+---8 L. :
et on pose, pour tout ne N : C,, = 0 1+ 7 " L’objectif est de montrer que la suite
n

de fonctions (C),) converge uniformément vers f sur R.

Pour tout k € N*, on pose ¢, : R — C la fonction définie par:

P

wl»—*
“ML

1 - Montrer que, pour tout k£ € N*

11— cos(kx) .

—_—— 2nZ
() =4 k 1— cos(z) sl ¢ 2z,

ksixel2nl.

1 ! l
Indication : on pourra commencer par calculer Z et = Z e 4+ Z e mT _

m=—1 m=0 m=0

2 - Calculer Jﬂ e™*dx en fonction de m € N. En déduire que QL f ’ vr(x)dxr = 1 pour
tout ke N*. fa

3 - On fixe a présent 7, €]0, 7.

2

1 — cos(n)
Ky
k

(a) On pose K, = . Montrer que pour tout = € [—7, —n] U [n, 7] et tout

ke N* on a |pg(z)| <
1
(b) En déduire que — i(z)dx — 0 lorsque k — +c0.
27 Jislefn.a)

Notons a présent que f étant continue et 2r—périodique, elle est uniformément continue sur
R. Pour tout € > 0, il existe donc 7 €]0, 7| tel que:

3

Yy, eR, [y —yl<n=|f) - f(y) <3

On définit le produit de convolution de deux fonctions f;, fs € C par:

(f1= fo)(x) = % _ﬂ filr —y) f2(y)dy , Vo € R.

5



4 - (a) Montrer que pour tout k € N et tout x € R:

1 s
g_
2m ),

|f = (@) = f(@)] [f (@ —y) = f(2)len(y)dy .

Indication : utiliser la question 2.

(b) En déduire que f * ¢} converge uniformément vers f.
Indication : on pourra utiliser [’estimation précédente, ainsi que la décomposition

\f = pr(z) — f(z)| < I + I, avec:
= % |f(x—y) — f(@)lor(y)dy et I = L 1z —y) — f(@)]en(y)dy .

I
21 Jyyletnn]

lyl<n

Utiliser alors la question 8 pour obtenir une estimation sur Iy et la continuité
uniforme de f pour obtenir une estimation sur I.

5 - Montrer que pour tout n € N*, f ¢, = C,. Conclure.

Exercice 3. Phénomene de Gibbs.
On considére la fonction f, 2r—périodique, impaire, définie par:

| 1size€lo,n,
f(x)—{ 0siaz=kn.

1 - Calculer les coefficients de Fourier de f.

2 - Pour tout n € N, on note T,, = S5,,_1 la sommes partielles d’ordre 2n — 1 associées a
f. Montrer que:

4 & sin ((2k — 1)

3 - Montrer que la série de Fourier associée converge simplement vers f. A-t-on conver-
gence uniforme ?

4 - On se donne a présent un entier n € N*.
(a) Montrer que T, est dérivable sur R, avec:

2 sin(2nx)

@)=

™

six¢nZ,

siz=qm,qe’Z.

4G .
Indication: on pourra étudier la quantité —Z e'Ck=DT " puis prendre la partie
k=1

réelle.



5 - (a) Montrer que pour tout x € [0,7/2], on a sin(x) >

(b) En déduire que T,, admet (2n — 1) extrema locaux sur |0,7[. Montrer que le
premier d’entre eux est un maximum, atteint en x, = % On pose dans la suite
an = Sp(xy).

(c) Montrer que, pour tout x € [0, [, on a:

To(z) = = f sin(2nd) 4,

7w Jo sin(¢)

(d) En déduire que:
2 (™ in(¢
- J _sin®) g

t
T Jo 2n sin (2—>
n

X .

3

8

jzf?

(b) Montrer que pour tout z € R, on a |sin(x) — z| < o

(c) Montrer que la fonction h,,, définie sur [0, 7/2] par

sin(x)

hno(z) =< 2nsin -z
2n
lsix =0,

six #0,

converge uniformément sur [0, 7] vers une fonction h que 'on précisera.

2 (7 si
(d) En déduire que lim a, = —f wdt.

n—+0oo T 0 t



Correction des exercices

Exercice 1. Application au calcul de sommes de séries numériques.
On considére la fonction réelle f de période 27, définie sur [—m, 7] par f(z) = 2°.

1 - Montrer que f est continue et de classe C! par morceaux sur R.

2 - Calculer ag = f (t)dt

1 T
3 - Monter que pour tout k € N* | on a b, = —J f(t)sin(kt)dt = 0.
T

—T

(="
K2

1 s
4 - Montrer que pour tout k € N* , on a a = — f(t) cos(kt)dt = 4
T

—T
Indication : on pourra procéder par intégrations par parties successives, en commencant
par u = t*,v" = cos(kt).

5 - Justifier que pour tout z € R, on a f(z) = lim S,(f)(x).

n—ao0
6 - (a) Montrer que S, (f)(m 2 e pour tout n € N*.
(b) En déduire que Zi = W—2
W L2 =6
Indication: on pourra utiliser f(m) = lim S, (f)(x).
n—oo

7 - (a) Calculer S,,(f)(0) pour tout n e N*.

1% (_1)k+1 2
(b) En déduire que Z R
k=1
ol
8 - (a) Montrer que —J t)|2dt = 5
1 4
(b) En déduire que ,CZIH = g—o

Indication : utiliser la formule de Parseval.



Exercice 2. Théoréme de Féjer.
On note C l'ensemble des fonctions continues 2m—périodiques. On considére les sommes
partielles de Fourier associées a f, définies sur R par:

n

Sulf) = D cwe™ VneN,

k=—n

So+S1+---8 L. :
et on pose, pour tout ne N : C,, = 0 1+ 7 " L’objectif est de montrer que la suite
n

de fonctions (C),) converge uniformément vers f sur R.

Pour tout k € N*, on pose ¢, : R — C la fonction définie par:

P

wl»—*
“ML

1 - Montrer que, pour tout k£ € N*

11— cos(kx) .

—_—— 2nZ
() =4 k 1— cos(z) sl ¢ 2z,

ksixel2nl.

1 ! l
Indication : on pourra commencer par calculer Z et = Z e 4+ Z e mT _

m=—1 m=0 m=0

2 - Calculer Jﬂ e™*dx en fonction de m € N. En déduire que QL f ’ vr(x)dxr = 1 pour
tout ke N*. fa

3 - On fixe a présent 7, €]0, 7.

2

1 — cos(n)
Ky
k

(a) On pose K, = . Montrer que pour tout = € [—7, —n] U [n, 7] et tout

ke N* on a |pg(z)| <
1
(b) En déduire que — i(z)dx — 0 lorsque k — +c0.
27 Jislefn.a)

Notons a présent que f étant continue et 2r—périodique, elle est uniformément continue sur
R. Pour tout € > 0, il existe donc 7 €]0, 7| tel que:

3

Yy, eR, [y —yl<n=|f) - f(y) <3

On définit le produit de convolution de deux fonctions f;, fs € C par:

(f1= fo)(x) = % _ﬂ filr —y) f2(y)dy , Vo € R.

9



4 - (a) Montrer que pour tout k € N et tout x € R:

1 s
g_
2m ),

|f = (@) = f(@)] [f (@ —y) = f(2)len(y)dy .

Indication : utiliser la question 2.

(b) En déduire que f * ¢} converge uniformément vers f.
Indication : on pourra utiliser [’estimation précédente, ainsi que la décomposition

\f = pr(z) — f(z)| < I + I, avec:
= % |f(x—y) — f(@)lor(y)dy et I = L 1z —y) — f(@)]en(y)dy .

I
21 Jyyletnn]

lyl<n

Utiliser alors la question 8 pour obtenir une estimation sur Iy et la continuité
uniforme de f pour obtenir une estimation sur I.

5 - Montrer que pour tout n € N*, f ¢, = C,. Conclure.

Exercice 3. Phénomene de Gibbs.
On considére la fonction f, 2r—périodique, impaire, définie par:

| 1siz€el0,n,
J(x) = { 0siz=enZ.

1 - Calculer les coefficients de Fourier de f.

2 - Pour tout n € N, on note T,, = S5,,_1 la sommes partielles d’ordre 2n — 1 associées a
f. Montrer que:

4 & sin ((2k — 1)

3 - Montrer que la série de Fourier associée converge simplement vers f. A-t-on conver-
gence uniforme ?

4 - On se donne a présent un entier n € N*.
(a) Montrer que T, est dérivable sur R, avec:

2 sin(2nx)

@)=

™

six¢nZ,

siz=qm,qe’Z.

i(2k—1)z

4 n
Indication: on pourra étudier la quantité —Z e , puis prendre la partie

k=1
réelle.

10



(b)

(c)

(d)

5- (a)

(b)

(d)

En déduire que 7, admet 2n — 1 extrema locaux sur |0, 7.

Montrer que le

. . . ™ .
premier d’entre eux est un maximum, atteint en x, = o On pose dans la suite
n

an =T, (xy,).

Montrer que, pour tout x € [0, 7[, on a:

To(z) = = f sin(2nd) 4,

7w Jo sin(¢)

En déduire que:

2 (" n(¢

t
T Jo 2n sin (2—>
n

Montrer que pour tout z € [0, 7/2], on a sin(z) > —z.

3 o

8

2

Montrer que pour tout z € R, on a |sin(x) — z| < o

Montrer que la fonction h,,, définie sur [0, 7/2] par

sin(x)

hno(z) =< 2nsin -z
2n
lsix =0,

six #0,

converge uniformément sur [0, 7] vers une fonction h que 'on précisera.

2 (" si
En déduire que lim a, = —f wdt.

n—+0oo T 0 t

11
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