
Séries de Fourier

Notions abordées

‚ Coefficients de Fourier (formes réelle et complexe).
‚ Définition des sommes partielles de Fourier et série de Fourier.
‚ Résultats principaux sur les coefficients (lien entre forme complexe et réelle, parité,
linéarité, lien avec le produit scalaire hermitien).

‚ Théorèmes de convergence : Convergence simple (Dirichlet), formule de Parseval, con-
vergence normale.

‚ Applications : calcul de sommes de séries numériques, Théorème de Féjer ; phénomène
de Gibbs.

On s’intéresse aux intégrales de fonctions définies sur des intervalles du type ra, br (avec
a ă b, b pouvant être égal à `8) ou du type sa, bs (a ă b, a pouvant être égal à ´8).
Dans la suite, E désigne l’ensemble des fonctions réelles T´périodiques et continue par
morceaux (T P R).

1 Définitions et résultats fondamentaux

1.1 Définitions - premiers résultats

Définition 1.1

On considère une fonction f P E (T´périodique, continue par morceaux), et on pose

ω “
2π

T
. On appelle coefficients de Fourier de f les réels définis pour k P N par :

akpfq “
2

T

ż T

0

fptq cospkωtqdt , bkpfq “
2

T

ż T

0

fptq sinpkωtqdt .
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Définition 1.2

‚ On appelle somme partielle de Fourier d’ordre n, ou n-ième somme de
Fourier la fonction définie sur R par :

Snpfqpxq “
a0pfq

2
`

n
ÿ

k“1

pakpfq cospkωxq ` bkpfq sinpkωxqq .

‚ La série de fonctions associée aux sommes partielles de Fourier pSnpfqq est ap-
pelée série de Fourier de f . On note Spfq sa somme.

Remarque 1.1. On trouve parfois la définition alternative a0pfq “
1

T

ż T

0

fptqdt (valeur

moyenne de f), ce qui évite la division par 2 dans la formule précédente. Lorsqu’aucune
confusion n’est possible, on notera simplement pakq et pbkq les coefficients de Fourier, afin
d’alléger les notations.

On établit à présent quelques résultats classiques concernant les coefficients de Fourier.

1 - On pose, pour tout k P Z: ck “
1

T

ż T

0

fptqe´ikωtdt. Montrer que l’on a les relations

suivantes, pour tout k P N:

ak “ ck ` c´k , bk “ ipck ´ c´kq ,

et que les sommes partielles de Fourier d’ordre n se réécrivent:

Snpfqpxq “
n
ÿ

k“´n

cke
ikωx .

Remarque 1.2. Les sommes partielles de Fourier sont des cas particuliers de polynômes
trigonométriques, c’est à dire des fonctions définies sur R s’écrivant sous la forme:

Pnpxq “
n
ÿ

k“´n

cke
ikx , où pckqk“´n,¨¨¨ ,n P C .

2 - (a) Montrer que pour toute fonction T´périodique f , la quantité
ż a`T

a

fptqdt ne

dépend pas du réel a.

Remarque 1.3. Les coefficients de Fourier peuvent donc se réécrire sous la forme
d’une intégrale définie sur un intervalle quelconque de longueur T .

(b) En déduire que si f est paire (resp. impaire), les coefficients de Fourier pbkq (resp.
pakq) sont nuls.
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3 - Pour f, g P E, on définit le produit scalaire:

ă f, g ą“
1

T

ż T

0

fptqḡptqdt .

On a donc ă f, 1 ą“
a0
2
, ă f, cospkωtq ą“

ak
2
, ă f, sinpkωtq ą“

bk
2

pour tout k P N,

et pour tout k P Z, ă f, eikωt ą“ ck. En particulier, les sommes partielles d’ordre n se
réécrivent:

Snpxq “
n
ÿ

k“´n

ă f, eikωt ą eikωx .

(a) Montrer que f P E ÞÑ cnpfq P R est une application C-linéaire, et qu’il en est de
même pour f ÞÑ anpfq et f ÞÑ bnpfq.

(b) Établir que la famille
 

eikωt
(

kPN
est orthonormée relativement à ce produit scalaire.

(c) En déduire que Sn est le projeté orthogonal de f sur l’espace vectoriel engendré
par les fonctions teipωxuk“´n ¨¨¨ ,n (c’est à dire que ă Sn ´ f, eipωx ą“ 0 pour
p “ ´n ¨ ¨ ¨ , n).

1.2 Principaux résultats de convergence

Théorème 1.1: Dirichlet.

Soit f P E, de classe C1 par morceaux. Alors pour tout x P R, la série de Fourier définie

par les sommes partielles pSnpfqq converge vers
fpx`q ` fpx´q

2
, où fpx`q “ lim

y
ą
Ñx

fpyq

et fpx´q “ lim
y

ă
Ñx

fpyq .

Théorème 1.2: Convergence quadratique (égalité de Parseval).

Soit f P E. On a le résultat suivant:

}f}2 “
1

T

ż T

0

|fptq|2dt “
`8
ÿ

k“´8

|ck|
2
“
|a0|

2

4
`

`8
ÿ

k“1

|ak|
2 ` |bk|

2

2
.

Théorème 1.3: Convergence normale.

Si f P E est continue et de classe C1 par morceaux, alors la série de Fourier Spfq
converge normalement vers f .
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2 Exercices d’application

Exercice 1. Application au calcul de sommes de séries numériques.
On considère la fonction réelle f de période 2π, définie sur r´π, πs par fpxq “ x2.

1 - Montrer que f est continue et de classe C1 par morceaux sur R.

2 - Calculer a0 “
1

π

ż π

´π

fptqdt.

3 - Monter que pour tout k P N˚ , on a bk “
1

π

ż π

´π

fptq sinpktqdt “ 0 .

4 - Montrer que pour tout k P N˚ , on a ak “
1

π

ż π

´π

fptq cospktqdt “ 4
p´1qk

k2
.

Indication : on pourra procéder par intégrations par parties successives, en commençant
par u “ t2, v1 “ cospktq.

5 - Justifier que pour tout x P R, on a fpxq “ lim
nÑ8

Snpfqpxq.

6 - (a) Montrer que Snpfqpπq “
1

3
π2 `

n
ÿ

k“1

4

k2
pour tout n P N˚.

(b) En déduire que
`8
ÿ

k“1

1

k2
“
π2

6
.

Indication: on pourra utiliser fpπq “ lim
nÑ8

Snpfqpπq.

7 - (a) Calculer Snpfqp0q pour tout n P N˚

(b) En déduire que
`8
ÿ

k“1

p´1qk`1

k2
“
π2

12
.

8 - (a) Montrer que
1

2π

ż π

´π

|fptq|2dt “
π4

5
.

(b) En déduire que
`8
ÿ

k“1

1

k4
“
π4

90
.

Indication : utiliser la formule de Parseval.
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Exercice 2. Théorème de Féjer.
On note C l’ensemble des fonctions continues 2π´périodiques. On considère les sommes
partielles de Fourier associées à f , définies sur R par:

Snpfq “
n
ÿ

k“´n

cke
ikx , @n P N ,

et on pose, pour tout n P N : Cn “
S0 ` S1 ` ¨ ¨ ¨Sn

n` 1
. L’objectif est de montrer que la suite

de fonctions pCnq converge uniformément vers f sur R.

Pour tout k P N˚, on pose ϕk : R Ñ C la fonction définie par:

ϕkpxq “
1

k

k´1
ÿ

l“0

l
ÿ

m“´l

eimx .

1 - Montrer que, pour tout k P N˚

ϕkpxq “

$

&

%

1

k

1´ cospkxq

1´ cospxq
si x R 2πZ ,

k si x P 2πZ .

Indication : on pourra commencer par calculer
l
ÿ

m“´l

eimx “
l
ÿ

m“0

eimx `
l
ÿ

m“0

e´imx ´ 1.

2 - Calculer
ż π

´π

eimxdx en fonction de m P N. En déduire que
1

2π

ż π

´π

ϕkpxqdx “ 1 pour

tout k P N˚.

3 - On fixe à présent η Ps0, πr.

(a) On pose Kη “
2

1´ cospηq
. Montrer que pour tout x P r´π,´ηs Y rη, πs et tout

k P N˚, on a |ϕkpxq| ď
Kη

k
.

(b) En déduire que
1

2π

ż

|x|Prη,πs

ϕkpxqdxÑ 0 lorsque k Ñ `8.

Notons à présent que f étant continue et 2π´périodique, elle est uniformément continue sur
R. Pour tout ε ą 0, il existe donc η Ps0, πr tel que:

@y, y1 P R , |y1 ´ y| ă η ñ |fpy1q ´ fpyq| ă
ε

2
.

On définit le produit de convolution de deux fonctions f1, f2 P C par:

pf1 ˚ f2qpxq “
1

2π

ż π

´π

f1px´ yqf2pyqdy , @x P R .

5



4 - (a) Montrer que pour tout k P N et tout x P R:

|f ˚ ϕkpxq ´ fpxq| ď
1

2π

ż π

´π

|fpx´ yq ´ fpxq|ϕkpyqdy .

Indication : utiliser la question 2.

(b) En déduire que f ˚ ϕk converge uniformément vers f .
Indication : on pourra utiliser l’estimation précédente, ainsi que la décomposition
|f ˚ ϕkpxq ´ fpxq| ď I1 ` I2, avec:

I1 “
1

2π

ż

|y|ăη

|fpx´ yq ´ fpxq|ϕkpyqdy et I2 “
1

2π

ż

|y|Prη,πs

|fpx´ yq ´ fpxq|ϕkpyqdy .

Utiliser alors la question 3 pour obtenir une estimation sur I2 et la continuité
uniforme de f pour obtenir une estimation sur I1.

5 - Montrer que pour tout n P N˚, f ˚ ϕn “ Cn. Conclure.

Exercice 3. Phénomène de Gibbs.
On considère la fonction f , 2π´périodique, impaire, définie par:

fpxq “

"

1 si x Ps0, πr ,
0 si x “ kπ .

1 - Calculer les coefficients de Fourier de f .

2 - Pour tout n P N, on note Tn “ S2n´1 la sommes partielles d’ordre 2n ´ 1 associées à
f . Montrer que:

Tnpxq “
4

π

n
ÿ

k“1

sin pp2k ´ 1qxq

2k ´ 1
.

3 - Montrer que la série de Fourier associée converge simplement vers f . A-t-on conver-
gence uniforme ?

4 - On se donne à présent un entier n P N˚.

(a) Montrer que Tn est dérivable sur R, avec:

T 1npxq “

$

’

&

’

%

2

π

sinp2nxq

sinpxq
si x R πZ,

p´1qq4n

π
si x “ qπ , q P Z .

Indication: on pourra étudier la quantité
4

π

n
ÿ

k“1

eip2k´1qx, puis prendre la partie

réelle.
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(b) En déduire que Tn admet p2n ´ 1q extrema locaux sur s0, πr. Montrer que le
premier d’entre eux est un maximum, atteint en xn “

π

2n
. On pose dans la suite

an “ Snpxnq.

(c) Montrer que, pour tout x P r0, πr, on a:

Tnpxq “
2

π

ż x

0

sinp2ntq

sinptq
dt .

(d) En déduire que:

an “
2

π

ż π

0

sinptq

2n sin

ˆ

t

2n

˙dt .

5 - (a) Montrer que pour tout x P r0, π{2], on a sinpxq ě
2

π
x .

(b) Montrer que pour tout x P R, on a | sinpxq ´ x| ď
|x|3

6
.

(c) Montrer que la fonction hn, définie sur r0, π{2s par

hnpxq “

$

’

&

’

%

sinpxq

2n sin
´ x

2n

¯ si x ‰ 0,

1 si x “ 0 ,

converge uniformément sur r0, πs vers une fonction h que l’on précisera.

(d) En déduire que lim
nÑ`8

an “
2

π

ż π

0

sinptq

t
dt.
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Correction des exercices

Exercice 1. Application au calcul de sommes de séries numériques.
On considère la fonction réelle f de période 2π, définie sur r´π, πs par fpxq “ x2.

1 - Montrer que f est continue et de classe C1 par morceaux sur R.

2 - Calculer a0 “
1

π

ż π

´π

fptqdt.

3 - Monter que pour tout k P N˚ , on a bk “
1

π

ż π

´π

fptq sinpktqdt “ 0 .

4 - Montrer que pour tout k P N˚ , on a ak “
1

π

ż π

´π

fptq cospktqdt “ 4
p´1qk

k2
.

Indication : on pourra procéder par intégrations par parties successives, en commençant
par u “ t2, v1 “ cospktq.

5 - Justifier que pour tout x P R, on a fpxq “ lim
nÑ8

Snpfqpxq.

6 - (a) Montrer que Snpfqpπq “
1

3
π2 `

n
ÿ

k“1

4

k2
pour tout n P N˚.

(b) En déduire que
`8
ÿ

k“1

1

k2
“
π2

6
.

Indication: on pourra utiliser fpπq “ lim
nÑ8

Snpfqpπq.

7 - (a) Calculer Snpfqp0q pour tout n P N˚.

(b) En déduire que
`8
ÿ

k“1

p´1qk`1

k2
“
π2

12
.

8 - (a) Montrer que
1

2π

ż π

´π

|fptq|2dt “
π4

5
.

(b) En déduire que
`8
ÿ

k“1

1

k4
“
π4

90
.

Indication : utiliser la formule de Parseval.
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Exercice 2. Théorème de Féjer.
On note C l’ensemble des fonctions continues 2π´périodiques. On considère les sommes
partielles de Fourier associées à f , définies sur R par:

Snpfq “
n
ÿ

k“´n

cke
ikx , @n P N ,

et on pose, pour tout n P N : Cn “
S0 ` S1 ` ¨ ¨ ¨Sn

n` 1
. L’objectif est de montrer que la suite

de fonctions pCnq converge uniformément vers f sur R.

Pour tout k P N˚, on pose ϕk : R Ñ C la fonction définie par:

ϕkpxq “
1

k

k´1
ÿ

l“0

l
ÿ

m“´l

eimx .

1 - Montrer que, pour tout k P N˚

ϕkpxq “

$

&

%

1

k

1´ cospkxq

1´ cospxq
si x R 2πZ ,

k si x P 2πZ .

Indication : on pourra commencer par calculer
l
ÿ

m“´l

eimx “
l
ÿ

m“0

eimx `
l
ÿ

m“0

e´imx ´ 1.

2 - Calculer
ż π

´π

eimxdx en fonction de m P N. En déduire que
1

2π

ż π

´π

ϕkpxqdx “ 1 pour

tout k P N˚.

3 - On fixe à présent η Ps0, πr.

(a) On pose Kη “
2

1´ cospηq
. Montrer que pour tout x P r´π,´ηs Y rη, πs et tout

k P N˚, on a |ϕkpxq| ď
Kη

k
.

(b) En déduire que
1

2π

ż

|x|Prη,πs

ϕkpxqdxÑ 0 lorsque k Ñ `8.

Notons à présent que f étant continue et 2π´périodique, elle est uniformément continue sur
R. Pour tout ε ą 0, il existe donc η Ps0, πr tel que:

@y, y1 P R , |y1 ´ y| ă η ñ |fpy1q ´ fpyq| ă
ε

2
.

On définit le produit de convolution de deux fonctions f1, f2 P C par:

pf1 ˚ f2qpxq “
1

2π

ż π

´π

f1px´ yqf2pyqdy , @x P R .
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4 - (a) Montrer que pour tout k P N et tout x P R:

|f ˚ ϕkpxq ´ fpxq| ď
1

2π

ż π

´π

|fpx´ yq ´ fpxq|ϕkpyqdy .

Indication : utiliser la question 2.

(b) En déduire que f ˚ ϕk converge uniformément vers f .
Indication : on pourra utiliser l’estimation précédente, ainsi que la décomposition
|f ˚ ϕkpxq ´ fpxq| ď I1 ` I2, avec:

I1 “
1

2π

ż

|y|ăη

|fpx´ yq ´ fpxq|ϕkpyqdy et I2 “
1

2π

ż

|y|Prη,πs

|fpx´ yq ´ fpxq|ϕkpyqdy .

Utiliser alors la question 3 pour obtenir une estimation sur I2 et la continuité
uniforme de f pour obtenir une estimation sur I1.

5 - Montrer que pour tout n P N˚, f ˚ ϕn “ Cn. Conclure.

Exercice 3. Phénomène de Gibbs.
On considère la fonction f , 2π´périodique, impaire, définie par:

fpxq “

"

1 si x Ps0, πr ,
0 si x “P πZ .

1 - Calculer les coefficients de Fourier de f .

2 - Pour tout n P N, on note Tn “ S2n´1 la sommes partielles d’ordre 2n ´ 1 associées à
f . Montrer que:

Tnpxq “
4

π

n
ÿ

k“1

sin pp2k ´ 1qxq

2k ´ 1
.

3 - Montrer que la série de Fourier associée converge simplement vers f . A-t-on conver-
gence uniforme ?

4 - On se donne à présent un entier n P N˚.

(a) Montrer que Tn est dérivable sur R, avec:

T 1npxq “

$

’

&

’

%

2

π

sinp2nxq

sinpxq
si x R πZ,

p´1qq4n

π
si x “ qπ , q P Z .

Indication: on pourra étudier la quantité
4

π

n
ÿ

k“1

eip2k´1qx, puis prendre la partie

réelle.
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(b) En déduire que Tn admet 2n ´ 1 extrema locaux sur s0, πr. Montrer que le
premier d’entre eux est un maximum, atteint en xn “

π

2n
. On pose dans la suite

an “ Tnpxnq.

(c) Montrer que, pour tout x P r0, πr, on a:

Tnpxq “
2

π

ż x

0

sinp2ntq

sinptq
dt .

(d) En déduire que:

an “
2

π

ż π

0

sinptq

2n sin

ˆ

t

2n

˙dt .

5 - (a) Montrer que pour tout x P r0, π{2s, on a sinpxq ě
2

π
x.

(b) Montrer que pour tout x P R, on a | sinpxq ´ x| ď
|x|3

6
.

(c) Montrer que la fonction hn, définie sur r0, π{2s par

hnpxq “

$

’

&

’

%

sinpxq

2n sin
´ x

2n

¯ si x ‰ 0,

1 si x “ 0 ,

converge uniformément sur r0, πs vers une fonction h que l’on précisera.

(d) En déduire que lim
nÑ`8

an “
2

π

ż π

0

sinptq

t
dt.
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