
Suites et séries de fonctions

Notions abordées

‚ Suites de fonctions : convergence simple et uniforme.
‚ Séries de fonctions : convergence simple, uniforme, normale.
‚ Résultats de régularité pour les suites et séries.
‚ Critères de convergence (critère de Cauchy, théorème d’Abel).
‚ Applications: polynômes, théorème de Dini, fonction ζ de Riemann, séries alternées,

séries trigonométriques.

1 Suites de fonctions

1.1 Rappels de base

1.1.1 Convergence simple et uniforme

Définition 1.1

Soit I Ă R, soit pfnqnPN une suite de fonctions et f une fonction définie sur I.

‚ Convergence simple

On dit que la suite pfnq converge simplement vers f sur I si pour tout x P I, la suite
pfnpxqqnPN converge vers fpxq.

‚ Convergence uniforme

On dit que la suite pfnq converge uniformément vers f sur I si

@ε ą 0 , Dn0 P N , @n ě n0 , @x P I , |fnpxq ´ fpxq| ă ε .

Application 1.1.
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1 - Montrer que la suite de fonctions définie sur R par fnpxq “
x

n
pour n P N˚ converge

simplement vers une fonction f que l’on précisera.

2 - Montrer que pfnq ne converge pas uniformément sur R, mais que c’est le cas sur r´1, 1s.

Application 1.2. Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions définies
par :

1 - @x P I , fnpxq “ xn , avec I “ r0, 1s, puis I “ r0, 1´ εs , ε ą 0 .

2 - @x P I , fnpxq “
xn

1` xn
, avec I “ r0, 1s, puis I “ r0, 1´ εs , ε ą 0 .

3 - @x P I , fnpxq “ arctan
´x` n

x

¯

, avec I “ R˚`, puis I “s0,M s , M ą 0 .

1.1.2 Résultats de régularité

Théorème 1.1: Continuité

Soit pfnqnPN une suite de fonctions telle que:

- pfnqnPN converge uniformément vers f sur I Ă R.

- Toutes les fn sont continues en x0 P I.

Alors f est continue en x0. En d’autres termes, on a:

lim
xÑx0

ˆ

lim
nÑ`8

fnpxq

˙

“ lim
nÑ`8

ˆ

lim
xÑx0

fnpxq

˙

.

Théorème 1.2: Intégration

Soit pfnqnPN une suite de fonctions continues sur un segment ra, bs Ă R telle que pfnqnPN

converge uniformément vers f . On a:
ż b

a

fnptqdt ÝÑ
nÑ`8

ż b

a

fptqdt .

Théorème 1.3: Dérivabilité

Soit pfnqnPN une suite de fonctions de classe C1 sur I Ă R telle que:

- pfnqnPN converge simplement vers f sur I.

- pf 1nqnPN converge uniformément vers g sur I.

Alors f est de classe C1 sur I, et on a f 1 “ g.
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1.2 Exercices d’application

Exercice 1. Convergence uniforme et dérivabilité. On considère la suite de fonctions définie
pour n ě 1 par:

fn : R ÝÑ R

x ÞÝÑ

c

x2 `
1

n
.

1 - Montrer que la suite de fonctions pfnqnPN˚ converge uniformément vers une fonction f
que l’on précisera.

2 - Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions
`

f
1

n

˘

nPN˚
.

Exercice 2. Convergence uniforme et intégration. On considère la suite de fonctions définie
pour n P N˚ par:

fn : r0, 1s ÝÑ R

x ÞÝÑ

"

n2xp1´ nxq si x P r0, 1{ns
0 sinon .

1 - Etudier la convergence simple de pfnqnPN˚ .

2 - Soit n P N˚. Calculer
ş1

0
fnptqdt . En déduire que la suite de fonctions pfnqnPN˚ n’est

pas uniformément convergente.

3 - A-t-on le même résultat avec pfnqnPN˚ définie sur ra, 1s avec 0 ă a ă 1 ?

Exercice 3. Limite uniforme de polynômes. On considère une suite pPnqnPN de polynômes
convergeant uniformément vers une fonction
f : R Ñ R.

1 - Montrer qu’il existe N P N tel que, pour tout n ě N et tout x P R, on ait: |Pnpxq ´
PNpxq| ď 1.

2 - Soit n ě N . Montrer que le polynôme Qn “ Pn ´ PN est constant.

3 - Montrer que f est un polynôme.
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Exercice 4. Théorème de Dini. On considère pfnq une suite croissante de fonctions continues
(i. e. fn ď fn`1 @n P N) définies sur ra, bs. On suppose que pfnq converge simplement vers
une fonction f continue. Pour tout ε ą 0 et n ě 1, on pose

Knpεq “ tx P ra, bs , |fpxq ´ fnpxq| ě εu .

1 - Montrer que, pour tout n P N on a fn ď f , puis que Kn`1pεq Ă Knpεq.

2 - Montrer que

P :“ p@ε ą 0 , DN P N , KNpεq “ Hq ñ pfnq converge uniformément vers f .

3 - On raisonne à présent par l’absurde, et on suppose que P n’est pas vérifiée.

(a) Montrer qu’il existe ε ą 0 et une suite convergente pxΦpnqq vérifiant, pour tout
n P N

fpxΦpnqq ´ fΦpnqpxΦpnqq ě ε .

(b) Montrer qu’il existe x P ra, bs tel que pour tout p P N, on a

fpxq ´ fppxq ě ε .

(c) En déduire que la convergence simple de pfnq implique P .

Exercice 5. Critère de Cauchy. Montrer la proposition suivante:
Proposition 1.1

On a équivalence entre

- pfnqnPN converge uniformément vers f sur I.

- @ε ą 0 , DN P N , pp, q ě Nq ñ p@x P I, |fppxq ´ fqpxq| ă εq .
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2 Séries de fonctions

2.1 Quelques rappels de base

2.1.1 Convergence simple et uniforme, convergence normale

Définition 2.1

Soit pfnqnPN une suite de fonctions définies sur I Ă R. On associe à pfnqnPN la série
de fonctions pSnqnPN correspondant à la suite des sommes partielles, définie pour
tout x P I par:

Snpxq “
n
ÿ

k“0

fkpxq .

‚ Convergence simple et uniforme

On dit que la série de fonctions
ÿ

fn converge simplement (resp. uniformément)
si la suite pSnqnPN converge simplement (resp. uniformément) sur I.

‚ Convergence normale

On dit que la série de fonctions
ÿ

fn converge normalement si la série
ÿ

}fn}8 est
convergente.

Comme dans le cas des suites, la convergence uniforme implique la convergence simple.
D’autre part, la convergence normale implique la convergence uniforme (et donc aussi la
convergence simple). La démonstration fait appel au critère de Cauchy (2.1.3).

Application 2.1. Montrer que la série
ÿ

x2n converge simplement sur r0, 1r, et normalement
sur tout intervalle de la forme r0, as avec 0 ă a ă 1.

Application 2.2. Etudier la convergence normale des séries de fonctions suivantes:

1 -
ÿsinpnxq

n2
, n ě 1 , x P R .

2 -
ÿ 1

x2 ` n2
, n ě 1 , x P R .

3 -
ÿ

ˆ

x

1` x2

˙n

, n ě 0 , x P R .

Application 2.3. On considère la suite de fonctions définie pour n ě 1 par:

fn : R ÝÑ R

x ÞÝÑ
e´nx sinpnxq

lnpn` 1q
.

1 - Soit λ un réel strictement positif. Pour n ě 1 on définit un “ n2 e´nλ

lnpn` 1q
. Montrer

que la suite punq converge vers 0.
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2 - En déduire que la série
ÿ

ně1

fn converge normalement sur tout intervalle de la forme

ra,`8s, avec a un réel strictement positif.

2.1.2 Résultats de régularité

Il s’agit simplement de reformuler les théorèmes relatifs aux suites de fonctions dans le cadre
des séries de fonctions.

Théorème 2.1: Continuité

Soit
ÿ

fn une série de fonctions telle que:

-
ÿ

fn converge uniformément sur I Ă R.

- Toutes les fn sont continues en x0 P I.

Alors la fonction somme S “
8
ÿ

n“0

fn est continue en x0. Plus précisément, on a:

lim
xÑx0

˜

8
ÿ

n“0

fnpxq

¸

“

8
ÿ

n“0

ˆ

lim
xÑx0

fnpxq

˙

.

Théorème 2.2: Intégration

Soit
ÿ

fn une série de fonctions telle que:

-
ÿ

fn converge uniformément sur I Ă R.

- Toutes les fn sont continues sur I.

Alors la fonction somme S “
8
ÿ

n“0

fn est continue sur I, et pour tout ra, bs Ă I, on a:

ż b

a

8
ÿ

n“0

fnptqdt “
8
ÿ

n“0

ˆ
ż b

a

fnptqdt

˙

.
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Théorème 2.3: Dérivation

Soit pfnqnPN une suite de fonctions de classe C1 sur I Ă R telle que:

-
ÿ

fn converge simplement vers S sur I.

-
ÿ

f 1n converge uniformément vers T sur I.

Alors S est de classe C1 sur I, et on a S 1 “ T .

Application 2.4.

1 - Montrer que l’application x ÞÑ
8
ÿ

n“0

expp´x2q

p2n` 1q3
est continue sur R.

2 - Montrer que l’application x ÞÑ
8
ÿ

n“0

sinpxq

2n
est de classe C1 sur R.

3 - On considère la suite de fonctions définie pour n ě 1 par:

fn : R ÝÑ R

x ÞÝÑ
sinpnxq

n3
.

(a) Étudier la convergence de la série
ÿ

ně1

fn sur R. On notera f sa somme.

(b) Montrer que f est continue sur R.

(c) Montrer que
ż π

0

fptqdt “ 2
ÿ

ně1

1

p2n´ 1q4
.

(d) Montrer que

@x P R , f 1pxq “
ÿ

ně1

cospnxq

n2
.

(e) En déduire
ż π

2

0

ÿ

ně1

cospntq

n2
dt “

ÿ

ně0

p´1qn

p2n` 1q3
.

2.1.3 Critères de convergence

Proposition 2.1: Condition nécessaire pour la convergence uniforme

Si
ÿ

fn converge uniformément sur I Ă R, alors pfnq converge uniformément vers 0
sur sur I.
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Proposition 2.2: Caractérisation de la convergence uniforme

On considère une série de fonctions
ÿ

fn convergeant simplement sur I Ă R. Pour

tout x P R et tout p P N, on note Rppxq “
8
ÿ

n“p`1

fnpxq la suite des restes. Alors
ÿ

ně0

fn

converge uniformément sur I si et seulement si pRpq converge uniformément vers 0 sur
I.

Proposition 2.3: Critère de Cauchy

On a équivalence entre:

-
ÿ

fn converge uniformément vers f sur I Ă R.

- @ε ą 0 , DN P N , pn ě Nq ñ p@k P N˚ , @x P I , |fn`1pxq ` ¨ ¨ ¨ ` fn`kpxq| ă εq .

Proposition 2.4: Convergence normale et convergence uniforme

Si une série de fonctions converge normalement, alors elle converge uniformément.

Proposition 2.5: Théorème d’Abel

On considère deux suites de fonctions pfnqnPN et pgnqnPN définies sur I Ă R telles que:

- @x P I, la suite pfnpxqqnPN est une suite décroissante de réels strictement positifs.

- pfnqnPN converge uniformément vers la fonction nulle.

- Les sommes partielles de pgnqnPN sont uniformément bornées:

DM ą 0 , @n P N , @x P I , |g0pxq ` ¨ ¨ ¨ ` gnpxq| ăM .

Alors
ÿ

fngn converge uniformément.

2.2 Exercices d’application

Exercice 6. Exemples et contrexemples.

1 - On considère la suite de fonctions pfnq avec:

fnpxq “
nx

1` n2x2
, x ě 0 .

8



Montrer que la suite pfnq converge simplement sur R`, mais pas uniformément sur cet
intervalle.

2 - On considère la série de fonctions
ÿ

fn avec:

fnpxq “
p´1qn

n` x
, x ě 0 .

Montrer que la série
ÿ

fn converge uniformément sur R`, mais pas normalement sur
cet intervalle.

3 - On considère la série de fonctions
ÿ

fn avec:

fnpxq “
x

n2 ` x2
, x ě 0 .

(a) Montrer que la série
ÿ

fn converge simplement sur R`.

(b) Montrer que pour tout N P N˚, et tout k P JN, 2NK, on a
N

N2 ` k2
ě

1

5N
.

(c) En déduire que la série
ÿ

fn ne converge pas uniformément sur R`.
Indication : on pourra raisonner par l’absurde et considérer supxPR` |Rppxq|, où

Rppxq “
8
ÿ

n“p`1

fnpxq pour tout p P N et x P R`.

Exercice 7. Fonction ζ de Riemann.
Pour tout x P R, on pose:

ζpxq “
8
ÿ

n“1

1

nx
.

1 - Montrer que ζ est définie sur s1,`8r, et de classe C1 sur tout intervalle de la forme
ra,`8r avec a ą 1.

2 - Montrer que ζ est strictement décroissante sur ra,`8r.

3 - Déterminer la limite de ζ en `8.

4 - (a) Montrer que pour tout x ą 1 on a:
ż 8

1

dt

tx
ď ζpxq ď 1`

ż 8

1

dt

tx
.

(b) En déduire que ζpxq „
xÑ1

1

x´ 1
.
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5 - On considère la série de fonctions
ÿ

fn avec, pour n ě 1:

fnpxq “
p´1qn

nx
, x ě 0 .

(a) Montrer que f “
8
ÿ

n“1

fn est définie sur R˚`.

(b) Montrer que pour tout x ą 1, on a fpxq “ p21´x ´ 1qζpxq.

Exercice 8. Séries alternées. On considère la série de fonctions Spxq “
8
ÿ

n“1

p´1qn

x` n
.

1 - Montrer que S est définie sur I “s ´ 1,`8r.

2 - Montrer que S est continue sur I.

3 - Montrer que S est dérivable sur I et calculer sa dérivée. En déduire que S est croissante.

4 - Déterminer les limites de S en´1 et `8.

Exercice 9. Séries trigonométriques. On considère la série de fonctions
ÿ

ně1

fn avec:

fnpxq “
sinpnxq

n2
, x P R .

1 - Montrer cette série converge uniformément sur R. On note S sa somme.

2 - Montrer
ÿ

ně1

f
1

n converge simplement sur tout intervalle de la forme s2kπ, 2pk`1qπr , k P

Z.

3 - Montrer que S est de classe C1 sur tout intervalle de la forme s2kπ`ε, 2pk`1qπ´εr , k P
Z, avec ε ą 0.
Indication : On pourra utiliser le théorème d’Abel pour établir la convergence uniforme
de

ÿ

ně1

f
1

n.
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