Suites et séries numériques

Notions abordées

Suites numériques

e Limites de suites réelles et complexes, théorémes d’existence
o Monotonie, critéres de convergence

e Notion de suite extraite, suites adjacentes

o Comparaison et comportement de suites de référence

e Théoreme de Bolzano-Weierstrass

o Applications: moyenne arithmético-géométrique, développement décimal d’un réel, suites
géométriques complezes, suites de Cauchy

Séries numériques

Critéres essentiels de convergence, convergence absolue des séries, séries alternées
Regles de d’Alembert et de Cauchy, théoreme d’Abel

e Comparaison avec une intégrale

Séries géométriques, séries de Riemann, séries de Bertrand

Applications : convergence de séries, série harmonique, constante d’Euler, formule de
Stirling

Dans toute la suite, p et ¢ désignent deux entiers supérieurs ou égaux a 1. On munit RP du
produit scalaire canonique:

p
<IT,y>= szyl ) anye [Rp’

i=1

avec des notations similaires pour R?. Lorsqu’il n’y pas d’ambiguité, on notera sans disct-
inction |.| les normes associées sur RP et R?, afin d’alléger les notations.



1 Suites numériques

1.1 Reésultats fondamentaux

Dans cette partie on rappelle certains résultats essentiels concernant 1’étude des suites. 1l
est vivement recommandé de savoir les démontrer.

1.1.1 Critéres de convergence
Proposition 1.1: Un critére essentiel de convergence

Toute suite convergente est bornée.

Proposition 1.2

Si (uy,) est bornée et (v,,) converge vers 0, alors la suite (u,v,) converge vers 0.

Proposition 1.3: Résultats sur les suites monotones

u,) est croissante et non majorée, alors elle diverge vers +ao0.

u,,) est croissante et majorée, alors elle converge vers [ = sup {u,, , n € N}.
) est décroissante et non minorée, alors elle diverge vers —oo.

Si (
Si (
Si (
Si (vy,) est décroissante et minorée, alors elle converge vers | = inf {u,,, n € N}.
1.1.2 Suites extraites - suites adjacentes

Définition 1.1: Suite extraite

Soit (uy,) une suite. On dit que la suite (v,) est une sous-suite ou une suite extraite
de (u,) s'il existe une application ¢ : N — N strictement croissante telle que v, =
Up(n) Vn e N.

Proposition 1.4: Caractérisation de la convergence via les suites extraites

La suite (u,) converge vers £ € R ssi toute sous-suite de (u,) converge vers £.



Proposition 1.5: Suites adjacentes

Soient (u,) et (v,) deux suites telles que:
- (u,) est croissante et (v,) est décroissante.
- (u, — v,) converge vers 0.

Alors (uy) et (v,) ont la méme limite. On dit que les suites (u,) et (v,) sont adja-
centes.

Proposition 1.6: Théoréme de Bolzano-Weierstrass

De toute suite bornée, on peut extraire une sous-suite convergente.

1.1.3 Comparaison des suites
Définition 1.2: Comparaison des suites

Soient (uy,) et (v,) deux suites. On suppose que v,, est non nul & partir d’un certain
rang.

- On dit que (u,) et (v,) sont équivalentes si la suite (—n> converge vers 1.
Un

On note alors u,, ~ v,.

. . . Up
- On dit que (u,) est négligeable devant (v,) si la suite (—) converge vers 0.
Un,

On note alors u, = o(v,).

- On dit que (u,) est dominée par (v,) si la suite <—n) est bornée.
/U'fl

On note alors u,, = O(v,,).

Proposition 1.7

Soient (u,) et (v,) deux suites de termes strictement positifs. S’il existe A € [0, 1] et

N € N tels que

N Unt1 _ )\'Un-i-l
LU U

n

WV

J

alors u,, = o(v,).



Proposition 1.8: Comparaison des suites de référence

Soient a;, § > 0 et a > 1. On considére les suites de terme général:
( ()) ) Un:naun>1 ) wnza”,n20 ) Zn:n‘,n>0

On a u, = o(vn) Uy = o(wn) et w, = o(z,) .

1.1.4 Suites a valeurs complexes
Définition 1.3: Convergence des suites complexes
On dit que la suite complexe (z,) converge vers ¢ € C si
Ve>0,INeN,Vn>= N, |z, — (| <e¢
Proposition 1.9

La suite complexe (z,) converge vers [ ssi sa partie réelle (z,) converge vers Re(l) et
sa partie imaginaire (y,) converge vers I'm(l).

Proposition 1.10

Si la suite complexe (z,) converge vers [ alors (|z,|) converge vers ||.

1.2 Exercices d’application

Exercice 1. Suites adjacentes - irrationalité de e. On considére les suites (u,) et (v,) de

1 1 1
terme général u, = » —etv, = ) —+ —.
& " ,;Ok! " ,;0/{;! n.nl

1 - Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes. On note e leur limite commune.

2 - Montrer que e est irrationnel.

Indication: On pourra raisonner par l’absurde en posant e = p/q avec p et ¢ entiers
non nuls et utiliser u, < e < vy.

Exercice 2. Suites adjacentes - Moyenne arithmético-géométrigue. On considére les suites
(un) et (v,) définies par:

UQZCLE[R+ ¢ UQZbE[R:_
(§ u (%
Up+1 = A/UnUn Up41 = “ 9 “
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1 - Montrer que pour tous réels positifs x et y, on a 2,/zy < = + y.

2 - (a) Montrer que (u,),>1 est croissante et que (v,),>1 est décroissante.

(b) Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes. On notera M (a, b) leur limite commune.
3 - Déterminer M(a,0) et M(a,a).

4 - Soit A € R*. Exprimer M (Aa, Ab) en fonction de M (a,b).

Exercice 3. Suite géométrique compleze. Soit ¢ € C. On considére la suite de terme général
U, =q", nelN.

1 - On suppose |g| > 1.

a) Montrer que pour tout a = 0 et tout entier n€ N, on a: (1 +a)” = 1+ na.
(a) que p ,

(b) En déduire que (u,,) diverge.

2 - On suppose a présent |¢| < 1. Montrer que (u,,) tend vers 0.

Exercice 4. Un classique. On considére une suite réelle (u,,) croissante, convergeant vers /.

n
1 - Montrer que la suite (v, ),en+ de terme général v, = — Zuk est croissante.
n
k=1

(Uy + vy).

DO | =

2 - Montrer que pour tout n € N*, vy, >

3 - En déduire que (v,,)pen converge vers [.

Exercice 5. Un autre classique.

1 - Montrer que pour tout x € R, on a

1
x—§x2<1n(1+x)<x.

2 - En déduire la limite de la suite (u,) de terme général



Exercice 6. Développement décimal d’un réel.

1 - Approximation décimale d’un réel.
Soit x € R.
[10™z]

10" 1
On considére les suites (u,) et (v,,) de terme général u,, = 107 et v, = [10"]

00 107

(a) Montrer que (u,) converge vers = et que pour tout n € N, u, (resp. v,) fournit
une approximation de x a 10™" prés par défaut (resp. par exces).

(b) On considére la suite (a,) définie par ag = [x] et a,11 = 10" (uy 41 — u,) pour
tout n € N. Montrer que pour n > 1, a,, est compris entre 0 et 9.

(c) Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes.

n o0

a
(d) Montrer que pour tout n € N, u,, = Zl—okk En déduire que z = Z
k=0 k=0

L
10k

Cette écriture est appelée développement décimal de = et les réels a, sont les
chiffres de z.

2 - Résultats de densité.

(a) Montrer que Q est dense dans R.

(b) Montrer que pour tout entier relatif z, z? est pair si et seulement si z est pair. En
déduire que 4/2 est irrationnel.

(c) En déduire que R\Q est dense dans R.

3 - Développement décimal propre.

[oe}
a
(a) Montrer que le développement décimal z = Zl—;k obtenu dans la partie 1 est
k=0
propre, c'est & dire que la suite (a,) n’est pas stationnaire a 9 a partir d’'un

certain rang.

(b) Montrer que tout nombre réel positif admet un unique développement décimal
propre.

4 - Application : R n’est pas dénombrable.

Rappel: Un ensemble E est dénombrable s’il existe une bijection de N dans F.

Indication: On montrera par 'absurde que [0, 1[ n’est pas dénombrable. En supposant
qu'une application bijective f : N — [0, 1] existe, on pourra considérer la suite (w,,)
ol w,, est la n-iéme décimale de f(n) et étudier la surjectivité de f.



Exercice 7. Suites de Cauchy. Une suite (u,,) est dite de Cauchy si elle vérifie
Ve>0,INeN,V(p,q) eN*, p,g= N = |u, —u,| <e.

1 - Une propriété générale : Montrer que toute suite convergente est de Cauchy.

2 - Un exemple de suite de Cauchy non convergente.

1

On considére la suite (u,) de terme général u,, = ZE
k=0""

(a) Soient p,q € N, tels que p > q. Montrer que pour tout entier k vérifiant ¢ + 1 <

k < p, on a:
1 1 1

— < .
k' (g + 1) (g + 1)k—(atD)

(b) En déduire que la suite (u,) est de Cauchy.

(c) Montrer que (u,) n’est pas convergente dans Q (on pourra se servir de l’exercice
1).

3 - Cas des suites réelles.

(a) Montrer que toute suite de Cauchy réelle est bornée.
(b) Soit (u,) une suite de Cauchy réelle. Pour tout n € N, onnote W,, = {uy, k > n} .

Justifier 'existence de a,, = inf(W,,) et b, = sup(W,,), et montrer que a, < u, <

by,.
(c) Montrer que (a,) est croissante et que (b,) est décroissante.

(d) Soit € > 0. Montrer qu’il existe N € N tel que, pour p = n > N on ait

supu, < U, +¢/2 et infu,>u, —e/2.
p=n p=n

(e) En déduire que (a,) et (b,) sont adjacentes, puis que (u,) converge.



2 Séries numériques

2.1 Quelques rappels de base

Définition 2.1: Sommes partielles

n

Soit (u,) une suite réelle ou complexe. Pour tout n € N on pose S,, = Zuk On dit
k=0

que la série > u, converge si la suite des sommes partielles (S,) converge.

Exemple 2.1. Un premier exemple fondamental : séries géométriques Soit z € R. La série de

terme général ™ converge ssi |x| < 1. Dans le cas ou elle converge, sa somme est s = 1 :
-z

Proposition 2.1: Critére essentiel de convergence

Si ) u, converge alors (u,) converge vers 0.

Proposition 2.2: Critére pour les suites monotones

Soit (u,) une suite a termes positifs. La série Y] u,, converge ssi (S,) est majorée.

Proposition 2.3: Critére de comparaison pour les séries & termes positifs

On considére deux séries Y u, et > v, a termes positifs & partir d’un certain rang N.
Si u,, < v, pour tout n > N, alors:

e Si >, v, converge alors Y u, converge.

e Si > u, diverge alors Y v, diverge.

Proposition 2.4: Comparaison avec une intégrale

Soit f : [No, +o0[— R positive décroissante. La série >, f(n) et I'intégrale S;\rfzo f(t)dt
sont de méme nature. En cas de convergence, on a, pour tout N > Njy:

” fodt< Y flk) < f;wf(t)dt.

B k=N+1
Proposition 2.5: Séries de Riemann

1
Soit a € R. La série de terme général — , n € N* converge ssi a > 1.
n



Proposition 2.6: Séries alternées

oit un, une série alternée, telle que la suite Un|) Cconverge vers 0 en décroissant.
)
+00

Alors >’ u, converge. De plus, le reste d’ordre n de la série R,, = Z ug est du signe
k=n+1
de up41 et on a |R,| < |upiq|-

Définition 2.2: Convergence absolue

Soit (z,) une suite complexe. On dit que la série Y, z, est absolument convergente
si la série Y| |z,| converge.

Proposition 2.7

Soit (z,) une suite (réelle ou complexe). Si Y z, est absolument convergente alors ) z,
est convergente, et on a:

+00 +o0
EZn < Z|zn| )
n=0 n=0

2.2 Critéres de convergence
Théoréme 2.1: Critére de Cauchy

On considére une série Y u,, & termes positifs. On suppose que la suite (qn/un) converge
vers [. Alors

- Sil > 1, alors la série diverge.
- Sil < 1, alors la série converge.

- Sil =1, on ne peut pas conclure.

Théoréme 2.2: Critére de D’Alembert

On considére une série > u, a termes positifs non nuls & partir d'un certain rang. On

. Up+1
suppose que la suite converge vers [. Alors

n

- Sil > 1, alors la série diverge.
- Sil < 1, alors la série converge.

- Sil =1, on ne peut pas conclure.



Théoréme 2.3: Critére d’équivalence

On considére deux séries Y, u, et > v, a termes positifs & partir d’un certain rang. Si

Un >~ alors > u, et > v, sont de méme nature.
n—

Théoréme 2.4: Théoréme d’Abel

Soient (u,) et (v,) deux suites numeériques telles que

n
- La suite des sommes partielles <ka> associée a (v,) est bornée.
k=0

- La série )| |u, — u,41| converge.
- La suite (u,) converge vers 0.

Alors la série Y u,v, converge.

La démonstration repose sur les points suivants:

1 - Transformation d’Abel. Soient (u,) et (v,) deux suites numériques. Pour tout
n—1

n € N* on pose V,, = ka. Montrer que pour tous entiers p et ¢ vérifiant ¢ = p > 0,

k=0
on a.

q q q
Zukvk = Zuk (Vk+1 - Vk) = Z (Uk - Uk+1) Vis1 — up‘/;? + Uq+1Vq+1 .
k=p k=p =

k=p

2 - Critére de Cauchy. On dit qu'une série an satisfait le critére de Cauchy si:
q
2
n=p
Soient (u,) et (v,) deux suites numeériques vérifiant les conditions du théoréme.

Monter que Eunvn vérifie le critére de Cauchy. Conclure. (Nous admettrons ici qu’une
série numérique converge si et seulement si elle vérifie le critére de Cauchy.)

Ve>0,3INeN,V¥(p,q)eN* g=p=N = <e.

2.3 Exercices d’application

Exercice 8. Convergence de séries. Etudier la convergence des séries numériques de terme
général:

(i) u, =

O n e N\{0,1} .

10



(ii) unzg—n,neh\l.

(iii) w, = sin <%) ,neN.

277/
(iv) u, = —sin(a)*”, ne N*, a e R.
n

(="

(V) tn = — > neN*.

In(y/n + 1)

Exercice 9. Autour du critére d’équivalence

1 - On considére (u,) une suite de réels strictement positifs et on pose, pour tout n € N,
un

1+ u,

Unp =

(a) Montrer que u,, — 0 si et seulement si v, —> 0, et que dans ce cas, u, ~
n—+0o0 n—+0o0 n—+0o0
Up.

(b) En déduire que les séries >, u, et > v, sont de méme nature.

2 - On consideére les séries de terme général:
(="
vn

Montrer que (u,) et (v,) sont équivalentes mais que les séries associées ne sont pas de
méme nature.

Uy = , neN* etwv, = +—, neN*.

Exercice 10. Séries de Bertrand .
Soient «, 5 deux réels. Pour tout n € N\ {0, 1}, on pose u, = ————. On étudie les
n*(Inn)?

séries de la forme > u,, communément appelées séries de Bertrand.

. 1+« .
1 - On considere le cas & > 1. On pose v = — Montrer que la suite (n”u,) converge

vers 0. En déduire que ) u, converge.
2 - Montrer que si « < 1, la série > u,, diverge.

3 - On considére a présent le cas o = 1. On considére la fonction
fﬁ : ]17 +OO[ — R
1
z(lnx)s”

T | —

11



(a) Montrer que fz est décroissante sur un intervalle du type |M, +oo[, ot M est un
réel que l'on précisera.

(b) Etudier la convergence de > u, dans les cas § <1, > 1let § = 1.
Indication : On pourra penser & utiliser les résultats de comparaison avec une
intégrale.

Exercice 11. Série harmonique - constante d’Fuler

1
Pour tout n € N*, on pose F,, = Z —.
k=1 k

k+1 1 1 1 k 1
1 - (a) Montrer que J ;dt < 7 pour tout k£ = 1 et que % < f ;dt pour tout k = 2.
k k-1

(b) En déduire que pour tout entier n > 1, on a: In(n + 1) < E,, < 1+ In(n),
puis que E, et In(n).
2 - (a) Pour tout n € N*, on pose u,, = E,—In(n). Montrer que la suite (u,), 4 converge
vers un réel v compris entre 0 et 1. La constante v est appelée constante d’Euler.

(b) Pour tout n € N*, on pose v, = E, —In(n + 1). Montrer que les suites (u,),
et (U)o« Sont adjacentes, de limite .

(c) Pour tout n € N*, on pose w,, = ;1 — u,. Montrer que la série de terme général
w,, converge.

(d) En déduire que

Exercice 12. Formule de Stirling

. . o n! se\n
On considére la suite (u,)nen+ de terme général u, = — <—) )

Vn \n

1
1 - Pour tout n € N*, on pose v,, = In(u,). Montrer que v,,1 — v, = O < ) En déduire

n2
que la série de terme général v, — v, converge.

2 - En déduire que (vy,)nens €t (U )nens convergent. On note [ la limite de (uy,)pens-

3 - Montrer que n! ~ I4/n (ﬁ) :
e

n—+0o0

4 - On rappelle le résultat suivant (obtenu via les intégrales de Wallis - voir fiche INTEGRATION):

24n | 4
T = lim (n))

n—w pn [(2n)1]*
montrer que [ = /2.
12
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Correction des exercices

Exercice 1. Suites adjacentes - irrationalité de e. On considére les suites (u,) et (v,) de
1

n n
1 1
terme général u,, = ZE et vy = ];)E + n.n!’

k=0
1 - Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes. On note e leur limite commune.

2 - Montrer que e est irrationnel.

Indication: On pourra raisonner par l’absurde en posant e = p/q avec p et ¢ entiers
non nuls et utiliser u, < e < vy.

Exercice 2. Suites adjacentes - Moyenne arithmético-géométrigue. On considére les suites
(un) et (v,) définies par:

UQZCLE[R+ ; UQZbE[R:_
[§] u (%
Un+1 = A/UpUn Un+1 = - 9 “

1 - Montrer que pour tous réels positifs x et y, on a 2,/ry < x + y.

2 - (a) Montrer que (uy,),>1 est croissante et que (v,),>1 est décroissante.

(b) Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes. On notera M (a, b) leur limite commune.
3 - Déterminer M (a,0) et M(a,a).
4 - Soit A € R*. Exprimer M (Aa, \b) en fonction de M (a,b).

Exercice 3. Suite géométrique compleze. Soit ¢ € C. On considére la suite de terme général
U, =q" , neN.

1 - On suppose |¢| > 1.

a) Montrer que pour tout a = 0 et tout entier n€ N, on a: (1 +a)” > 1+ na.
(a) que p ,

(b) En déduire que (u,) diverge.

2 - On suppose a présent |g| < 1. Montrer que (u,,) tend vers 0.

14



Exercice 4. Un classique. On considére une suite réelle (u,,) croissante, convergeant vers [.

n

1 - Montrer que la suite (v, )nen+ de terme général v,, = — Zuk est croissante.
n
k=1

(Up, + Vp).

| —

2 - Montrer que pour tout n € N*, vy, >

3 - En déduire que (vy,)nen converge vers [.

Exercice 5. Un autre classique.

1 - Montrer que pour tout x € R, on a

1
:c—§:c2<1n(1+:c)<a:.

2 - En déduire la limite de la suite (u,) de terme général

n ki
) N

Exercice 6. Développement décimal d’un réel.

1 - Approximation décimale d’un réel.

Soit x € R. Lo Lo .
On considére les suites (u,) et (v,) de terme général u,, = [ mnx] et v, = [ N Onx] + Ton"

(a) Montrer que (u,) converge vers = et que pour tout n € N, u, (resp. v,) fournit
une approximation de x a 10™" prés par défaut (resp. par exces).

Pour tout n € N, on a [10"z] < 10"z < [10"z] + 1, d’ou ['on tire:

[10"2] [1072] 1
<r< + ,
[107] [107] — [107]
1
c’est a dire u, < v < v,. On en déduit aussi que 0 < © — u,, < 107} et 0 <
1
Uy — T < 07" Ainsi, (uy,) et (v,) convergent vers x (théoréme d’encadrement),

et pour tout n € N, u,, (resp. v,) fournit une approximation de x par défaut (resp.
exces) de x a 107" pres.

15



(b) On considére la suite (a,) définie par ay = [x] et a,11 = 10" (u, 41 — u,,) pour
tout n € N. Montrer que pour n > 1, a,, est compris entre 0 et 9.
Soit n € N. On a, par définition de la partie entiére:

[10"1z] < 10" < [10"Mx] + 1,

[10"2] < 10"z < [10"z]+1,

c’est a dire:
10", < 10"l < 10", + 1,

10", <10"r < 10™u, +1,
En particulier, on a 10"y, > 10"tx — 1 et —10™u,, = —10"x, d’ou l'on tire
A1 = 10" (upy g —uy,) > 10" 2 —1-10""1y = —1, et donc a, 1 = 0 (on vérifie
aisément que a,,1 est entier). Un raisonnement similaire donne a,+1 < 10, ce

qut permet de conclure.

(c) Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes.

9
On déduit de ce qui précéde que 0 < Uppq — U, < Tonit pour tout n € N, ce
qui garantit la croissance de (uy,). D’autre part, pour tout n € N, v, — v, =

Tom+1 107 F Upg1 — Up = Upy1 — Up — Tone1 > 0 en vertu de ce qui précéde. On

en déduit la décroissance de (vy,). Enfin, la suite (u, — v,) converge vers 0: ces
deux suites sont donc adjacentes.

n o0
(d) Montrer que pour tout n € N, u,, = E—kk En déduire que z = Z% '
= -0
Soit n e N*.
n n k
L 0" (up — up—1)
Z—k % oo T
k=0 k=1 10
— Z (up — up—1) + ao
k=1
= U, — Uy + ag (on rappelle que ay = )

On conclut en utilisant le fait que x est la limite de (u,) lorsque n tend vers

I"infina.

Cette écriture est appelée développement décimal de x et les réels a, sont les
chiffres de z.

2 - Résultats de densité.

(a) Montrer que Q est dense dans R.

Soit x € R. Nous venons d’établir que la suite (u,) définie dans la partie précé-
dente était une suite de rationnels convergeant vers x. Ainsi, tout réel peut
s’exprimer comme limite d’une suite d’éléments de Q, ce qui signifie que Q est
dense dans R.
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(b)

(c)

Montrer que pour tout entier relatif z, 2% est pair si et seulement si z est pair. En
déduire que v/2 est irrationnel.

Soit z€ 7.

Si z est pair, alors z = 22" avec 2/ € Z. Donc z* = 4(2')* = 2 x 2(2')?, et 2% est
pair.

Si 2% est pair, on peut raisonner par l'absurde pour montrer que z est pair.

Pour montrer que v/2 est irrationnel, on raisonne par Uabsurde en supposant

V2 = £ avec p, ¢ deux entiers non nuls premiers entre deux. On a donc 2 = p?/q,
et p? est pair. Par suite, p est pair d’aprés ce qui précede. Ainsi p s’écrit sous la
forme p = 2p’ avec p' entier. Mais alors on a 2q* = 4(p')?, et q est pair (car ¢*
Uest aussi), ce qui contredit le fait que p et q soient premiers entre eut.

En déduire que R\Q est dense dans R.

Soit x € R. Considérons le réel y = x + /2. Q étant dense dans R, il existe une

suite (y,) d’éléments de Q qui converge vers y. La suite (x,) de terme général
Ty = UYn — /2 est alors une suite d’irrationnels convergeant vers y — V2 = x.

3 - Développement décimal propre.

(a)

(b)

0
a
Montrer que le développement décimal x = Z—k
= 10%
propre, c’est a dire que la suite (a,) n’est pas stationnaire & 9 & partir d’'un

certain rang.

obtenu dans la partie 1 est

Nous allons raisonner par l'absurde. Supposons que la suite (a,) soit stationnaire
a9 a partir d’un certain rang N € N (c’est a dire que a,, =9 VYn = N). Soit
p e N*.

N+p

. AN +j+1

UN+p = Z 10% Zlok Z 10N+i+1
9 p—1 1 J
BARSTEY (1—0)

=0
L (Y
—UNT N 10/ )

En passant a la limite sur p, on obtient alors x = uy + —=, c’est a dire x = vy,

10N’

ce qui est en contradiction avec x < v, pour tout n € N. On en déduit que le
[oe}

ay
développement décimal © = 21—0’“ est propre.

Montrer que tout nombre réel positif admet un unique développement décimal
propre.

Nous allons une nouvelle fois raisonner par l’absurde. Supposons qu’il existe deux
[oe}

o0
‘ . L ay by,
suites d’entiers distinctes (a,) et (by,) telles que x = g_;)l—()k = ;_301—0’“ Posons
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N =min{neN tq. a,#0b,} (sous-ensemble non vide de N). On a donc en
particulier ay # by. Sans perte de généralité, supposons que by < an (c’est
a dire by < ay — 1). Supposons aussi N = 1 (le cas N = 0 ne présente pas
de difficulté particuliére, la contradiction venant du fait que les développements
décimaux considérés impliquent [x] = ag = by ).

Les développements décimaux étant propes, il existe M € N, M > N tel que
by <9. Soitp> M. On a:

S b
up_Zlgk:ZT&er—NJr Z 1_m+m—M+ Z 10k

k=0 k= k=M+1

9-0b
Considérons alors la suite (w,) de terme général u,, + TMM ,neN. On a

N-1

9 — by b, by S, 9 Py,
W = Up oM —Zl—ok+10—N+ 2, 10 Fom T 2, 10%

k=N+1 k=M+1

> >

<Y

k N 10k
k:01 10 k= N+110

, P9 1 1\" N 1 \
Un calcul basique donne Z 105 — 1oV 1— 10 < oV d’ou l’on

k=N+1
b by +1
tire wy, < 2 —kk + N - Cette majoration étant uniforme par rapport a p, on
=10 10
N-1
by by + 1
en déduit que lim w, < — + . Or, par définition de N, on a :
que ,;0 T par defi
= +1 Ha a Y a a
lim w —k < S A PN EE g
poo L ; oF " 10N ~ 10k 10V Z 2108~ 10k
D’aqutre part, hm 0w, = lim u,, + =M > u, et on aboutit o une contradiction
p—0 10M

(x < z). Ceci permet d’établir ['unicité du développement décimal propre.

4 - Application : R n’est pas dénombrable.
Rappel: Un ensemble E est dénombrable s’il existe une bijection de N dans F.

Indication: On montrera par I’absurde que [0, 1[ n’est pas dénombrable. En supposant
qu’'une application bijective f : N — [0, 1] existe, on pourra considérer la suite (w;,)
ol w, est la n-iéme décimale de f(n) et étudier la surjectivité de f.

Supposons qu’il existe une bijection f : N — [0,1[. Considérons la suite (w,) ou w,
est la n-ieme décimale du développement décimal propre de f(n). Pour tout n € N,
on définit un entier b, compris entre 0 et 8 différent de w,. Considérons alors le
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0
b
réel x € [0, 1] dont le développement décimal propre est donné par x = Z—k Par

k=0
construction, la n-iéme décimale de x est différente de la n-iéme décimale de f(n). On

en déduit, par unicité du développement décimal, que x # f(n) pour tout n € N, ce qui
compromet la surjectivité de f.

Exercice 7. Suites de Cauchy. Une suite (u,,) est dite de Cauchy si elle vérifie
Ve >0,INeN,V(p,q) e N* , p,g= N = |u, —u,| <c.

1 - Une propriété générale : Montrer que toute suite convergente est de Cauchy.

Soit (u,) une suite convergente, de limite (.

Soit ¢ > 0.

Il existe N € N tel que pour tout n = N, on ait |u, — (| < &/2.

Soit p,g=N. on a: |uy —ug| = |up — 0+ 1 —uy| <|up, =1+ |ug— Ll <2x¢e/2=c¢.
On en déduit que (u,,) est de Cauchy.

2 - Un exemple de suite de Cauchy non convergente.
1
On considére la suite (u,) de terme général u,, = o
k=0""

(a) Soient p,q € N, tels que p > q. Montrer que pour tout entier k vérifiant ¢ + 1 <
k < p, on a:

1 1 1
— < .
k' (g + 1) (g + 1)k—(atD)

Soit p,q € N avec p > q. Soit k € [q + 1,p].

o Sik=q+1, alors = 1 et linégalité est vérifiée.

(q+ 1)F-rD
e Sik>qg+1,0na

k
K=+ D! ][] 72 @+ D g+ D20 = (g+ 1)l(g+ DY,
J=q+2
ce qui permet de conclure.

(b) En déduire que la suite (u,) est de Cauchy.

P P
1 1 1
Soit p,q e N avec p > q. On a u, — u, = Z el . Z S S
k:qu! (Q+1)!k=q+1(Q+1) (a+1)

p p—(g+1) J
1 1 q+1
D’autre part : E —_— = E ( ) < .
p g+ DEer) A (g + 1) q
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3 - Cas

(a)

(b)

(d)

: +1 1 1
On en déduit que u, — u, < x> - _ =
g (¢+1! qq!
Au final, pour tout p,q € N*, on a

1 1
qq"" qq!

),

ty — y| < max(

ce qui permet de conclure que |u, — u,| peut étre rendu arbitrairement petit pour
p, q suffisamment grands.

Montrer que (u,) n’est pas convergente dans Q (on pourra se servir de l’exercice
1).

(un) est une suite de rationnels qui converge vers une limite réelle e qui n’est pas
rationnelle. Ainsi, (u,) est de Cauchy dans Q mais ne converge pas dans Q.

des suites réelles.

Montrer que toute suite de Cauchy réelle est bornée.

Soit (u,) une suite de Cauchy réelle. On pose ¢ = 1. Il existe N € N tel
que, pour p,q < N, on ait |u, — u,| < 1. En particulier, pour tout p = N,
on a |luy —u,| < 1, ce qui donne uy —1 < u, < uy + 1. Posons a présent
M = max {ug, - ,uy,uy + 1} et m = min{ug, - ,un,uny + 1}. On a par con-
struction m < u,, < M pour tout n € N.

Soit (u,,) une suite de Cauchy réelle. Pour tout n € N, on note W,, = {ux, k> n} .

Justifier 'existence de a,, = inf(W,,) et b, = sup(W,,), et montrer que a, < u, <
by,.

Soit n € N. Notons tout d’abord que W,, < {uy, ke N} =: W . D’aprés ce qui
précede, W, est borné et non vide. Il admet donc une borne supérieure et une
borne inférieure. On peut donc définir a, = inf(W,,) et b, = sup(W,,).

Par définition, on a u, € W, et par suite a,, < u,, < b,.

Montrer que (a,) est croissante et que (b,) est décroissante.

SoitneN. On a W, = {ug, k=n+1} < {up, k =n} =W,. La suite (W,) est
une suite décroissante (au sens ensembliste) d’ensembles.
On en déduit que pour tout n € N:

iIlf(Wn+1) = Hlf(Wn) et Sup<Wn+1) < Sup(Wn> )

d’ot l'on déduit que (a,) est croissante et (b,) est décroissante.

Soit € > 0. Montrer qu’il existe N € N tel que, pour p > n > N on ait

supu, < u, +¢/2 et infu, =>u, —¢/2.
p=n p=n

Soit € > 0. La suite (u,) étant de Cauchy, il existe N € N tel que, pour tout
p.q =N, on ait |u, —u,| <e/2.
Soit n = N. Pour tout p = N, on a |u, —u —n| <¢e/2, c’est a dire u,, —e/2 <
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up < /2 4 uy,.
Ceci étant valable pour tout p = n, on en déduit:

Uy, — /2 < inf u, et supu, < up+ £/2,
p=xn p<n

c’est a dire u, —e/2 < a, et b, <u, —e/2.

(e) En déduire que (a,) et (b,) sont adjacentes, puis que (u,) converge. Ainsi, on a
0<b,—a,<(u,+¢/2)— (u, —¢/2) =¢.

On en déduit que (b, — a,) converge vers 0, et donc (a,) et (b,) sont adjacentes.
Comme on a a, < u, < b, pour tout n € N, on conclut avec le théoréme des
gendarmes.

Exercice 8. Convergence de séries. Etudier la convergence des séries numériques de terme
général:

i = ; ne
(i) u, = ()"’ N\ {0, 1} .

(ii) unzzn—n,neN.

(iii) u, = sin <n?7r) ,neN.

2n
(iv) up = —sin(a)**, ne N*, aeR.
n

(v) unzi,nehﬂ*.

In(y/n+ 1)

Exercice 9. Autour du critére d’équivalence

1 - On considére (u,,) une suite de réels strictement positifs et on pose, pour tout n € N,
Unp,

1+ u,

Uy =
(a) Montrer que u,, — 0 si et seulement si v, — 0, et que dans ce cas, u,, ~

n—-+0o0 n—+0o0 n—-+0oo
Un-

(b) En déduire que les séries > u, et Y v, sont de méme nature.
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2 - On considére les séries de terme général:

(="

%k
= , neN* etv, =

U, T

Montrer que (u,) et (v,) sont équivalentes mais que les séries associées ne sont pas de
méme nature.

+—, neN*.

Exercice 10. Séries de Bertrand

1
Soient «, 8 deux réels. Pour tout n € N\ {0, 1}, on pose u, = ———. On étudie les
n(lnn)?
séries de la forme > u,, communément appelées séries de Bertrand.
Q@
1 - On considére le cas a > 1. On pose v = — Montrer que la suite (n"u,,) converge

vers 0. En déduire que )] u, converge.
1+ o

Notons que v = > 1. Pour tout n € N\ {0, 1}, on a

n’—e

(In(n))?

Comme v < «, on en déduit que la suite de terme général n"u, converge vers Q.

n'u, =

1
En particulier, pour n assez grand, on a u, < - La série Z — €tant une série de
n n

Riemann convergente (v > 1), on obtient la convergence de la série de terme général
Up-

2 - Montrer que si a < 1, la série >’ u,, diverge.
Pour tout n e N\ {0, 1 ! "
our tout n € N\ {0, 1}, on a nu, = o nn)? ~ (nn)?
On en déduit que la suite de terme général nu, diverge (théoréme de comparaison
des suites de référence). D’ou lexistence d’un rang N a partir duquel nu, > 1 (i.e.
u, = 1/n). D’apres le théoréme de convergence des séries a termes positifs, la série de

terme général u,, diverge.

3 - On considére a présent le cas o = 1. On considére la fonction
fﬁ : ]1, +OO[ —s R
1
z(lnz)?

€T >

(a) Montrer que fz est décroissante sur un intervalle du type |M, +oo[, o M est un
réel que 1'on précisera.
In(z) + B

~ ()P et donc f'(x) < 0 pour tout
2?(In(x

Pour tout x > 1, on a f'(z) =
r>e b
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(b) Etudier la convergence de Y u, dans les cas f <1, 5> 1et § = 1.
Indication : On pourra penser & utiliser les résultats de comparaison avec une
intégrale. Soit Ny € N tel que Ny > max(e™?,2). D’aprés le théoréme de

1
comparaison avec une intégrale, on sait que Z

@ 1
e t R
& n(in(n)? Lot(ln(t)ﬂ

dt sont

de méme nature. N
1
o f =1: Soit N = Ny. On aJ (D)7 ———dt = [In(In(?))]y, = In(In(N)) —

AN
. . 1
In(In(Ng)). On en déduit que ]\171_120 Noit(ln(t)ﬁ

dt = +o0o, et donc que la série

Z # diverge
n(In(n) Je

n>=Ngp
e 5 < 1: Pour N = Ny, on a JN ! dt = ! [ln(N)l_B _ ln(NO)l_B]. Il
No t(ln(t)ﬁ 1— 5

t li Y1 dt = +o0 et Y L

vient que Alim TEOE = e pa n{n(n) werge.
1
e 3 > 1: La formule précédente permet d’affirmer que dans ce cas Z (17()
n(ln(n
n=Ng

converge.

Exercice 11. Série harmonique - constante d’Fuler

Pour tout n € N*, E, =
our tout n on pose 2 =

k=1
k+1 1 1 k 1
(a) Montrer que J —dt < — pour tout k> 1 et que — J —dt pour tout k > 2
ot k k= )it
Considérons la fonction f définie sur [1,+o0| par f(x) = 1/x. [ est positive
décroissante, et donc on a, pour tout entier n = 1 et tout t € [N, n + 1]: n;—kl <

1 1
- < . En intégrant entre n et n+1, on a

t
1 n+1 1 1
<f Lit <
n+1 t n’

ce qui donne la premiére relation, ainst que la seconde pour k < 2 en posant
n+1=k.

(b) En déduire que pour tout entier n > 1, on a: In(n + 1) < E, < 1+ In(n),
puis que £, ~ In(n).

—+a0
Soit n = 1. La question précédente donne:

n+11 n k‘+11 n 1
ln(n+1)=f —dt—ZJ ;dt<ZE:En-

1 k=1Yk k=1
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2- ()

(b)

(d)

D’autre part, pour n =2, on a aussi (le cas n =1 est a traiter a part):

n 1 n k
E,o1=Y1> f

ce qui permet de conclure.

1 "
—ﬁ:fgﬁ:mm,

1 1

Pour tout n € N*, on pose u,, = E, —In(n). Montrer que la suite (), ., converge
vers un réel v compris entre 0 et 1. La constante v est appelée constante d’Euler.

1 1 n+11
P tout n € N* il — Uy = ———1 1)+1 = —— —dt =
our tout n L 0N A Uyt —U T n(n+1)+In(n) P J ;

n

n+1
1 1
J ( 1" ;) dt <0 (en utilisant une nouvelle fois la décroissance de t —
n

n

i R,. D’aprés ce qui précéde, on a, pour tout n € N*.

1
O<ln<1+—) =In(n+1)—In(n) < E, —In(n) <1.
n

On en déduit que (u,) est croissante, minorée par 0 et magjorée par 1, ce qui permet
de conclure.

Pour tout n € N*, on pose v, = E, —In(n + 1). Montrer que les suites (uy),
et (U)o« Sont adjacentes, de limite .

1
Pour tout IN* 1l — Up = -1 2) +1 1) = —
our tout n € N*, on a v, — v m— n(n +2) + In(n + 1) ]
n+21 n+2 1 1
J —dt = J — =) dt = 0. On en déduit que (v,) est croissante. Par
nt1t it \F+1

ailleurs, il est évident que (u, — vy,) tend vers 0. La suite (u,) étant convergente,
on en déduit le résultat.

Pour tout n € N*, on pose w,, = u,1 — u,. Montrer que la série de terme général
w, converge.

N
On considére la suite des sommes partielles définie par S, = Zwk = Upy1 — U
k=1

pour tout n € N*. D’aprés ce qui précede, la suite de terme général (u,,) converge,
et donc la suite (S,) converge, ce qui revient a dire que la série de terme général
(wy,) converge.

En déduire que

P

p p 1
Pour tout p € N*, onaSp=ZMn=2(Un+1—Un):2[ +1—ln( Zl)}
n n

n=1 n=1 n=1

p+1
1 -1
Z {— —In (n )} . D’apres ce qui précede, la suite (S,) converge vers y—uy =
n n

n=2
v —1, ce qui donne le résultat.
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Exercice 12. Formule de Stirling

On considére la suite (uy,)uen+ de terme général u,, =

1-

en

Pour tout n € N*, on pose v, = In(u,). Montrer que v, 1 — v, = O (

1
—2> En déduire
n

que la série de terme général v, — v, converge.

n+1/2
) . 1l vient:

U
Pour tout n € N*, A e(
n+1

Unp,

u n n+1/2
il — Up =1 n —1 n) =1 il =1
Up41 — U n(Upi1) — In(uy,) n( ) n e(n+1)
1 1 1 1
=1+|n+=)]ln n =l—(n+=-|In{l1+—).
2 n 2 n

1 1 1 1
On wutilise alors In (1 + —) =———+0 (—3> , pour obtenir:
n

n n  2n?
1 1 1 1 1
U"+1_U":1_(n+§)(ﬁ_ﬁ—FO(E)):O(E)

En déduire que (v, )nens €t (U )nenx convergent. On note [ la limite de (t, )nens-

D’apres ce qui précede, la série de terme général v, 1 — v, converge. Or, pour tout
n

neN* onals,:= 2 B (Vg1 — Ug) = Upyp1 — v1. On en déduit la convergence de la

suite (vy,), puis de la suite (u,) en utilisant la continuité de In.

Montrer que n! ~ l\/ﬁ(ﬁ> :
e

n——+oo

n! se\n
La convergence de la suite (u,) se traduit par | ~ — (—) , ce qui permet de
n—+00 \/ﬁ n

conclure.
On rappelle le résultat suivant (obtenu via les intégrales de Wallis - voir fiche INTEGRA-
TION):

24n n! 4
n—x n [(2n)!]

montrer que | = +/27.
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n 2 2n
On déduit de la question précédente n! ~ Il\/n <ﬁ) et 2n!  ~ Iv/2n (_n) .
e e

n—+0 n— -+

22n 77,' 2
D’autre part, la formule précédente nous donne: y/m = lim # On en déduit:

e ()

VT oo~ lim = ,

n—+00 n—>w J (l\/% <2?n> 2") V2

ce qui permet de conclure.
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