Fonctions de la variable réelle

Notions abordées

e Théoreme de Rolle.

e Théoréeme et inégalité des accroissements finis.
e Formule de Taylor-Lagrange.

e Théoreme des valeurs intermédiaires.

e Théoréeme de point fize, formule de la moyenne.

o Applications : développement limités, limites, recherche de zéros, polynémes, études de
suites.

1 Autour du théoréme des valeurs intermédiaires

1.1 Reésultats fondamentaux

1.1.1 Théoréme des valeurs intermédiaires

Proposition 1.1

Soit. A une partie non vide et bornée de R. On note M (resp. m) sa borne supérieure
(resp. inférieure). Alors il existe une suite d’éléments de A qui converge vers M (resp.

m).

Dem: Rappelons que par définition, M est le plus petit des majorants de A. En parti-
culier, pour tout n € N*, la quantité M — 1/n n’est pas un majorant de A, et donc il eziste
x, € A tel que M —1/n <z, < M. On déduit du théoreme des gendarmes que la suite (x,,)
ainsi construite converge vers M.



Proposition 1.2: Continuité séquentielle.

Soit A une partie de R et (z,), une suite d’éléments de A qui converge vers ¢ € A. Si
f est une fonction définie sur A a valeurs réelles continue en ¢, alors la suite (f(z,))
converge vers f (/).

Dem: Soite > 0. f étant continue en ¢, on a:
>0 , VeeAd |, |z—Ll<n=|f(x)—fl) <e.

La suite (x,,) converge vers £, donc il existe N € N tel que |z, — €| <n pour tout n = N. On
en déduit que |f(x,) — f(€)| < & pour tout n = N, et donc la convergence de (f(x,))) vers

f0).

Théoréme 1.1: Théoréme des valeurs intermeédiaires.

Soit f : I — R, continue sur un intervalle I, et a, b deux réels dans I avec a < b. Alors,
pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe c € [a, b] tel que f(c) = k.

Dem: Quitte a considérer g = —f, on suppose f(a) < f(b). Soit ke [f(a), f(b)].
Si f(a) = f(b), alors c = a ou ¢ = b convient. Supposons donc f(a) < f(b), et notons:

={zela,b] , flz)<k}.

A est un sous-ensemble non vide (a € A car f(a) < k) de [a,b] (et donc majoré par b).
Ainsi, A admet une borne supérieure, que l'on notera M. On va établir que f(M) < k et
f(M) =k, ce qui permettra de conclure que f(M) = k.

o f(M)<k: On a M = sup(A), donc il existe une suite (x,) d’éléments de A qui
converge vers M. Pour tout n € N, on a x, € A, et donc f(x,) < k. f étant continue
en M, on peut passer a la limite sur ces inégalités, et on déduit f(M) < k.

o f(M)>k:Si M =b, on aimmédiatement f(M) = f(b) = k. Supposons M <b. M
étant la borne inférieure de Uintervalle |M,b), il existe une suite (y,) d’éléments de
|M,b] qui converge vers M. Or, pour tout n € N, y, > M donc y, ¢ A, c’est a dire
f(yn) > k. Comme précédemment, en passant a la limite, on obtient f(M) = k.

1.1.2 Image d’un intervalle par une fonction continue.

A titre d’exercice d’application, on pourra démontrer les théorémes suivants:

Théoréme 1.2

L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.



Dem: Pour montrer que f(I) est un intervalle, il suffit de montrer que [y1,y2] < f(I)
pour tout couple (y1,y2) dans f(I) tel que y1 < yo. Considérons donc un tel couple. On a
y1 = f(a) et yo = f(b) avec a,be I.

Soit X € [y1,y2], c’est a dire f(a) < A < f(b). I étant un intervalle, f est continue sur
[intervalle J d’extrémités a,b. Le théoreme des valeurs intermédiaires garantit l’existence
dun réel c € J < I tel que f(c) = A. Par suite, X\ € f(I), et donc, A étant arbitraire,

[y1, 92] = (1)

Théoréme 1.3

Toute fonction continue f : [a,b] — R est bornée et atteint ses bornes.

Dem: On peut montrer dans un premier temps que [ est bornée en raisonnant par
Uabsurde : supposons f non bornée. Alors, pour tout n € N, il existe x, € [a,b] tel que
f(zn) > n. La suite (x,) est une suite d’éléments de l'intervalle [a,b]. D’apres le théoréme
de Bolzano-Weierstrass, on peut en extraire une sous-suite (T,)) qui converge dans [a,b].
Notons € cette limite. f étant continue, on a nlirfmf(xw(n)) = f(0). Or, pour tout n, on a

@(n) =n et donc f(xym)) > n, ce qui apporte une contradiction. Ainsi, f est bornée.
Il reste a établir que les bornes sont atteintes. Notons M = sup f(z). D’aprés la Proposition
z€[a,b]

1.1, il existe une suite (&,) d’éléments de |a,b] telle que (f(x,)) converge vers M. D’autre
part, on peut extraire de cette suile une sous-suite (Tyn)) qui converge vers A € [a,b], et
la continuité de [ assure que la suite (f(xym))) converge vers f(X). On déduit de ceci que
f(A) = M, et donc la borne supérieure est atteinte.

Un raisonnement analogue permet de montrer que c’est aussi le cas pour la borne inférieure.

]

Théoréme 1.4

L’image d’un segment par une fonction continue est un segment.

Dem: Ce résultat est une conséquence immédiate des deux théorémes précédents.

Application 1.1. Un théoreme du point fize. Soient a et b deux réels tels que a < b et soit
f une fonction continue sur U'intervalle [a, b] & valeurs dans l'intervalle [a,b]. Montrer qu’il
existe c € [a, b] tel que f(c) = c.

Considérons la fonction g définie sur [a,b] par g(z) = f(z) — x pour tout x € [a,b]. A
noter que g est continue sur |a,b], et que, f étant a valeurs dans [a,b], on a f(a) = a et
f(b) < b, c’est a dire g(a) = 0 et g(b) < 0. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
il existe ¢ € [a,b] tel que g(c) =0, c’est a dire f(c) = c.

3



Application 1.2. Premiére formule de la moyenne. Soient a et b deux réels tels que a < b
et soient f et g deux fonctions continues sur 'intervalle [a, b]. Montrer que si g est positive
sur [a, b], alors il existe c € [a, b] tel que

[ rwatrae = 0 [ oty ae.

Notons tout d’abord que si g est nulle, [’égalité est évidente. Supposons donc g non
identiquement nulle. On a alors SZg(:E) dx > 0 (exercice). f étant continue sur [a,b], elle
est bornée et atteint ses bornes. En notant m la borne inférieure et M la borne supérieure
de [ sur |a,b], on pose m = f(x,,) et M = f(xp) avec x,,, xp € [a,b]. Pour tout x € |a, b],
on a:

mg(x) < f(x)g(x) < My(z),

Flaw) | ) dr < | g dr < M | gla) do

En divisant cette derniere égalité par SZg(x) dr > 0, on applique le théoréme des valeurs
fo Sl
Sag

d’ou Uon tire:

intermédiaires a f pour obtenir lexistence d’un réel ¢ € [a,b] tel que f(c) =
d’ou le résultat.
Application 1.3. Soit f une fonction continue sur [0, 1] telle que f(0) = f(1).
(a) Montrer que, pour tout entier n non nul, il existe ¢, € [0,1 — 1/n] tel que:
fen) = f(en+1/n) .
Indication : on pourra considérer la fonction f, définie sur [0,1— 1/n] par
fu(@) = [z +1/n) = f(z),
et écrire f(1) — f(0) en fonction de f,.

On a: B )
(k) = Z[ (S8 -1 (5)] - rw-s0 -0,

k
L’égalité précédente implique qu’il existe ki, ko € [0,n — 1] tels que f, (—1) <0 et
n

k k
fn (—2) > 0 (dans le cas contraire, on aurait f, (—) > 0 pour tout k € [0,n — 1]
n

n
k

ou fp <—) > 0 pour tout k € [0,n — 1], ce qui proscrit pas la nullité de la somme).
n

Le théoréeme des valeurs intermédiaires implique qu’il existe ¢, € [0,1 — 1/n] tel que

fulcn) =0, c’est a dire f(c, +1/n) = f(c,).



(b) Montrer que si on remplace 1/n par un réel o €]0,1[ tel que 1/a ¢ N le résultat
précédent n’est plus vrai. On pourra considérer la fonction f définie sur [0, 1] par:

1 - o (222) o (22) 1]

Notons que f est continue sur [0,1] comme somme et produit de fonctions continues
sur cet intervalle. D’autre part, f(0) = f(1) = 1. Soit c€ [0,1 — «]. On a d’une part:

f0 = () = (5) 1)
et d’autre part:
e o () (e (2) 1)
o (22 ae) e o () 1) (s () 1)
0-a o () 1),

fleta) = g =0 a(eos () -1) =0

Ainsi:

[0}
()
< COS | — =
(8%
P
o _okr . kez
[0

sl/a=k |, keZ
Par hypothése, o > 0 et 1/a ¢ N donc on ne peut avoir f(c+ a) = f(c). 1l n’existe
donc pas de c € [0,1 — a] tel que f(c+ a) = f(c).

2 Théoréme de Rolle et corollaires

2.1 Théoréme de Rolle

Théoréme 2.1: Théoréme de Rolle.
Soit f : [a,b] — R, continue sur [a, b], dérivable sur |a, b[, telle que f(a) = f(b). Alors

il existe un réel c €a, b| tel que f’'(c) = 0.

Dem: [ étant continue sur [a,b], limage de [a,b] par f est un segment. On pose

f([aa b]) = [m> M]



e Sim = M, alors f est constante, ce qui implique que f' est nulle sur ]a,bl.

e Supposons m < M. On a donc m < f(a) ou f(a) < M. Supposons par exemple
m < f(a). Il existe k €]a, b| tel que f(k) =m (k #0b car f(a) = f(b) et f(k) < f(a)).

On obtient:
Vo €la, k[, f(z) = f(k) = f@ - £<k> <0,
Vo ek, bf, f(z) = f(k) = f(l;i — i(k) >0
f étant dérivable en k, on obtient:

d’ot l'on déduit la nullité de la dérivée en k. Un raisonnement analogue permet de
conclure dans le cas f(a) < M.

Remarque 2.1. La condition f continue sur [a, b] et f dérivable sur |a, b[ sont des conditions
nécessaires.
Pour illustrer le caractere essentiel de la condition de continuité, on considere

f:[0,1] —-R
rsi o r<l,

v 0st x=1.

On a f(0) = f(1) =0, et la dérivée de f ne s’annule en aucun point ou elle est définie.
Un exemple impliquant une fonction continue mais pas dérivable est donné par la restriction
de la fonction valeur absolue sur [—1,1].

2.2 Théoréme et inégalité des accroissements finis

Théoréme 2.2: Théoréme des accroissements finis.

Soit f : [a,b] — R, continue sur [a,b], dérivable sur |a,b[. Alors il existe un réel

c €la, b| tel que f(b) — f(a) = f'(¢)(b—a).

Dem: On considére la fonction g définie sur [a,b] par g(x) = f(b) — f(x) — (b —

b) —
x)if( Z))— Z:(a) pour tout x € [a,b]. g est continue sur |a,b] et dérivable sur la,b[. On a
b) —
gla) = f(b) — fla) — (b— Q)W =0 et g(b) = 0. D’apres le théoréme de Rolle, il
) —
existe ¢ €|a, b tel que ¢'(c) = 0, c’est a dire tel que M = f'(c).
—a
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Théoréme 2.3: Inégalité des accroissements finis.

Soit f : [a,b] — R, continue sur [a,b], dérivable sur |a,b[. S’il existe m, M € R tels
que m < f'(x) < M pour tout x €]a, b, alors:

m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a).

Dem: Conséquence immédiate du théoréme des accroissements finis.

2.3 Formule de Taylor-Lagrange

Théoréme 2.4: Formule de Taylor-Lagrange.

Soit n € N et f : [a,b] — R une fonction C™ sur [a, b] avec m > n, continue sur |[a, b].
Alors il existe un réel ¢ €]a, b[ tel que:

ne(k) (g (n+1) (.
f(b) = Zf k,( )(b—a)’“+ ﬁ(b—a)”“.

Indication : on pourra considérer la fonction

U:la,b] —R
no (k) (g _ p)ntl
x Mf(b)—zf k'( )(b—:c)kJrAi(lszr)l)!

avec A € R convenablement choisi.

Dem: On cherche a appliquer le théoréme de Rolle a la fonction ¥, continue sur [a, b]
et dérivable sur |a,b[. On a ¥(b) = f(b) — f(b) = 0. On détermine le réel A de sorte que
U(a) =0, ce qui donne:

S0 ) = f). (1

n o r(k+1) c n (k) c — )
\I//(C)Z—Ef ()(b—c)k-i-Zf ()]{I(b—c)kil—A(b )

k=0 k! k=1 k! nl
& f(k)(c) —1 C f(k) (c) —1 (b—co)
- _kzl(k;—m(b_C)k +;(k—1)'(b_ ) A
fo (o) w4 b—0)"
B n! (b—c) A n!



Ainsi, U'(c) =0 < A= —f"(c). Par suite, avec (1):
n f f(n+1) c .
2 a)f + (n+1()!>(b_a> .
k=0

2.4 Cas des fonctions a valeurs complexes

On consideére a présent le cas de fonctions a valeurs dans C. L’inégalité des accroissements
s'étend de la maniére suivante:
Théoréme 2.5: Inégalité des accroissements finis (version complexe).

Soit f : [a,b] — C, continue sur [a,b], dérivable sur |a,b[. S’il existe M € R tel que
|f'(x)] < M pour tout x €]a, b[, alors:

£(b) = f(a)| < M[b — al.
f(b) = f(a)

Indication : on pourra poser z = —————> = pe et p(x) = f(x)e™", puis appliquer le

théoreme des valeurs intermédiaires a une fonction a valeurs réelles convenablement choisie.

Dem: Soit z = M. On pose z = pe? avec p = 0 et € R. Considérons alors la
—a
fonction:
¢:la,b] — R
r > f(z)e®
oma #D =60 _ (1O =F@N o oo _ ) gin [ @] _ (60— la)
b—a b—a b—a b—a

p1(b) — ¢1(a)

; ot p1 = Re(yp). Notons alors que ¢ (et donc aussi p1) est continue sur [a,b],
—a

dérivable sur |a,b[ car f Uest aussi. D’autre part:

v ela,b], |oh(@)] < |¢'(@)] < |f'@)] < M

On peut alors appliquer le théoréeme des accroissements finis & 1, qui donne |p1(b)—¢1(a)| <
M|b — a|. Par suite:

d’ot le résultat.

Remarque 2.2. Donner un exemple montrant que le théoréme de Rolle n’est plus valable
dans le cadre des fonctions a valeurs complexes.

I suffit de considérer la fonction f: x € R — €, de dérivée f'(z) = ie™® pour tout v € R.
On a f(0) = f(27), mais la dérivée ne s’annule pas (fonction & valeurs dans le disque unité).
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3 Exercices d’application

Exercice 1. Calcul de limites. On considére la fonction f : R* — R définie par f(z) =
exp(1/z).

1 - Montrer que, pour tout z > 0, il existe ¢, €]z, x + 1 tel que

f@) = flo+1) = Zexp(1/er).

€T

2 - Montrer que la fonction g : v — — eXp ( ) est strictement décroissante sur R .

)

3 - En déduire que liI}_l x? (exp < ) — exp <
r—+00
Exercice 2. Développements limités.

1 - Démontrer le résultat suivant:

Lemme 3.1

Soit I un intervalle contenant 0 et f une fonction définie sur 7. On suppose qu’il
existe M > 0 et p € N tels que pour tout x € I:

|f(2)] < Mlz]”.
Si f posséde une primitive F' sur [ alors:

|F(z) — F(0)] < M|z|P*! et F(z) = F(0) + o(z)

au voisinage de 0.

2 - Déterminer un développement limité & l'ordre 3 en 0 de sin.
3 - (a) Montrer qu’il existe un intervalle I <] — 1, 1[ contenant 0 tel que:

1
1+

3
— (1 -2+ 2?) <§|x|3 , Veel.
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(b) En déduire un développement limité a l'ordre 3 en 0 de In(1 + z).

Exercice 3. Etude de suites.

n
1
On consideére les suites définies par u,, = ZE et v, = In(n) pour n e N*.
k=1

1 - Montrer que pour tout £ € N*, on a:

— <1 1) —1 <
) n(k + 1) — In(k)

=

2 - En déduire que les suites (uy)nenx €t (vp)nen+ sont équivalentes en +co.

Exercice 4. Recherche de zéros d’une fonction, dérivabilité.

1 - Soit f: I — R, n fois dérivable.
Montrer que si f s’annule n + 1 fois alors ™ s’annule au moins une fois.

2 - Soit P un polynome de degré n + 1 admettant n + 1 racines réelles distinctes.

(a) Montrer que P’ posséde exactement n racines réelles distinctes.

(b) Montrer que le polynéme P? + 1 ne posséde que des racines simples dans C.

3 - Soit f : I — R, deux fois dérivable. Soient a, b, c trois points distincts de I. Etant
donnés trois réels ., A\p, Ae, on considére le polynéme P défini pour tout x € R par

P(z) = M(z —b)(x —¢) + Mp(x — ¢)(z — a) + A\e(x —a)(x —]).
(a) Déterminer \,, Ay, A, tels que

Pla)=(b—-a)f(a) , Pb)=(0-a)f(b) , Plc)=(b-a)f(c).
(b) En déduire qu’il existe d € I tel que

f(a) f(b) f(c)
(a—b)(a—c) (b—c)b—a) (c—a)(c—=b) 2

Exercice 5. Un second théoreme du point fixe.
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1 - On se propose de démontrer le théoréme suivant:

Théoréme 3.1: Théoréme du point fixe de Picard.

Soit f une application de [a, b] dans [a, b], k—lipschitzienne avec k < 1. La suite
définie par
ZTo € [a'7 b] y Tn+l = f(xn) ) VneN

converge vers I'unique solution « dans [a, b] de I'équation f(x) = x et on a, pour
tout n e N:

k,n
1—k

|z, — a| < k"|zg —a et |z, —al < |z1 — 0| .

(a) Montrer que f admet un point fixe et que ce point fixe est unique.
(b) Montrer que |z, — | < k"|zg —al ,Vn e N.

L
1—k

Indication : On pourra commencer par montrer que [Ty, — Tp| <

(c) Montrer que |z, — o] < |z — o] ,Vn € N.

TR
xo| ,Vn e N, pe N*.

1
2 - On considére la fonction f définie sur R* par f(x) =4 — 1 In(z) .

(a) Montrer que I = [3,4] est stable par f (i.e. f(I) < I) et que pour tout z € I,

, 1
1f(z)] < 12

(b) Montrer que f admet un unique point fixe a dans l'intervalle I.

(c) On considére la suite (u,) définie par ug € I et u,y1 = f(u,) ,¥n € N. Montrer
que (u,) converge vers « et déterminer une valeur de n permettant de donner un
encadrement de o & 107° prés.
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Correction des exercices

Exercice 1. Calcul de limites. On considére la fonction f : R* — R définie par f(x) =
exp(1/z).

1 -

Montrer que, pour tout x > 0, il existe ¢, €]z, x + 1] tel que
1
flo) = flz+1) = 5 exp(l/cz).

Soit © € R*. La fonction f est continue sur [z,x + 1] et dérivable sur |z,x + 1[.
D’apres le TAF, il existe ¢, €|z, x + 1] tel que f(x + 1) — f(x) = f'(c.), c’est a dire

f) ~ fla+1) = exp (i) |

T CﬂC

1 1
Montrer que la fonction g : & — — exp (—) est strictement décroissante sur R .
x x

*

T,ona:

1l s’agit simplement de calculer la dérivée de g. Pour toutt € R

1\ 1 1
g(t) =— (2 + %) 73 €XD (;) < 0, donc g est décroissante.

1 1
En déduire que lim 2?2 (exp <—) — exp <—>) =1
T—+00 x z+1

D’aprés ce qui précéde, on a, pour tout x > 0:

1 1 - 1 1 - 1 1
———exp|—— | <sexp|— | < sexp| =] -
(x +1)2 Pler1 c2 P Co 22 P 2

En multipliant par x° et en utilisant la question 1, on aboutit a:

22 LY 1 1 _ 1
(x+1)2€Xp r1+1) ST A\FP\L P T SR\ )

22
On utili lim ——
n utilise enfin m CESNE exp (

le théoreme des gendarmes.

r+1

xr—+00

1
) = lim exp (—) = 1 pour conclure avec
x

Exercice 2. Développements limités.
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1 -

Démontrer le résultat suivant:

Lemme

Soit I un intervalle contenant 0 et f une fonction définie sur I. On suppose qu’il
existe M > 0 et p € N tels que pour tout x € I:

|f ()] < Mlz|”.
Si f posseéde une primitive F' sur [ alors:
|F(z) — F(0)| < M|z|P*! et F(z) = F(0) + o(zP)
au voisinage de 0.
Notons tout d’abord que si f admet une primitive F' sur I, alors F est continue et
dérivable sur I, et on a F'(x) = f(x) pour tout x € 1.

Soit x € I. D’apres le TAF, il existe ¢ €]0,x[( si x > 0) ou c €]z, 0[( si x < 0) tel que
F(z)— F(0) = xf(c). On en déduit que

|[F(2) = F(0)] = [2]]f(c)] < Mla|e[” < Mlaf"",

d’ou le résultat. A noter que F(x) = F(0) 4+ e(z) avec e(x) = F(x) — F(0), et |e(x)| <
M|z|P* | donc F(z) = F(0) + o(zP).

Déterminer un développement limité a l'ordre 3 en 0 de sin.

Pour tout x € R, on a |sin(z)| < 1. La fonction F définie par F(x) = — cos(z) pour
tout x € R est une primitive de sin. Le lemme précédent s’applique donc (avec M = 1
etp=20), et on a, pour tout x € R

| — cos(z) + 1] < |z].

Considérons a présent la fonction g définie par g(x) = 1 — cos(x) pour tout x € R. La
fonction G définie sur R par G(z) = x — sin(z) est une primitive de g. Une nouvelle
application du lemme (avec M =1 et p = 1) donne alors, pour tout z € R

|z — sin(z)| < |2)?.

De méme, par de nouvelles applications successives du lemme, on obtient:

22
VieR |, Eﬁ—cos(az)—l < Jzf?,
PULS:
23
VeeR | g—ksin(x)—x < Jzf*,
23
ce qui fournit un DL de sin a Uordre 3 en 0 : sin(z) = v — 5 + o(z?)
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3 - (a) Montrer qu'il existe un intervalle I <] — 1, 1[ contenant 0 tel que:

1 3
—(1— HN<|2P , Voel.
- (e < S v
| |z
Un calcul élémentaire donne —(1—x+2a?)| = —— (x) pour tout x €
+x 1+
] —=1,1].
1
En second lieu, on a lir% o2~ 1, ce qui garantit ’existence d’un intervalle
T— X

I <] —1,1] contenant 0 tel que

1
— 1‘ < 3 pour tout x € I. En particulier,
x

1 3
<_7
1+ 2

pour tout x € I, on a 0 < ce qui, combiné a (), fournit le résultat
demandé.
(b) En déduire un développement limité a 'ordre 3 en 0 de In(1 + x). On considere

1
la fonction f définie sur I par f(x) = —— — (1 —x +2?). La fonction F définie

x21 +x9§
sur I par F(z) =1In(1 +x) — (:p -5t 3) est une primitive de f. D’apres le
lemme, on a, pour tout x € I:
T 3
In(1 —z—=+=]| < =|z*.
n(l+ ) (x 5+ 3) 2|x|
2 28

On en déduit un DL a l'ordre 8 deln(1+x) en 0: In(1+2x) =z — 5t 3 +o(z?).

Exercice 3. Etude de suites. .

On considere les suites définies par u,, = ZE et v, = In(n) pour n € N*.
k=1

1 - Montrer que pour tout k£ € N*, on a:
! <In(k+1) 1(/7<:)<1
—— <In —In(k) < —.
E+1 k
Soit k € N*. On consideére la fonction f définie sur [k, k + 1] par f(z) = In(x). f est

continue et dérivable sur [k, k + 1], et on a, pour tout x €|k, k + 1], s fl(x) =
1

- < T D’apres UIAF (qui s’applique aussi avec des inégalités strictes), on a donc
x
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2 - En déduire que les suites (u,)nenx €t (v, )nenx sont équivalentes en +co.

Il s’agit de sommer les inégalités précédentes. Soit n € N*. On a:
n

];k—ﬂ < kz_:{ (In(k +1) —1In(k)) < ZE’ ce qui équivaut a:

k=1
+ ! l<lnn+1)<

Uy + —— — n(n Uy, -
n+1

On en déduit que lim wu, = +o0.
n—-+0o0

Par suite, la suite (u,) étant a termes strictement positifs, on a, pour tout n € N*

1/ 1 1 1
1+—< —1)<M<1.
Unp TL+]. U,

La divergence de (u,,) vers 400 nous assure que le membre de gauche tend vers 1 lorsque

. In(n +1
n tend vers +00. On conclut par le théoréme des gendarmes que lim g =1,
n— 400 Unp,

c’est a dire que (uy,) et (v,) sont équivalentes en +o0.

Exercice 4. Recherche de zéros d’une fonction, dérivabilité.

1 - Soit f: I — R, n fois dérivable.
Montrer que si f s’annule n + 1 fois alors f™ s’annule au moins une fois.

Considérons f une fonction n fois dérivable, s’annulant en n + 1 points distincts ag <
ap < -+ < ay,.

Commengons par étudier la dérivée de f. Soitk € [1,n+1]. On a f(ar—1) = f(ax) = 0.
[ étant continue et dérivable sur l'intervalle [ay_1, ag|, le théoreme de Rolle nous assure
Uexistence d’un by €lag—_1,ax| tel que f'(by) = 0. L’entier k étant arbitraire dans
[1,n+ 1], et les intervalles |ag_1,ax| , k € [1,n+ 1] étant disjoints, on en déduit que
f" s’annule en n points distincts.

Supposons a présent n = 2. Si l’on s’intéresse a la dérivée seconde, il suffit d’appliquer
ce résultat a [ pour obtenir que f” s’annule en n — 1 points distincts.

De maniére plus générale, une récurrence immédiate donne que pour tout entier j < n,
9 s’annule en n — j + 1 points distincts.

En particulier, f™ s’annule au moins une fois.

2 - Soit P un polynome de degré n + 1 admettant n + 1 racines réelles distinctes.

(a) Montrer que P’ posséde exactement n racines réelles distinctes.

D’apres ce qui précéde, P’ admet au moins n racines réelles distinctes. D’autre
part, deg(P') = deg(P) — 1 = n, donc P’ admet au plus n racines. On en déduit
que P' admet exactement n racines réelles distinctes.
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(b) Montrer que le polynéme P? + 1 ne posséde que des racines simples dans C.

Etude préliminare
Notons tout d’abord que P s’écrit sous la forme P(X Z —ay), ou les

(ak)k=0,.. n désignent les racines réelles de P. En partzculzer P e R[X].

Posons Q P2+1, et considérons a une racine de Q. On a Q(a) = (P(a))? + 1.
On en déduit que o ne peut étre réel. En effet, P étant un polyndéme a coefficients
réels, on a:

aeR= Pla)eR= (P(a))’+1>1.

Raisonnons par l'absurde, en supposant que ) admette une racine multiple o. On
a alors Q' () = 0, c’est a dire 2PP'(a) = 0. On en déduit que o est une racine
de P ou une racine de P’'. Dans tous les cas, d’aprés la question précédente, o est
réel. Ceci est en contradiction avec Q(a) = 0 qui implique que o n’est pas réel.
En conclusion, Q) n’admet pas de racine multiple.

3 - Soit f : I — R, deux fois dérivable. Soient a, b, c trois points distincts de I. Etant
donnés trois réels \,, Ay, A¢, on considére le polynome P défini pour tout x € R par

(a)

(b)

P(z) = M(z = b)(x —¢) + Mp(x — ¢)(z — a) + A\e(x —a)(x —b).
Déterminer \,, Ay, A tels que

Pla)=(b—a)f(a) , PO)=(b-0a)f(b) , Plc)=(-a)flc).

P(a) = (b—a)f(a) & Aa(a—b)(a—c) = (b—a)fla) & A =

(b—a) . _
b—ab-0 C>f(b) t e
En déduire qu'il existe d € I tel que

fla) f(b) f(e) 1,
@—ha—0 0-ob-a  c-ae-b 2 D

On obtient de méme X\, =

Considérons la fonction g définie par g(x) = (b —a)f(z) — P(x) pour tout x € I.
Notons que g est deux fois dérivable en tant que somme d’un polynome et d’une
fonction deux fois dérivable. D’apres ce qui précéde, g(a) = g(b) = g(c) = 0. Les
points a, b, c étant distincts, on en déduit que la dérivée seconde de g s’annule en
un point de I. Or:

g'(d) = (b—=a)f"(d) = P"(d) = (b—a)f"(d) =2 (X + X + Ac)

, f(a) f(b) f()
= (b=a)f'(d) = 2(b - a) [(a—b)(a—c) T-ob-a) (c—a)(c—b)} |

de sorte que la relation ¢"(d) = 0 donne le résultat attendu.
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Exercice 5. Un second théoreme du point fixe.

1 - On se propose de démontrer le théoréme suivant:

Théoréme: Théoréme du point fixe de Picard.

Soit f une application de [a, b] dans [a, b], k—lipschitzienne avec k < 1. La suite
définie par

To € [a’7b] y Tpyl = f(xn) ) VneN
converge vers I'unique solution « dans [a, b] de I’équation f(z) = x et on a, pour
tout n € N:

kn
1—-k

|z, —al < E"|xg—a| et |z, —a| < |z — 0] -

(a) Montrer que f admet un point fixe et que ce point fixe est unique.
Ezistence
Considérons la fonction g définie par g(x) = x— f(x) pour tout x € [a,b]. [ étant
a valeurs dans [a,b], on a f(a) = a et f(b) <b, c’est a dire g(a) < 0 et g(b) = 0.
On cherche donc a appliquer le TVI a la fonction g, ce qui garantira [’existence
d’un « € |a,b] tel que g(a) = 0, c’est a dire f(a) = a. Pour cela, il suffit donc
de montrer que g (ou f, de maniére équivalente) est continue sur [a,b].
On sait que [ est k-lipschitzienne sur [a,b], c¢’est a dire :

¥(xy) € [a, 0], [f(z) = f(y)] < klz -yl

€

Soit x € |a,b], et soit e > 0. On pose n = = D’apres ce qui précéde, pour tout

y € |a,b] vérifiant |z — y| < n, on aura |f(x) — f(y)| < klz —y| < k x % = ¢.
Donc f est continue en x. x étant arbitraire, [ (et donc g) est continue sur [a, b]
et le TVI s’applique pour g.

Unicité

Supposons qu’un autre point fize § existe. La fonction [ étant k-lipschitzienne,
on a:

oo = 5| = [f(a) = F(B)] < Kl = 5]
On en déduit que (1—k)|a—pB] <0, ce qui est absurde car0 <k <1 et |a—/f] >0

(b) Montrer que |z, — a| < k™|xg —al ,Vn e N.
Remarquons tout d’abord que l’inégalité est triviale sin = 0.
Soit ne N*. |z, — | = |f(xn_1) — fla)| < k|zn—1 — af.
Une récurrence immédiate donne |x, — a| < k™|xy — af.
La suite de terme général k™ converge vers 0 (|k| < 1). On en déduit que la suite
(x,) converge vers .
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k,TL
1—-k

Indication : On pourra commencer par montrer que |Tpi, — op| <

(c) Montrer que |z, — a| < |z1 — 20| ,Vn € N.
kn

1—-k

|1 —
To| ,Vn e N, pe N*.

Soit n € N*. |1 — 20| = |f(xnr1) — flan)| < klz, — 201

Comme précédemment, une récurrence immédiate donne |z, 11 —x,| < k™|z1 —x0].

Notons que ce résultat reste vrai st n = 0.
Soit pe N*. On a

p
Ln+p — xn| = Z (xn+i - xn+i—1)
i=1

2

<

e

Il
—

’anri - anrz'fl’

7

< knJrz'fl’xl _ xO‘

-

Il
—

i b1
< |ZL‘1 — l‘0|k3nZkl
=0
< |IE1 — l’0|k3nﬂ .

Ceci étant valable pour tout p € N*, on obtient le résultat en passant a la limite
sur p.

1
2 - On considére la fonction f définie sur R* par f(x) =4 — ) In(z) .

(a) Montrer que I = [3,4] est stable par f (i.e. f(I) < I) et que pour tout z € I,

!/ 1
< —.
7)<
In(3 In(4
On a f(3) = 4—% <4det f4) =4-— nfl) > 3. Pour tout x € [3,4], on
1
a f'(x) = 1 On en déduit que f est décroissante et que pour tout x € I,
x

If(2)] < % Onadonc:3<zx<4= f4) < f(x) < f(3) =3 < f(z) < 4.
Donc I est sable par f.

(b) Montrer que f admet un unique point fixe a dans l'intervalle I.
Notons g la restriction de f a Uintervalle I = [3,4]. g est une application définie
sur I, a valeurs dans I, et k-lipschitzienne avec k = T Le théoréme du point

fixe nous assure que g admet un unique point fivze o dans I, et que la suite (uy,)
définie par ug € I et u,1 = f(uy,) pour tout n € N converge vers c.

(c) On considére la suite (u,) définie par ug € I et u,1 = f(u,) ,Vn € N. Montrer
que (u,) converge vers « et déterminer une valeur de n permettant de donner un
encadrement de o & 107> prés.
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La convergence de (u,) vers a a été établie dans la question précédente. Prenons

xog = 7/2, de sorte que |rg — a| < 5 D’apres le théoreme précédent, pour tout

1/1\"
neN, onalr,—al < 3 <E) . Pour avoir une approximation de o ¢ 107° pres,
1/1\"
il suffit donc de choisir unn € N tel que 3 <E) < 1075, c’est a dire 12" > 5.10%,
In(5.10%)

In(5.10%
n(12) " Il suffit donc de prendre n > l%} + 1.

d’ot Uon tire n >
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