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Préparation aux épreuves écrites du CAPES

SUJET BLANC N°1

Durée : 5 heures.
Le sujet est constitué quatre problémes indépendants.

—— PROBLEME 1 : Théoréme d’approximation de Weierstrass

Le but de cette partie est de démontrer le théoréme suivant :

Théoreme d’approximation de Weierstrass
Toute fonction continue sur un intervalle [a, b] est limite uniforme d’une suite de fonctions poly-
nomiales.

A - Théoréme de Heine

On rappelle ici la définition de la continuité uniforme ainsi que le théoréme de Heine :
Définition

On dit qu'une fonction f est uniformément continue sur I C R si

Ve>0,n>0,Y(z,y) € I*, lz—y|<n = |flx) - fly)| <e.

Théoréme
Toute fonction continue sur un intervalle fermé borné [a, b] est uniformément continue.

On se propose de démontrer ce théoréme par I’absurde. On considére donc une application f : [ =
[a,b] — R, continue, mais pas uniformément continue.

1 - Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que, pour tout n € N*| il existe (z,,,y,) € I? tel que

7 =yl < et [F(an) = )] > =

2 - On consideére a présent les suites (2, )nen+ et (Yn)nen+ obtenues a la question précédente.

(a) Montrer que I'on peut extraire de (2 )nen+ une sous-suite (o) Jnens d’éléments de I qui
converge.

(b) Montrer que pour tout n € N*, on a

1
[Ty = Yum] < — et [f(@pm) = fYpm)l > &

(c) Montrer que ngrfoo Tp(n) = ngrfoo Yy(n)> Puis conclure.



B - Etude préliminaire

1 - Soient z,y € R. Montrer que

n
Zkz <Z> 2FynF = an(z +9)" ! pour tout n > 1,
k=0

et
Zk(k: -1) <Z> 2y = 2?n(n — 1)(z +9)" 2 pour tout n > 2.
k=1

Indication : on pourra utiliser la formule du bindme

2 - On considére un entier n > 2. Pour tout x € [0, 1] et tout entier k& < n, on pose

w(z) = (Z) 21— 2) R

Montrer que :
Zuk(x) =1, Z kug(x) = nx et Z k(k — Dug(z) = n(n — 1)z,
k=0 k=0

3 - En déduire que pour n > 2, on a :

n

Z(k — nx)?uy(z) = nz(l — x).

k=0

C - Polynomes de Bernstein

On considére une application f continue sur [0, 1], & valeurs dans R, et n € N*. Pour tout z € [0, 1],

on pose Ba) - E": (Z) 2F(1 = 2k (S) .

k=0
- £ (%)

Indication : on pourra utiliser la relation Y, ur(x) =1 et multiplier par f(z).

1 - Montrer que pour tout x € [0,1], on a :

k=0

2 - Soit € > 0. D’aprés la partie A, f est uniformément continue sur [0,1]. Par conséquent, il
existe n. > 0 tel que

Voe,y € [0,1] , |z -yl <n.=|f(x) - fly) <e/2.

Pour z € [0,1], on pose : K.(z) = {k € [0,n], |k — nz| < nn.}. Montrer que
k
>, |[f@)—f <5)

keK.(x)
3 - On note M = sup{|f(z)|, z € [0,1]}.

ug(z) <e/2.




(a) Montrer que

nx 2
> f(x)_f<5> up(z) <2M ) (k - 2) ug ()
k¢K:(x) " k¢ K< (z) e
(b) En déduire
> | -1 (5)|wie) < gz

k¢ Ke(z)

4 - En déduire qu’il existe Ny € N tel que pour tout n > Ny, on ait :

sup [f(z) — Bn(z)| <€,
z€[0,1]

puis conclure que la suite de polynémes (B,,) converge uniformément vers f sur [0, 1].

5 - On considére a présent le cas d’une fonction continue g définie sur un intervalle [a, b] quelconque.

On considére la transformation affine ¢ : [0,1] — [a,b] définie par ¢(z) = a + (b — a)z pour
tout = € [0,1], et on note f = g o . Pour tout n € N*, on note P, = B, o ¢!, oul B, est le
polynoéme de Bernstein d’ordre n associé a f.

Montrer que la suite de fonctions (P,) converge uniformément vers g.

— PROBLEME II : théoréme de Gauss - LucCas

A - Convexité dans le plan complexe

On introduit les définitions suivantes :

e Etant donnés a,b € C, on définit le segment d’extrémités a et b par :
[a,b] = {Aa+ (1 —X)b, A€ [0,1]} .
e On dit qu'un sous-ensemble C' de C est convexe si
Ve,ye C,lx,yl CC.

1 - Soient a,b deux nombres complexes. On considére le segment d’extrémités [a, b].

(a) Soient z,y € [a,b]. Montrer qu'il existe A, A, € [0, 1] tels que, pour tout A € [0,1] :
A+ (1 =Ny=[Me+ 1 =N)NJa+ M1 =X)+ (1T =) (1 —=Ay)]b.

(b) En déduire que [a,b] est convexe.

2 - On considére (C;);er une famille de parties convexes de C. Montrer que I'intersection ﬂCZ- est

el
convexe.
3 - Soit C une partie convexe de C.
Montrer par récurrence que pour tout n € N*, tous z1,--- ,xz, € C et tous Ay, -+, A\, € RY :

M@+ o+ A

eC.
YN

3



4 - Soit A un sous-ensemble de C. On note A ’ensemble de toutes les parties convexes contenant
A, et on pose Conv(A) = ﬂ C.
CeA
(a) Soit K un convexe contenant A. Montrer que Conv(A) C K
(b) Montrer que Conv(A) est le plus petit convexe contant A. On dit que Conv(A) est
I’enveloppe convexe de A.

B - Théoréme de Gauss - Lucas

Soit P € C[X] un polynoéme non constant. On note ay, - - , a, ses n racines distinctes, de multiplicité
respectives aq, -+ , a,. Pour tout i € [1,n], on pose
P H — ak L
k#i

n
1 - Montrer que P’ = cZai(X — ai)o‘i_lPi , avec ¢ € C*.
i=1
/

P
2 - En déduire que — = Z

X —a;
3 - Soit a € C une racine de P’ telle que P(a) # 0.

(a) Montrer que Z| (@ —a;) =0.

— a2|2
. . Arar + -+ Apap
b) En déd lexist de Ay, -+, A\, € R tel = .
(b) En déduire l'existence de A\ n * tels que a VT
= DY 1 I
) ) mnjf- .
(c) On note A ={a; an}. Montrer que les racines de P’ sont dans Conv(A)

—— PROBLEME III : trace et projecteurs

Pour tout ce probléme, on fixe un entier n > 2 et un R-espace vectoriel £ de dimension n.
Pour une matrice A = (a;;)1<ij<n € Mn(R), on rappelle que sa trace, notée Tr(A), est définie par

n
= g Qjg-
i=1

1 - Montrer que pour tous A, B € M, (R), on a Tr(AB) = Tr(BA).
2 - En déduire que deux matrices semblables ont méme trace.

3 - Pour un endomorphisme u de E, on définit sa trace comme étant la trace de la matrice de u
dans une base de E. Justifier que la trace d’'un endomorphisme est bien définie.

On appelle projecteur de E, tout endomorphisme p de E vérifiant pop = p.
4 - Soit p un projecteur de FE.
(a) Veérifier que kerpNImp = {0g}.
(b) En déduire que E = kerp @ Imp.

(c) En utilisant la question précédente, montrer que Tr(p) = rgp.



(d) Un endomorphisme u de E vérifiant Tr(u) = rgu est-il nécessairement un projecteur ?

5 - Soit u un endomorphisme de E de rang 1.

(a) Montrer qu'il existe une base B = (ey,...,e,) de E telle que la matrice matp(u) de u
dans B soit de la forme
0 0 (05}
0 0 a9
matis () = .
0 0 ayp
ol «1,...,q, sont des éléments de R.

(b) Démontrer que u est diagonalisable si, et seulement si, la trace de u est non nulle.
(c) On suppose que Tr(u) = rgu = 1. Démontrer que u est un projecteur.

(d) Soit p 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est la matrice

1 1 -1
A=11 1 -1
1 1 -1

Démontrer que p est un projecteur et déterminer son image, puis son noyau.

—— PROBLEME IV : endomorphismes cycliques

Soit un entier n > 2 et un R-espace vectoriel £ de dimension n. Un endomorphisme u de E est dit
cyclique si et seulement sil existe un vecteur e de E tel que (e,u(e),...,u" 1(e)) soit une base de
E.

1 - Dans cette partie, on considére le cas ot E = R2.

(a) Soient u, v et w trois endomorphismes de R? ayant respectivement pour matrices dans la

base canonique,
01 10 0 0
A_<0 0>,B_<O 2) etC-(O 1).

Montrer que ces trois endomorphismes sont cycliques.

(b) Montrer qu'un endomorphisme u de R? n’est pas cyclique si et seulement s’il existe un
réel A tel que u = Aidg2 (c’est-a-dire u est une homothétie vectorielle).

2 - Soit u I'endomorphisme de R? de matrice
0 00
D=10 10
0 01

dans la base canonique.

(a) L’endomorphisme w est-il une homothétie ?
(b) Calculer u2.

(c) En déduire que u n’est pas cyclique.

3 - Dans cette partie, on fixe un entier n > 1 et on considére 'application f de R,,[X] dans R, [X]
qui & tout polyndéme P de R,,[X] associe le polynoéme @ défini par Q(X) = P(X +1) — P(X).



(a) Veérifier que f est un endomorphisme.

(b) Montrer que pour tout entier k compris au sens large entre 1 et n, le polynéme f(X k) est
exactement de degré k — 1.

(c) En déduire que pour tout polynéme P de R, [X] non constant, on a
deg(f(P)) = deg(P) — 1.

(d) Montrer que f est cyclique.
(e) Déterminer le noyau de f.
(f) En déduire que Im f = R,,_1[X].



