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SUJET BLANC N°1 - Correction

= PROBLEME I : Théoréme d’approximation de Weierstrass

Le but de cette partie est de démontrer le théoréme suivant :

Théoreme d’approximation de Weierstrass
Toute fonction continue sur un intervalle [a, b] est limite uniforme d’une suite de fonctions poly-
nomiales.

A - Théoréme de Heine

On rappelle ici la définition de la continuité uniforme ainsi que le théoréme de Heine :
Définition

On dit qu'une fonction f est uniformément continue sur I C R si

Ve>0,n>0,Y(z,y) € I*, lz—y|<n = |flx) - fly)| <e.

Théoréme
Toute fonction continue sur un intervalle fermé borné [a, b] est uniformément continue.

On se propose de démontrer ce théoréme par I’absurde. On considére donc une application f : [ =
[a,b] — R, continue, mais pas uniformément continue.

1 - Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que, pour tout n € N*, il existe (z,,,y,) € I? tel que

o =yl < et 1) = )| >
Si f n’est pas uniformément continue, on a :
Je>0,¥n >0, 3(x,y) € la,b]?, |z —y| <n et|f(x)— fly)|>e.
E’Qn particulier, pour tout n € N*, en appliquant ce qui précéde avec n = 1/n, il existe (T, yn) €
1 tel que

o =l < et 1Fam) = fgn)] > =

2 - On considére a présent les suites (z,,)nen+ €t (yn)nen+ obtenues a la question précédente.

(a) Montrer que I'on peut extraire de (zn,)nen+ une sous-suite () Jnens d’éléments de I qui
converge.

La suite (z,,)nen+ est une suite d’éléments de I = [a,b]. Elle est donc bornée, et d’aprés
le théoreme de Bolzano-Weierstrass, on peut en extraire une sous-suite (mw(n))neN* qut
converge.

b) Montrer que pour tout n € N*, on a
(b) que p ,

1
[Ty = Yum)] < — et [f (@) = FYpm)l > &



Soit n € N*. Par construction, on a

1
|Typ(n) = Ypm)| < o) et |f(@ym)) = f(Ypm))l > €. (1)

D’autre part, 1 étant une fonction croissante de N dans N, on en déduit que ¥(n) > n,

c’est a dire —— < —, ce qui permet de conclure.
P(n) ~ n
(c) Montrer que nll)rfoo Top(n) = nll)rfoo Yy(n)> PUis conclure.

La suite (Ty(n) Jnen+ est convergente. Notons x sa limite (notons que x € [a,b]). D’apres ce

1

qui précede, |Tym) — Ypm)l < — pour tout n € N*. On en déduit que (Yy(n))nen+ converge
n

ausst vers x.

La fonction f étant continue en x, on a nEI-iI-loo f(@ymy) = nEI—fr—loof(yw(n)) = f(x), ce qui

: : : . B 3 o
contredit la relation (1) (qui donne nll)rfoo |f (@) = fWpm))|l = €). On en déduit que la

fonction f est uniformément continue.

B - Etude préliminaire

1 - Soient z,y € R. Montrer que

n
Zk <Z> 2Py = zn(z +y)""'  pour tout n > 1,
k=0

n
Zk(k: -1) <Z> a2y F = 2?n(n — 1)(z +y)"?  pour tout n > 2.
k=1
Indication : on pourra utiliser la formule du bindéme

Soient x,y € R.

n

Soit n > 1. La formule du binéme donne (x + y)" = <Z> xky"_k. En dérivant cette
k=0

expression par rapport a x, on obtient :

n
n—1 _ n k-1, n—k
a9 =Y (1) ket ®
k=1
d’ot l'on tire la premiére relation en multipliant par x.
n
Soit n > 2. On dérive (2) par rapport ¢ x : n(n—1)(z +y)" 2 = <n> k(k — 1)ak—2ynF
2

pour obtenir la seconde relation en multipliant par x~.

On considére un entier n > 2. Pour tout = € [0, 1] et tout entier k£ < n, on pose

w(z) = (Z) 2k (1 = 2) (k)

Montrer que :

Zuk(x) =1, Z kug(x) = nx et Z k(k — Dug(z) = n(n — 1)z,
k=0 k=0



Il s’agit simplement d’utiliser ce qui précéde avec y =1 — x.

Zuk =Y (1) ea- 0 =y =1

kO

Zkuk Z (k:) kab(1— )R = pe (2 4+ (1 —2)" ' = na.

Zk (k—1)ug(z ( ) Fl—z)" % = 22n(n—1) (z + (1 — 2))"? = 2®n(n—-1) .

3 - En déduire que pour n > 2

Z(k — nz)?uy(z) = nz(l — ).

k=0
On a (k —nx)? = k? — 2knz + (nx)? = k(k — 1) + k(1 — 2nz) + (nx)2. On en déduit :

Z(k: —nx)up(z) = Zk(k: — Dug(z) + (1 — Qnm)Zkuk(x) + (nx)QZuk(x)
k=0

k=0 k=1 k=0
=n(n — 12?2 + (1 - 2nz)nx + n’ax?
=nz(z(n—1)+1-2nx+nz) =nz(l —x).

C - Polynémes de Bernstein

On considére une application f continue sur [0, 1], & valeurs dans R, et n € N*. Pour tout z € [0, 1],

on pose Ba) - E": (Z) 2F(1 — 2k f (S) .

k=0
-1 (%)

Indication : on pourra utiliser la relation Y . _qugp(x) =1 et multz’plier par f(x).

Soit x € [0,1]. Notons tout d’abord que f(x Zuk Z <Z> (1 — )" f(2).

o)
3 - () -0

k=
2 - Soit € > 0. D’apreés la partie A, f est uniformément continue sur [0, 1]. Par conséquent, il
existe 1. > 0 tel que

1 - Montrer que pour tout z € [0,1], on a :

(@) = Bala)| <3

k=0

Par suite :

[f(z) = Bu(z)| =

= up(x)
k=0

Ve,y € (0,1, z -yl <ne=[f(x) - fly)l <e/2.

Pour z € [0,1], on pose : K.(z) = {k € [0,n], |k — nz| < nn.}. Montrer que

S @) - f <§)

keK.(x)

up(z) <e/2.




Soit x € [0,1], et soit k € K.(x). On a |k —nz| < nne, c’est a dire |k/n — x| < n.. On en

7f (%) — f(x)‘ <&/2. Par suite :
@) -1 ()

3 - On note M = sup{|f(z)|, z € [0,1]}.

(a) Montrer que

déduit que

D

keK.(x)

> f(w)—f<k> ) < 2M Z _Zj up () .

k¢ Ke(z) k¢ Ke(x)

x). On a |k — nx| > nn., c’est & dire ——=—
(@). On a [k~ nal > nn o

Soit k ¢ K
|f(k/n) — f(x)] <2M. On en déduit :
k
S - (ﬁ) up(e) <2M Y ug(x) < 2M Z up(x).  (3)
k¢K-(2) k¢ K- (z) k¢ K- (x
(b) En déduire
k M
Z flz)—f <—> ug(z) < 5 -
n 2nn;z
kg Ke(x)
On déduit de (3) et de la question B-3 :
k 2M
> -1 (5)|ue < ¥ t-nelu
kg Ke(x) © k¢ Ke(x)
2M &
<=5 (k- nx)?uy ()
2 =0
2M

< 2mv(l—azc)

1
Une étude de fonctions basique donne que sup{|z(1 —z)|, z € [0,1]} = 7 qui permet

de conclure.
4 - En déduire qu’il existe Ny € N tel que pour tout n > Ny, on ait

sup [f(z) — Bn(z)| <¢,
z€[0,1]

puis conclure que la suite de polynémes (B,,) converge uniformément vers f sur [0, 1]

(7o) -
(s60-

Soit x € [0,1]. On a
1) =Bl <3 o

<Zuk

kGK(:v n k¢ K (x)
< + M
2 2nn2
On a lim ——5 =0 ce qui garantit existence d’un entier Ny tel que 5 < £/2 pour tout
n—-+o0 2nn* nmng
n > NQ.



Ceci étant valable pour tout x € [0,1], on en déduit que pour tout n > Ny :

sup |f(x)—Bp(x)| < e.¢e étant arbitraire, on en déduit que la suite < sup |f(x) — Bn(x)]>
neN*

x€[0,1] z€0,1]
converge vers 0, c’est a dire que la suite de fonctions (By,) converge uniformément vers f sur
[0,1].

5 - On considére a présent le cas d’une fonction continue g définie sur un intervalle [a, b] quelconque.
On considére la transformation affine ¢ : [0,1] — [a,b] définie par ¢(x) = a + (b — a)x pour
tout = € [0, 1], et on note f = g o . Pour tout n € N*, on note P, = B, o ¢!, oul B, est le
polynéme de Bernstein d’ordre n associé a f.

Montrer que la suite de fonctions (P,) converge uniformément vers g.

La fonction f = gop est définie et continue sur [0, 1] comme composée de fonctions continues.
D’aprés ce qui précede, la suite de fonctions (By,) converge uniformément vers f sur [0,1]. En

d’autres termes, la suite ( sup |f(x) — By(x)| | converge vers 0. L’application ¢ étant une
xz€[0,1]

bijection de [0,1] dans [a,b], on a :

sup [g(y) — Pu(y)| sup |g(¢(z)) — Pulp(2))]
y€la,b] z€[0,1]

On en déduit que ( sup |g(y) —Pn(y)|> converge vers 0, autrement dit que (P,) converge
y€(a,b]
uniformément vers g sur [a,b].

— PROBLEME II : théoréme de Gauss - LUCAS

A - Convexité dans le plan complexe

On introduit les définitions suivantes :

e Etant donnés a,b € C, on définit le segment d’extrémités a et b par :
[a,b] = {Aa+ (1 —=N)b, A€ [0,1]} .
e On dit qu’un sous-ensemble C' de C est convexe si
Ve,ye C,lx,yl CC.

1 - Soient a,b deux nombres complexes. On considére le segment d’extrémités [a, b].

(a) Soient z,y € [a,b]. Montrer qu'il existe A, A, € [0, 1] tels que, pour tout A € [0,1] :
A+ (1 =Ny=[Ms+ 1 =) Ja+ M1 =X)+ (1T =) (1 —=Ay)]b.

x € [a,b) =3I\, €[0,1], z = Azga+ (1 = A)b

yelabl =3 e0,1],y=Arat(1-A)b

Par suite, pour tout A € [0,1], on a :

Az + (1= Ny = Mo+ (1= MAgla+ AL = A) + (1= A)(1—A)b .



2 -

(b) En déduire que [a,b] est convexe.

On revient a la définition de la convexité : il s’agit d’établir que pour tous x,y € [a,b],
on a [x,y] C [a,b]. Les éléments de [x,y] sont de la forme Az + (1 — \)y avec A € [0,1].
D’aprés ce qui précéde, pour tout X € [0,1], on a

A+ (1 =Ny=[Me+ 1 =N Ja+ M1 =Xz)+ (1= )(1=Ay)]b.
Un calcul immédiat donne
M+ (1= DA+ A1 = X)) + (1= A) (1 =), =1. (4)

En posant B = Az + (1 = X)Ay, on a Az + (1 — N)y = fa+ (1 — B)b, et la relation (4)
donne immédiatement 3 € [0, 1].
Au final, pour tout A € [0,1], Ax + (1 — N)y € [a,b], c’est a dire [x,y] C [a,b].
On considére (C});cr une famille de parties convexes de C. Montrer que 'intersection ﬂC’i est
convexe. el

Sotent x,y € ﬂC’i. Pour tout i € I, on a z,y € C;, et l'ensemble C; étant convexe, on a

el
[z,y] C C;. Ceci étant valable pour tout i € I, on a donc [x,y] C ﬂCi, et par suite ﬂCi est
iel iel
conveze.
Soit C une partie convexe de C.
Montrer par récurrence que pour tout n € N*, tous x1,--- ,x, € C et tous Aq,--- , A\, € RY :

M@+ o+ A

eC.
M4+

Initialisation : Pour n = 1, la propriété est trivialement satisfaite.
Hérédité : supposons la propriété vraie au rang n, et montrons qu’elle est vraie au rang n + 1.

k
Considérons x1,--+ ,xp41 € C et Ay,-+- , A\py1 € R Pour tout k <n+1, on note s, = Z)‘i'

i=1

ATt A1 g AT+ A+ Ay n Ant1%n41
A+ 4 A

Sn4-1 Sp41
_ 8n (Alxl_%"'+'Anxn> +_An+1

Sn

Tn+1 -

Sn+1 Sn+1

ATy + -+ AT
et z =
Sn+1 Sn
a:v=Az+ (1= Nzps1 avec X € [0,1] et z,2p41 € C. On conclut que v € C' en invoquant la
convezité de C.

On pose alors A =

. Par hypothése de récurrence, z € C et on

Conclusion : la propriété est vraie pour tout entier n > 1.

Soit A un sous-ensemble de C. On note A ’ensemble de toutes les parties convexes contenant
A, et on pose Conv(A) = ﬂ C.

CeA
(a) Soit K un convexe contenant A. Montrer que Conv(A) C K

On a K € A, et donc Conv(A) = ﬂC’ = ﬂ c ﬂK On en déduit que
CeA CeA\{K}
Conv(A) est inclus dans K.

(b) Montrer que Conv(A) est le plus petit convexe contant A. On dit que Conv(A) est
I’enveloppe convexe de A.



Par construction, Conv(A) contient A (intersection d’ensembles contenant A). D’apres la
question 2, Conv(A) est conveze en tant qu’intersection de convexes. D’autre part, d’aprés
la question précédente, Conv(A) est inclus dans tout convexe contenant A. On en déduit
que c’est le plus petit (au sens de linclusion) convexe contenant A.

B - Théoréme de Gauss - Lucas

Soit P € C[X] un polynoéme non constant. On note aq, - - ,a, ses n racines distinctes, de multiplicité
respectives aq, -+, a,. Pour tout i € [1,n], on pose
P H — ak
k#i

n
1 - Montrer que P’ = CZ%‘(X —a;)% 1P, avec c € C*.
i=1

On écrit P sous forme factorisée : P = cH — ;)" avec ¢ € C*. En utilisant la régle de
dérivation des produits, on en déduit :

n

P = CZ i (X —ay)™™ 1H —ag)™* | = czn:ozi(X —a)* P,
=1

=1 k#i

/

P
2 - En déduire que — Z

X—al
P, 1

Pour tout i € [1,n], on a 5= X On en déduit :

P " a1 Pi _ "oy
= Z

3 - Soit a € C une racine de P’ telle que P(a) # 0.

(a) Montrer que Zm( —a;) =0.
7

n

P(a) étant non nul, I’égalité précédente donne P'(a)/P(a) = E S 0, ce qui équi-
— a4 —a
1=1

vaut @ ;L (a —a;) =0, ou encore, les (0t;)i=1,.. n €tant réels : Z |a — az|2 —a;) =
0, d’ou le résultat.

A Y
(b) En déduire I'existence de A,--- , A, € R tels que a = ot ndn.

M+,
Pour tout ¢ = 1,--- ,n on pose \; = |0171|2 € R%. D’apres ce qui précéde, on a
a—a
Z)\ = 0, c’est a dire : aZ)\Z = Z)\ a;. Les (N;)i=1,..n €tant non nuls, on

Arar + -+ Apay

aboutit a a =
M+ A




(c) On note A = {ay,--- ,a,}. Montrer que les racines de P’ sont dans Conv(A).

Rappelons que Conv(A) est le plus petit convexe contenant A. Considérons a une racine

de P'.
Si a est aussi une racine de P, alors a € A et donc a € Conv(A) (Conv(A) contient A).
Si a n’est pas racine de P, alors, d’apres la question précédente, il existe Ay,--- , A, € RY
Atar + -+ Apa ,
tels que a = 1 " Les éléments a1, - -+ ,ay étant dans Conv(A), la question
A+t

B-3 garantit que a € Conv(A). Au final, les racines de P" sont dans Conv(A).

= PROBLEME III : trace et projecteurs

Pour tout ce probléme, on fixe un entier n > 2 et un R-espace vectoriel £ de dimension n.
Pour une matrice A = (a;;)1<ij<n € Mn(R), on rappelle que sa trace, notée Tr(A), est définie par

TI‘(A) = i Qg g.
i=1

1 - Montrer que pour tous A, B € M, (R), on a Tr(AB) = Tr(BA).
Soient A = (a;;) et B = (b;;) deux matrices de My(R). Alors,

Tr(AB) =) (Z aikbki> => (Z aikbki> => (Z bmdm) = Tr(BA).
i=1 \k=1 k=1 \i=1 k=1 \=1
(Cli-dessus, on utilise le fait que l’on peut intervertir des sommes finies).

2 - En déduire que deux matrices semblables ont méme trace.

Soient A et B deux matrices semblables de My, (R). Il existe alors P € GL,(R) tel que B =
P~YAP et ainsi, en utilisant la question 1,

Tr(B) = Tr((P~1A)P) = Te(P(PtA)) = Tr((PPHA) = Tr(A).

3 - Pour un endomorphisme u de F, on définit sa trace comme étant la trace de la matrice de u
dans une base de E. Justifier que la trace d’un endomorphisme est bien définie.

Les matrices d’un méme endomorphisme sont semblables, donc leurs traces ne dépendent pas
de la base choiste.
On appelle projecteur de E, tout endomorphisme p de E vérifiant pop = p.
4 - Soit p un projecteur de E.

(a) Vérifier que kerp NImp = {0g}.
Rappelons que kerp et Imp sont des sous-espaces wvectoriels de E ; ils contiennent en
particulier Og.
Soit x € kerp NImp. Alors, il existe y € E tel que x = p(y). Comme pop = p on a
p(x) =poply) = ply) = x et comme x € kerp, on a p(z) = 0g, d’ou x = O, ce qu’il
fallait montrer.

(b) En déduire que E = kerp @ Imp.
D’apres la question précédente, les sous-espaces vectoriels kerp et Imp sont en somme

directe. De plus, par le théoréeme du rang, on a dimkerp + dimImp = dim FE, donc E =
ker p @ Im p.



(c)

(d)

En utilisant la question précédente, montrer que Tr(p) = rgp.
Soit (e1, ..., es) une base dekerp et (f1,..., fr) une base de Imp. Comme E = ker p@Im p,

la famille (eq,...,es, f1,..., fr) forme une base de E. Pour chaque i € {1,...,s}, on a
p(e;) = O car e; € kerp, et pour chaque j € {1,...,r}, on a p(e;) = e; car ej € Imp
et pop = p. Ainsi, la matrice de p dans la base (e1, ..., es, f1,..., fr) est une matrice

diagonale de rang r = rg(p).

Un endomorphisme u de E vérifiant Tr(u) = rgu est-il nécessairement un projecteur ?

1 1) dans la base

Non. Prenons par exemple lendomorphisme de R? de matrice A = (0 1

canonique. Alors rg(A) = 2 = Tr(A) mais A? = <(1) i) 7 A.

5 - Soit u un endomorphisme de E de rang 1.

(a)

(b)

(c)

(d)

Montrer qu’il existe une base B = (ey,...,e,) de E telle que la matrice matg(u) de u
dans B soit de la forme

0 0 (65}

0 0 a9

matg(u) = .

0 0 ap
oll a1, ..., q, sont des éléments de R.
Par le théoréeme du rang, on a dimkeru = dimFE — rgu = n — 1. Soit (e1,...,e,—1)
une base de ker u que l’on compléte en une base B = (ey1,...,e,) de E. Alors, la matrice
matg(u) est de la forme ci-dessus avec oy, ..., o, vérifiant u(e,) = ajer + ... + apey,.

Remarquons pour la question suivante que Tr(u) = ay,.

Démontrer que u est diagonalisable si, et seulement si, la trace de u est non nulle.
D’aprés la question précédente, le polyndme caractéristique de u vaut X" (X — Tr(u)).
Ainsi, si Tr(u) = 0, l'endomorphisme u a pour unique valeur propre 0, mais comme il
n’est pas nul, il ne peut étre diagonalisable.

Par contre, si Tr(u) # 0, alors Tr(u) est une seconde valeur propre de multiplicité 1.
Comme dimkeru =n — 1, on a alors

E = ker u @ ker(u — Tr(u)ld)

et en particulier, u est diagonalisable.

On suppose que Tr(u) = rgu = 1. Démontrer que u est un projecteur.

0 00
0 00
Dans ce cas, d’aprés ce qui précede u est diagonalisable de matrice diagonale Do
0 --- 0 0
0 --- 01
Ainsi, u? = u et donc u est un projecteur. (On pourrait aussi remarquer que u étant dia-

gonalisable de valeur propre 0 et 1, alors X (X —1) est un polynéme minimal de u et ainsi
u(u — 1) =0, c’est-a-dire u? = u.)

Soit p I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est la matrice

1 1 -1
A=11 1 -1
1 1 -1

Démontrer que p est un projecteur et déterminer son image, puis son noyau.



On peut soit calculer A? qui vaut A, soit remarquer que rgp = 1 car les trois lignes de
A sont identiques et Tr(p) = Tr(A) =1+ 1 —1 = 1. Ainsi, p est un projecteur. Comme
rgp =1, on a Imp = Vect((1,1,1)). Par ailleurs, on remarque que p(1,0,1) = p(0,1,1) =
(0,0,0) et comme dimkerp = 2, on en déduit que ker p = Vect((1,0,1),(0,1,1)).

= PROBLEME IV : endomorphismes cycliques

Soit un entier n > 2 et un R-espace vectoriel ' de dimension n. Un endomorphisme u de E est dit
cyclique si et seulement s’il existe un vecteur e de E tel que (e,u(e),...,u" 1 (e)) soit une base de

E.

1 - Dans cette partie, on considére le cas ot E = R2.

(a)

(b)

Soient u, v et w trois endomorphismes de R? ayant respectivement pour matrices dans la

base canonique,
01 10 0 0
A_<0 0>,B_<O 2) etC-(O 1).

Montrer que ces trois endomorphismes sont cycliques.

A <(1)> = <(1)>, ainsi les vecteurs (0,1) et u(0,1) = (1,0) forment une base de R?* donc u

est cylcique.

Le vecteur v(1,1) = (1,2) n’est pas colinéaire a (1,1) donc v est également cyclique.
Enfin, le vecteur w(1,1) = (0,1) n’est pas non plus colinéaire a (1,1) donc w est cyclique.
Montrer qu'un endomorphisme v de R? n’est pas cyclique si et seulement sil existe un
réel \ tel que u = Aidp2 (c’est-a-dire u est une homothétie vectorielle).

Si u est une homothétie, alors pour tout vecteur e, le vecteur u(e) est colinéaire a e donc
u ne peut étre cyclique.

Si u n’est pas cyclique, alors pour tout vecteur e, la famille (e,u(e)) n’est pas une base
de R? et donc il existe un réel Ao tel que u(e) = Aee. Alors, u(1,1) = (A1), A1,1)) et
u(l, 1) = u(l, 0) + U(O, 1) = ()\(170), 0) + (0, )\(071)) = ()\(171), )\(171)). Az’nsz’, )\(170) = )\(171) =
A(o,1) €t donc si on pose A = A1), on a alors u = Aidge.

2 - Soit u I'endomorphisme de R? de matrice

0 00
D=0 10
0 01

dans la base canonique.

(a)
(b)
(c)

L’endomorphisme u est-il une homothétie ?

Non, car D est diagonale avec deuz valeurs propres différentes.
Calculer u?.
On vérifie facilement que D?> = D donc u® = u.

En déduire que u n’est pas cyclique.

Par conséquent, si e est un vecteur de R3, alors u®(e) = u(e) et la famille (e, u(e),u?(e))
ne peut former une base de R3. L’endomorphisme u ne peut donc pas étre cyclique.

3 - Dans cette partie, on fixe un entier n > 1 et on considére l'application f de R,[X] dans R, [X]
qui & tout polynéme P de R,,[X] associe le polynéme @ défini par Q(X) = P(X +1) — P(X).
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(a)

(b)

(d)

Vérifier que f est un endomorphisme.

Soit un réel A et deux polynémes Py, Py de degrés au plus n. Alors

fOP 4 P)(X) (AP + P)(X +1) = (AP + B)(X)
= AP(X +1)+ (X +1) = AP(X) + Px(X)
= MP(X+1) = Pi(X)) + (P(X + 1) — P(X))

= (Af(P1) + f(P2)(X).

Ainsi, f est linéaire.

Montrer que pour tout entier k& compris au sens large entre 1 et n, le polynome f(X*) est
exactement de degré k — 1.

Soit k € {1,...n}. Alors,

FXF) = (X +1)F - XF = f: <’:>X - Xk = ki <I:>X

=0 =0

Le terme de plus haut degré de f(X*) est donc ( >Xk1 = kX", et en particulier

k-1
f(XF) est exactement de degré k — 1.

En déduire que pour tout polynéme P de R, [X] non constant, on a
deg(f(P)) = deg(P) — 1.

Soit P un polynome de R, [X]| non constant. Alors

k
P = Z a; X"
=0

ot a; sont des réels et k le degré (non nul) de P. On a par linéarité de f,

k
F(P) =) aif (XY,
i=0
Notons que f(1) = 0 et pour tout i € {1,...,k}, le polynome f(X?) est de degré i — 1.
Comme ay, # 0 par définition du degré de P, on en déduit que le degré de f(P) est égal
au degré de f(X¥), c’est-a-dire a k — 1 ou encore

deg(f(P)) = deg(P) - 1.

Montrer que f est cyclique.

Nous allons montrer que (X", f(X™),..., f"(X™)) est une base de R,[X]. Pour cela,
vérifions par récurrence sur i € {0,...,n} que deg(f'(X™)) =n —i.

Cette propriété est évidente pour i = 0 car fO(X") = X",

Soit un entier naturel i < n tel que deg(f*(X™)) = n —1i. Alors par la question précédente
et cette hypothése de récurrence, on a

deg(fH(X™)) = deg(f(f1{(X™)) = deg(f(X™) —1=n—i—1=n—(i+1).

La propriété est donc vérifiée pour i + 1.
On a montré en particulier que les n + 1 polynomes f{(X™) sont de degrés distincts, ils
forment donc une famille libre de R,[X]. Cet espace étant de dimension n+ 1, la famille

(X" F(X™), oo, fM(X™)) est une base de R, [X].
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(e) Déterminer le noyau de f.
D’apres la question (c), l'image de tout polynéme non constant est non nulle. Par ailleurs,
tout polyndme constant est évidemment dans le noyau de f. Il suit que le noyau de f est
le sous-espace vectoriel constitué des polynomes constants, qui est de dimension 1.

(f) En déduire que Im f = R,,_1[X].
Par le théoréeme du rang, rg f = n+1—1 = n. Par la question (¢), on a Im f C R,,_1[X].
Comme dimIm f = n = dimR,,_1[X], on en déduit que Im f = R,,_1[X].
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