SESSION 2015
CAPES EXTERNE

MATHEMATIQUES 1

Probléme 1

Partie A

I. 1. Soit z € C.

Re(z) < [Re(z)| = 1/ (Re(2))* < / (Re(2))? + (Im(2))? = [2I.

De plus, on a I’égalité si et seulement si chaque inégalité écrite est une égalité. La deuxiéme inégalité est une égalité si et
seulement si (Im(:/:))2 = 0 ce qui équivaut au fait que z est réel. La premiére inégalité est une égalité si et seulement si
Re(z) = 0.

Finalement, Re(z) = |z| si et seulement si z est un réel positif.

I. 2. Soit (z1,22) € C2.

2 2, — 2 2 — 2
lz1 + 22| = 21" + Z1z2 + 2122 + |z2|” = |z1]” + 2Re (z122) + 22|
<z \2 +21Z7z2| + \Zzlz (d’apreés la question précédente)
2 — 2 2 2
=|z11" + 2[z1llz2] + [z2]” = |z11" + 2|z1]|z2] + |22

= (lz1] + |z2])?.

Mais alors, |z1 + z2| < |z1] + |z2] par croissance de la fonction x — /X sur [0, +ool.

I. 3. Soient z7 et zo deux nombre complexes non nuls. |z + z2| = |z1| + |z2] si et seulement si la seule inégalité écrite a la
question précédente est une égalité. D’aprés la question 1.1,

lz1 + z2| = |z1] + |z2] & Re (z122) = [z122] © Z122 € RT & Z722 € RT (car Z7zz # 0)

(:)Z—IZZZER”(:)Z—]ER”
lz1] Z2
(:)3)\>0/§—]:7\(:>3?\>0/22:)\z1.
2

z
On en déduit encore que |z1 + z2| = |z1| + |z2| & arg (Z_2> =0 [27].
1

n
< Z |zx|.

n
II. 1. Montrons par récurrence que Vn > 2, V (z1,...,z,) € C™, Z Zy
k=1 k=1
e Ce résultat est vrai quand n = 2 d’apreés la question 1.2.
n n
e Soit n > 2. Supposons que V (z1,...,zn) € C™, Z zr| < Z |zi|. Soit alors (z1,...,zn41) € CMFT.
k=1 k=1
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’nJr]

D=
k=1

n
(Z Zk) + Zn+1
k=1
n
< sz
k=1

n
< Z lzx| + |zn11] (par hypothése de récurrence)
k=1
n+1

= Z |z .
k=1

+ |zni1| (d’aprés la question 1.2.)

n
Z |zl

n
On a montré par récurrence que vn > 2, V(z1,.. ) e C™, Z
k=1 k=T
n n
II. 2. Montrons par récurrence que vn > 2, V(z1,...,zn) € ( Z Zi| = Z lzv| & Vk € [1,n], A, € RT*/ 2, =
k=1 k=1
Akl] .

e Ce résultat est vrai quand n = 2 d’aprés la question 1.3.
n

n
e Soit n > 2. Supposons que V (z1,...,zn) € (C Z zr| = Z lzx| © Vk € [1,n], I\ € RY*/ 21 = Agzy.
k=1 k=1
n+1 n+1
Soit (z1,...,zns1) € CMT tel que Z zi| = Z |zk|]. On a
k=1 k=1
n+1 n+1

Z zZr| <
k=1

n
P
k=1

+|zn41l < Z zxl,
k=1

n+1 n+1
et, puisque Z zi| = Z |zi|, chaque inégalité écrite est une égalité. Puisque la deuxiéme inégalité est une égalité,
k=1 k=1

par hypothése de récurrence, Vk € [1,n], IAx € R™*/ zx = Az1. Puisque la premiére inégalité est une égalité,
n
NERT/ zny1 =AY z=A <Z A | z1 et done FAniq € RT*/ 21 = Ansiz1.
k=1 k=1
Réciproquement, supposons que Vk € [1,n], IAx € RT*/ z; = Ayz;. Alors,

n+1 n+1
_ (Zxk) 2= e,
k=1 k=1

n+1

Z )\kZ1
k=1

n+1
D=
k=1
Le résultat est démontré par récurrence.

n
PR

k=1

On en déduit encore que

=Y lal & Vke[l,n], arg (‘Z-“) =0 [27].
1

k=1

Partie B

2i(k—1)m
I. Pour k € [1,n], posons zx =e~ =

(i) Pour k € [[1,n], zx # 0.
(ii) On sait que les zx, 1 < k < n, sont deux a deux distincts.
(iii) Puisque n> 3, on sait que les Ay ne sont pas alignés sur une droite.

] (Ziﬁ)n
2[(k71)7‘( —\enr 1—1

k=1

Dong, les zx, 1 < k < n, conviennent.

II. 1. Soit z € C.

n n R n
Zx |Zk\
U (z—2zy) =z E Uy —E " —zr=z%x0— E —E |zx| .
k=1

http ://www.maths-france.fr 2 © Jean-Louis Rouget, 2016. Tous droits réservés.

nl\/]:



n
I1. 2. Puisque Z |zx| est un réel positif,

k=1
n n n
D lad =) lal| =) —x(z—z)
k=1 k=1 k=1
n
<) | (z—z)l = ZI —l Iz — zic| = Z\z—zk :
k=1 k=1 k=1
n n
Done, pour tout nombre complexe z, Z lzi| < Z |z — z1|.
k=1

II. 3. Soit z un nombre complexe distinct de chacun des zi, T < k < n. Alors, Vk € [1,n], —tx (z — zx) # 0 et d’aprés la
question II.2. de la partie A,

n

n n n
dlad=) -zl e | —W(z—z) Z\—uk (z— 2zl
k=1 k=1 k=1
&Yk e [1,n], I €R+*/ —Ux (z—z¢) = A0 (2 —21) .

n

Danscecas,onaZ\zﬂ:Z—u_k(z—zk):—u_1(z—z1)Z?\ketdoncu_1(z—z1) _k= 1 € R™* puis Vk € [1,n],
k=1 k=1 k=1 Z)\k
k=1

W (z—z) = M7 (z—2z1) e R™.

Réciproquement, si Vk € [1,n], Wk (z — zx) € R™*, alors Vk € [1,n], —tx (z — zx) € R™* puis
n n n n
d —zd=) Fi(z—z)l=) —k(z—z) lek\-
k=1 k=1 k=1 k=1
Si maintenant z est I'un des zx, 1 < k < n, alors — (z —zx) = 0 et Vj # k, =15 (z — zj) # 0. En reprenant 1'étude

précédente, on a ’égalité si et seulement si Wy (z—zx) =0 et Vj £k, 5 (z — Z]) € R *. En résumé,

n n

vz € C, <Z IZ—ZKIZZIZk\(:)VkE [1,n], Tk (z — zk) eR).
k=1 k=1

z—2zy z—z zZ— 2z

k
= |z = — |zl
Zx 0 — Zx

1
II. 4. Vk € [I,n], Tk (z — zx) = (u_k:u—car [ux| = 1). Donc,
Kk

Vk € [1,n], T (z—zi) € R~ & vk e [1,n], % eR*
— 4k

Svke[1,n], M=Ax ou M # Ay et (AkB,Akﬂ) — 0 27
& Vk e [1,n], M € [ALO) (on rappelle que Vk € [1,n], Ax # O)

& M = O (car deux au moins des demi-droites [AxO) sont sécantes en O).

Dong, (x) est une égalité si et seulement si M = O ou encore z = 0

n

n n n
II. 5. Z MAy = Z |z —z| > Z |zx| = Z OAy avec égalité si et seulement si z =0 ou encore M = O.
_ k=1 k=1
n n

Donc, E MAy admet un minimum & savoir E OAy et ce minimum est atteint en un unique point & savoir M = O.
k=1 k=1
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Partie C

I. Figure.

A/.

II. B’ =74,2(C). Donc, b’ = a + eF(c—a) = a—j?(c — a). De méme, B = TA,z(C’) et donc b = a+eF(c'—a)=

—ij%(c’ —a).
b’ —b Fle—a)—eT(c/— Fle—c in b —b
I1T. - (cza)—e’(c'—a) - (c=cT) = e 3. Donc, est le nombre complexe de module 1 et
c—c’ c—c’ c—c’ !

d’argument 3

IV. Puisque Q est strictement compris a 'intérieur au triangle ABC et que les points B’ et C’ sont extérieurs a ce triangle,
les vecteurs (ﬁ et B/B sont non nuls, colinéaires et de méme sens de méme que les vecteurs (Y et C'C. Donc,

(ﬁﬁ},ﬂ—é) = (ﬁ),C’C) = arg (b IC)/) [271] = —arg (E:E:) [271] = —arg (—e%“) [271]
s
= -7
n(s
= ? (27].

En échangeant les roles des points A, B et C, on obtient finalement ((ﬁ,(ﬁ) = (Q‘é, f_ﬁ) = ((_ﬁ, (ﬁ) = 2?7-[ [27].

QA QB ad
V. Not b et c les afli tives d t —, — et —.
otons a, b et c les affixes respectives des vecteurs oA’ o8 ¢ ac

b
D’aprés la question précédente, a, b et ¢ sont trois nombres complexes de module 1 tels que arg (—) = — [27] et
a

2 2in
arg(%): 37T[27'[] Donc, b=jaet c =jb=j?a ot j =e™3" puis

at+b+c=a(l+j+j?) =0
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ouencorem—l—@—i—g—c— .

V1. On choisit un repére orthonormé direct d’9£1§ine Q. Les conditions de la partie B sont vérifiées par les points A; = A,

Az =B et A3 = C car, entre autres, ’égalité —A + @ + @ = 6} s’écrit EZS + zB + e _
’ ’ QA QB QcC ‘ZAJ ‘ZB‘ |Zc|

D’aprés la partie B, pour tout point M du plan, MA+MB+MC > QA + QB+ QC avec égalité si et seulement si M = Q.

Probléme 2
Partie A

I. 1. Questions de cours. Soit A € R. Puisque la suite (un ),y n’est pas majorée, A n’est pas un majorant de la suite
(Un) ey Donc, il existe un entier no tel que wn, > A.
Puisque la suite (un), oy est croissante, pour n > np, on a un > Un, > A.

On a montré que : VA € R, Ing e N/Vn e N, (n > ng = u, > A). Donc, m Un = +00.

li
n—-+oo
I. 2. Soit E ={u,, n € N}. Par hypothése, E est une partie non vide et majorée de R. Donc, E admet dans R une borne
supérieure que 1’on note {.

Montrons que la suite (un), o converge vers le réel {. Puisque { est un majorant de E, pour tout entier naturel n, u, <¢.
Soit ¢ > 0. Puisque { est le plus petit des majorants de E, £ — ¢ n’est pas un majorant de E. Donc, il existe ng € N tel que
Un, > { —¢. Puisque la suite (wn ),y est croissante, pour 1 > np, on a Un > Up, > € —¢ et donc L —e <u, <L

On a montré que : Ve >0, Inp € N/Vn e N, (n > no = { — & < u, <{). Donc, la suite (un ), oy converge et lirJIrl U, =
n—-+4oo
0.

I. 3. Soit (un), ¢y une suite décroissante. Alors, la suite (—un), o est croissante. D’aprés la question précédente,
(Un) ey converge & (—Un), oy converge & (—Un ), oy est majorée & (un), o est minorée.

Une suite décroissante converge si et seulement si elle est minorée.

II. 1. Soit n € N*. a, est la somme des aires, exprimées en unité d’aire, des rectangles ci-dessous :

_________ | | |
1 2 3 4 n—1 n n+1

1 1
II. 2. a. Soit n € N*. Pourk € [n+1,2n], X > —. En additionnant membre & membre ces inégalités, on obtient

n
2n 1 n 1 2n 1
am-an=) =) = D
k=1 k=1 k=n-+1
2n
1 1 n 1
> _— = —_ _ = —— = —,
> ) gpen—ntxso=ao=3
k=n-+1
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vn € N* ayn —an >

IT. 2. b. Supposons par I'absurde que la suite (an),cy. converge. Notons { sa limite. Quand n tend vers +oco dans

1
I'inégalité de la question précédente, on obtient £ — ¢ > - ou encore 0 > . Ceci est absurde et donc la suite (an), cy-

2 2
diverge.
1 1 1
II. 3. a. Soit k € N* de sorte que [k, k + 1] C]0, +oo[. Pour tout réel t de [k, k + 1], K1 < T S E Par croissance de
Iintégrale, on obtient
1 kr1—n—— <Jk+] Tatcmer—wil
k+1 k+1 " J ot k k'

II. 3. b. L’inégalité & démontrer est vraie quand n =1 car a; =T et In1 =0.

k+1
Soit n > 2. Pour tout k € [1,n — 1], P < J m dt. En additionnant membre & membre ces inégalités, on obtient

k
n—1 k+1 1 n 1 nq
k ZJ ¥dtouencoreZE<J1 idtouenﬁnan—1<lnn.
k=1 k=2
k+1 1 1

En additionnant membre & membre ces inégalités, on obtient

D’autre part, pour tout k € [[1,n], J n dt < X
Kk

n—1 k41 1 n 1 n+1
Z J —dt < Z — ou encore J — dt < a,, ou encore In(n+ 1) < an ou enfin Inn < an car Inn < In(n+1).
ot ok 1ot

On a montré que

yneN* a, —1<Inn < an.

IT1. 3. c. D’aprés la question précédente, Vn € N*, Inn < a,, <Ilnn + 1 puis

1
V=2, 1< <l —,
Inn Inn

a

Les deux membres extrémes de cet encadrement tendent vers 1 quand n tend vers +oo et donc l—n tend vers 1 quand n
nn

tend vers +oco ou encore

a ~ Ilnn
n—-+oo
II. 4. D’aprés la question précédente, pour tout n € N*, 0 < —Inn < 1. Donc, la suite (byn), cy. est bornée.
1 n+1
Soitn € N*. b1 —bn =ans1 —an— (In(n+1) —1In(n)) = T —J n dt. D’aprés la question I1.3.a., pour tout
n n

n e N* b1 —bn <0. La suite (by,) est donc décroissante.

neN*

La suite (by), oy~ est décroissante et est minorée par 0. Donc, la suite (byn), oy~ converge vers un réel positif ou nul.

Partie B

I. 1. a. Il existe ng € N* tel que, pour kK > ng, —¢ < ux < €. Soit n > ng + 1. En sommant membre & membre
n mn n mn

ces inégalités, on obtient Z —& < Z U < Z € ou encore — (M —mnp)e < Z ux < (n—mnp)e ce qui
k=no+1 k=no+1 k=no+1 k=no+1

implique —ne < Z Ui < Me.

k=no+1
no n no .I no
On en déduit que u | —me < u u ne puis e— g | — ¢ < — u e. Cet

encadrement reste vrai quand n = ng et donc
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(g cenci (g
I. 1. b. Soit n > ngy. Donc, %(Zuk>—e (Zuk>+s

k=1

no Mo
E Uy est une expression constante quand n varie et donc — ( E uk> tend vers 0 quand n tend vers 4+oc0. Par suite, il
n
k=1 k=1

1
existe ny € N* tel que, pour tout n > ny, —¢ < — (Z uk> <e
n

Soit n = Max{ng,n1}. Pour n > N, on a —2¢ < (Z uk> —e< <Z uk> +¢ <

<1
n
On a montré que Ve >0, AN e N*/Vn e N*, (n > N = —2¢ < v, < 2¢) et donc lim v, =0.

n—-+oo

I. 2. On suppose que la suite (u,) converge vers un certain réel £. Alors, la suite (u,, —{) converge vers 0.

neN* neN*

1« 1T &
D’aprés la question précédente, — g (ux — £) tend vers 0 quand n tend vers +00 ou encore <— E uk> —{ tend vers 0
n n
k=1 k=1
quand 1 tend vers +oo. Ceci montre que la suite (vn ), cy. converge vers L.

Si la suite (un), cy. converge vers {, alors la suite (v ), oy~ converge vers {.

II. 1. Montrons par récurrence que pour tout n > 2, x,, existe et 0 < x < 1.

Tx(1+1 2
X2 = %_;) =3 Donc, le résultat est vrai pour n = 2.
Xn (14 %xn)
e Soit n > 2. Supposons que X, existe et 0 < x,, < 1. Alors, 14 2x,, # 0 puis X, +1 existe puis xp 41 = T > 0.
Xn

Ensuite,

L] 203
- n(1+xn)_]_xi—xn—1_ o2 4
AL o R 1+ 2x,

1\* 1 1\* 3
Par hypothése de récurrence, x,, €]0, 1[ puis (xn — E) € [O, 1 [ puis (xn — E) ~7 < 0 et finalement x 471 —1 < 0.

On a montré par récurrence que pour tout n > 2, x,, existe et 0 < x, < 1 et donc aussi Vn € N*, 0 < x,, < 1.

I1. 2. Soit n € N*. Puisque x > 0,

n (14+%xn) Xn (14 2xy)

T T T S T Ty 2%

Ainsi, pour tout n € N*, x,, 11 < x,, et donc la suite (xy,)

ne

est décroissante.

neN*
I1. 3. La suite (xn), - est décroissante et minorée par 0. Donc la suite (xn),cy. converge vers un certain réel { > 0.
1 C(1+¢
Puisque € > 0, 1+ 2€ £ 0 et donc, quand n tend vers +oo dans 1’égalité x,, 1 = M, on obtient { = (7_‘_) Or,
14+ 2xn 1T+2¢
(149 C(1T+20—0(1+0) 02
(= = =0&t(=0.
1+ 20 T+20 AT T
lim x, =0. I
n—-+oo
II. 4. Soit n € N*. x;; et xn,+1 ne sont pas nuls puis
1 _L_ 1+ 2xn _i_1+2xn—(1+xn)_ Xn 1
Xn+1 Xn _Xn(]+xn) Xn - Xn (14 %n) _Xn(]+xn) B T+xn
N . . 1 1 .
I1. 5. D’aprés les questions I1.3. et 11.4., lim u, = lim = = 1. Donc, la suite (un), . converge vers 1.

n—-+oo n—too 1 4+ X 1+0
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II. 6. Soit n € N*.

vy = %;uk = ]E Z ( LI Xlk) = 71_1 ( LI X]—]) (somme télescopique).

X X
k=1 k+1 n+1

1 1

On en déduit que x,, = . Puisque la suite (un ), cy. converge vers 1, la suite (vy) converge

1 - neN*
g+ — nvp_1+ 1
X1
1 1 1

s . 1
vers 1d apres la questlon 1.2. et donc Xn = m _nﬂ:oo 11(]—}—0—(]))—"—] n~>_+oo m nﬁw«koo E

ITI. 1. Si la suite (xn), . converge vers un certain réel {, alors xn 41 — X tend vers { — € = 0 quand n tend vers +oo et

en particulier, la suite (Xn41 —Xn), . cOnverge.

1 1
III. 2. a. Pour n > 1, posons yn = — Z (XK1 —xk). Pour n > 1, yn = — (xn+1 — x1) (somme télescopique) puis pour
n n
k=1
n=2 xp=M—1)yn_1 +x1 et donc

no_ 1—1 +x
n n Yn—1 1.

Puisque xn 11 —xn tend vers { quand n tend vers 400, il en est de méme y,, 1 d’aprés le lemme de CESARO. On en déduit

que %1 tend vers (1 —0)¢ + 0 = { quand n tend vers +oo.

. Xn
lim — =L
n—+oco M

III. 2. b. Si { #0, on en déduit que x, ~ {n et en particulier, la suite (xy) diverge. Plus précisément, si { > 0,

n—-+oo
lim xp =4occetsil <0, lim x, =-—o0.
n—-+oo n—-+oo

neN*

1
II1. 2. c. Pour n > 1, posons x,, = In(n). xp11 —xn = In (1 + —) tend vers 0 quand n tend vers +oco. Pourtant, la
n

suite (Xn ), e
convergente.

diverge. Donc, si Xn 11 —Xxn tend vers 0 quand n tend vers +oo, la suite (xn), cy. n'est pas nécessairement

Partie C

I. 1. Pour n > 1,

1 « Kk 1T— (=" 1 si n est impair
Vn = — Z(_]) = 2 = n
n i 0 si n est pair

Mais alors, Vn > 1, v,| < —. On en déduit que lim v, =0.

n—-+oo

2=

—

I. 2. Pourtant, la suite (u,
converge vers —1 # 1.

diverge car la suite extraite (uzy) converge vers 1 et la suite extraite (Uzn41)

neN* neN* neN*

La réciproque de la proposition énoncée a la question 1.2. de la partie B est fausse.

IT. 1. Si o« = 0 (mod 7, alors Vn > 1, u,, = 0 puis ¥n > 1, v, = 0. Dans ce cas, les suites (un), . et (vn)
convergent vers 0.

II. 2. Soit n > 1.

neN*

Uni2 — U =sin((n+ 2)a) —sin(na) = 2sin xcos((n + 1)a) = 2sin &cn 11

et
Uni2 +Un =sin((n+ 2)a) + sin(na) = 2cos asin((n + 1)) = 2 cos i 41
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IT. 3. a. Notons { la limite de la suite (un), cy--

u —Un_
Puisque « # 0 (mod 71), sin o # 0. Par suite, pour n > 2, ¢, = % d’aprés la premiére relation de la question
sin &

(— .
Tema 0. Donc, la suite (cn ),y converge vers 0.

Quand n tend vers +oo dans la deuxiéme relation, on obtient 2{ = 2cos ol puis (1 —cosa)f = 0 et donc £ = 0 car
cosa # 1.

I1. 3. b. Ainsi, les suites (un)n2] = (sin(noc))n2] et (en)psy = (cos(noc))n21 convergent toutes les deux vers 0 puis la

suite (u? +c2)

précédente. Quand n tend vers +o00, ¢, tend vers

2,02 —
n> Converge vers 0c+0-=0.

Mais ceci est impossible car pour tout n > 1, u2 +c2 = 1. Donc la suite (un)n>] diverge.

II. 3. c. Soit n € N*.

sin

1 1 — . 1 L
vn == Z(koc) == 1; Im (e'**) = Hlm < ] (e“")k>

k=1 k=
1 01— einoc .
= Hlm (euxw (Ca,I' 0.4 ?é 0 (mod T = ew‘ §£ ])
_ lIm eioc(lJr%f%) e~ inx/2 _ gina/2 _ lIm ei(n+1)0¢/2 —Zisin(n(x/Z)
n e—ta/2 _ pla/2 n —2isin(a/2)

sin LL—;”“) sin (nTCX)
nsin (%)

On en déduit que pour tout n > 1, [vn| <

et en particulier que lim v, =0.
njsin ()]

1
oo (9] o

III. 1. Soit n > 1.

2n 2n
M =2n—m+Dupsr = ) wnn < ) we
k=n+1 k=n+1
III. 2. Soit n > 1.
1 2n 1 2n n 1
Uner < — > we= - <Z we— Y uk) = — (nvan —nwvn) = 2v2n — Vi,
k=n+1 k=1 k=1

ITI. 3. Par hypothése, la suite (vn)n>1 converge vers un certain réel {. On en déduit que 2nvy,, — vy tend vers 2{ —{ ={
quand n tend vers +oo. Par suite, a partir d’'un certain rang ng, on a up+1 < 2von — vy < L+ 1.

Ainsi, la suite (un)n21 est croissante et, a4 partir d’un certain rang, uy, < ¢+ 1. On en déduit que la suite (un)n>]
converge.

Si la suite (un)n21 est décroissante, en appliquant le résultat précédent a la suite (—un)n>] qui est croissante, on obtient
de méme la convergence de la suite (un)n>1. On a donc montré que

si la suite (un), 5 est monotone, alors la suite (vy), 5, converge si et seulement si la suite (u,), 5, converge.
= = =

http ://www.maths-france.fr 9 © Jean-Louis Rouget, 2016. Tous droits réservés.



