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SUJET BLANC 2 : Matrices semblables et matrices transposées- Corrigé

Dans tout le probléme, n est un entier naturel supérieur ou égal a 1.

On note M, (R) ’ensemble des matrices carrées réelles de taille n et M, (C) ’ensemble des matrices
carrées complexes de tailles n.

Pour une matrice A de M,,(R) ou de M, (C), on note ‘A sa matrice transposée d’une matrice A
et det(A) son déterminant.

Le but du sujet est de montrer que toute matrice A de M,(R) est semblable a sa
transposée.

A - Questions préliminaires

Dans cette partie, on fixe un corps commutatif K (qui sera le corps R ou le corps C) et on note
M,,(K) I'ensemble des matrices carrées a coefficients dans K de taille n.

1. Soit A et B deux matrices de M, (K).
1.1. Exprimer ‘(AB) en fonction de ‘A et !B. (On ne demande pas de démonstration.)
Corrigé. {(AB) =B 'A.
1.2. Montrer que si C' est une matrice inversible de M, (K), alors (tC)_1 =!(C~1). On écrira
par la suite simplement ‘C~1.
Corrigé. On a CC ' =1, d'ou '(CC™Y) =(C™1Y) 'C =1, et ainsi (tC’)*1 =t(C).
2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, et By et Bs deux bases de E. On note P la
matrice de passage de B; a Bs.
Soit u un endomorphisme de F, et A sa matrice dans la base B; et B sa matrice dans la base
Bs.
Exprimer B en fonction de A, de P et P~!. (On ne demande pas de démonstration.)
Corrigé. On a B = P~ 'AP.
3. Soient M et N deux matrices de M, (K). On rappelle que M est dite semblable & N s'il existe
une matrice inversible Q de M, (R) telle que M = Q7' NQ.
Montrer que si M est semblable & N, alors N est semblable & M.
Corrigé. Supposons que M est semblable a N. Notons @ une matrice inversible de M, (K)
telle que M = Q7 'NQ. Alors, N =QMQ~' = (Qfl)fl MQ™! et donc N est semblable a M.
4. Soit A, B et C trois matrices de M, (K). On suppose que A est semblable & B et que B est
semblable & C.

4.1. Montrer que A est semblable & C.
Corrigé. Notons P et Q deuxr matrices inversibles de M,(K) telles que B = P~'AP
et C = Q 'BQ. On obtient ainsi C = Q7 'P1APQ = (PQ) 'A(PQ) et donc A est
semblable a C.

4.2. Montrer que ‘A et !B sont semblables.
Corrigé. On part maintenant de B = P™YAP, qu’on transpose ‘B = P AP~ ; ce qui
prouve que A et 'B sont semblables.

5. Supposons pour cette question que n > 2.
Soit un entier p tel que 1 < p < n, et des matrices B, B’ € M,(K), C,C" € M,,_,(K).

!/
Considérons les matrices A et A" de M, (K) définies par A = <lg g) et A = (lz g,)



Montrer que si B et B’ sont semblables et C' et C’ sont semblables alors A et A’ le sont
également.
Corrigé. Notons P et Q deuz matrices inversibles respectivement de My(K) et M, _,(K) telles

que B' = P-1BP et C' = Q~1CQ. Soit R — <€ g

Q01> et que A’ = R"YAR. Ainsi, A et A" sont semblables.

). On vérifie immédiatement que R est

P—l

inversible d’inverse R~1 = < 0

6. Soit A € M, (K).

6.1. Montrer que si A est diagonale, alors A et ‘A sont semblables.
Corrigé. Supposons que A est diagonale. Alors, A= A = I71AI, et donc A et A sont
semblables.

6.2. Montrer que si A est diagonalisable, alors A et ‘A sont semblables.
Corrigé. Supposons que A est diagonalisable. Alors, il existe une matrice inversible P de
M, (K) et une matrice diagonale D de M, (K) telles que A = PDP~'. En transposant,
onad = 'P7ID'P, car D est diagonale. Ainsi, A et A sont semblables toutes les deux
a D, et donc semblables.

6.3. Soit A € K. Montrer que si A + A, est semblable & sa transposée, alors A est semblable
également & sa transposée.
Corrigé. Supposons que A+ M1, est semblable & sa transposée. Alors, il existe une matrice
inversible P de M, (K), telle que (A + \I,,) = P~1(A+ A\I,,)P.
Comme (A + \,,) = A+ \,, ='A+ M, et PY(A+ \,)P = P"YAP + \P7'I,,P =
P YAP + M, il suit que YA = P~ AP, c’est-a-dire A et A sont semblables.

B-Casn=2

. . . . b
Dans cette partie, on fixe une matrice A € M3(R), non diagonale, qu’on écrit A = <a ) et
on cherche & résoudre I'équation (€) : tAP = PA, ot I'inconnue P est une matrice de Mz (R), qu’on

cherchera sous la forme P = <j g)

1. Trouver un ensemble de conditions portant sur les inconnues x, y, z et ¢, qui soit nécessaire et
suffisant pour que P vérifie (&).
On raménera cet ensemble & deux conditions, I'une étant y = z et ’autre ne portant que sur
x,yett.
cy = cz
. t b d t =b d
Corrigé. Ona:AP = PA & arczoaytct)_ fardcy bway & ay +c v+ dy
br +dz by+dt az+ct bz+dt
by = bz
Comme A n’est pas diagonale, les réels b et ¢ ne sont pas tous les deux nuls, et ainsi en
simplifiant la premiére ou la derniére ligne du systéme ci-dessus, on obtient :
UP = PA vz
< ay +ct = bx +dy
2. En prenant 'un des nombres x ou ¢ nul, 'autre égal & d — a et, dans chacun des deux cas, en
choisissant convenablement y, trouver deux matrices P; et P solutions de (£).

Corrigé. Si on prend x =0, t =d — a et y = z = ¢ on obtient une solution P; = <2 d f a)
de (£).

Stonprendr=d—a,t=0 ety=2z=—b on obtient une solution Py = (d_ba Ob> de (£).

az +ct = bx +dz



3. Montrer que 'une au moins des matrices P; et P» est inversible.
Corrigé. Comme b et ¢ ne sont pas tous les deuz nuls, Py (si ¢ # 0) ou Py (sib # 0) est
inversible.

4. En déduire que A et ‘A sont semblables.
Corrigé. La question précédente montre qu’il existe une matrice P inversible solution de (£).

Alors, YAP = PA, d’ot A= P~V AP et donc A et A sont semblables.

C - Un résultat utile pour la suite du probléme

On utilise maintenant des matrices complexes. On note i le complexe usuel tel que i = —1.

1. Soit C' une matrice de M, (C). Montrer qu’il existe un unique couple (A4, B) de matrices de
M, (R) tel que C = A+ iB.
Corrigé. Par existence et unicité de la partie réelle et de la partie imaginaire de tout nombre
compleze, on en déduit que l'unique couple (A, B) de matrices de My(R) vérifiant C = A+ iB
est celui ot A est la matrice constituée des parties réelles des coefficients de C, et B celle
constituée des parties imaginaires des coefficients de C.

2. Soit A et B deux matrices de M, (R). On suppose que ces deux matrices, considérées comme
éléements de M, (C), sont semblables.
2.1. Montrer qu'il existe deux matrices P; et P> de M, (R) telles que PyA = BP,, P,A = BP,
et det(P1 + iPQ) # 0.
Corrigé. Comme A et B sont semblables dans M, (C), il existe une matrice P inversible
de M, (C) telle que A = P~'BP, et donc PA = BP. Par la question précédente, il existe
Py et Py de M, (R) telles que P = P + iP,. On obtient : (P, +iPy) A= B (P, +1P,) =
PIA+iP,A= BP,+iBP,. Comme A, B, P, et P, sont des matrices réelles, les matrices
P A, P,A, BP, et BP, sont également réelles ; et par l'unicité de la question précédente,
ona PLA= BP;, et P,A = BP,. Enfin, comme P = P,+1P; est inversible, on a également
det(P; +iP2) # 0.
2.2. Soit g l'application polynomiale de C dans C définie par g(z) = det(P; + zP).
2.2.1. Vérifier que g n’est pas la fonction nulle de C dans C.
Corrigé. Par ce qui précede g(i) # 0.
2.2.2. En déduire qu’il existe un réel xg tel que det(P; + zoPs) # 0.
Corrigé. Comme g est une fonction polynomiale non nulle, elle ne s’annule sur C
qu’en un nombre fini de nombres complexes. Il existe donc des réels o elle ne s’annule
pas, ce qui permet de conclure.
2.3. Conclure que les matrices A et B, considérées comme éléments de M, (R), sont semblables.
Corrigé. Si on pose Q = Py + xoP,, cette matrice de M,(R) est inversible et on a
QA = BQ, d'ou A= Q 'BQ et ainsi A et B sont semblables comme éléments de M, (R).

D - Cas des matrices nilpotentes

Soit A € M, (C). On dit que A est nilpotente s'il existe un entier naturel m tel que A™ = 0.

Pour toute cette partie, on suppose que A est nilpotente. On note p I'indice de nilpotence
de A, c’est-a-dire le plus petit entier naturel p tel que AP = 0.

On considére un C-espace vectoriel F de dimension n muni d’une base B. On note u I’endomor-
phisme de E ayant pour matrice A dans la base B.

1. Montrer qu’il existe un vecteur x € E tel que uP~!(x) # 0.
On note pour la suite x¢ un tel vecteur.

Corrigé. Comme p est Uindice de nilpotence de A, on a AP™! # 0 et donc uP~! # 0, ce qui
permet de conclure.



. On définit pour i € [[1,p]], e; = uP~%(x0).

Soit 4, § € [[1, p]] tel que i < j. Que peut-on dire de u(e;) et de u*~1(e;)?

Corrigé. On a w(e;) = uP7=4(z0) =0 car p+j —i > p et uP = 0. Par ailleurs, u'~*(e;) =
uP~(zo) # 0.

. En déduire que (eq,...,ep) est une famille libre de FE.

Corrigé. Soit A\1,...,\p € C tels que >0, Nie; = 0.

Par ce qui précéde, pour chaque j € [[0,p — 1]],

P P

uj(z Aie;) = Z N (e;) = 0 avec ! (ej41) # 0.
i=1 i=j+1

On en déduit successivement que \p =0, A\p—1 =0, ..., Ay = 0. La famille (e1, ..., ep,) est donc

libre.

. Soit F' = Vect(ey,...,ep) . Vérifiez que F est stable par w.

Corrigé. Notons que pour tout i € [[2,p]], u(e;) = e;j—1. Soit x € F. Il existe alors vy, ..., ap €
C tels que . =3P | ae;.

Ainst, u(z) = Y8 | asule;) = Y8 5 asei-1 € F. Le sous-espace vectoriel F est donc stable par
u.

. Soit up l'endomorphisme de F' défini par up(x) = u(z) pour tout z € F. On note B =
(bij)1<i<p,i<j<p la matrice de up dans la base (eq,...,e,), et B’ = (b;j)lgigp,lgjgp la matrice
de up dans la base (ep, ep—1,...,€1).

Vérifiez que B’ =t B.

Corrigé. Soit i,j € [[1,p]]. Comme u(e1) = 0 et pour tout k € [[2,p]], u(ex) = ex—1, on voit
facilement que b;; = 1 si et seulement si j = i+ 1 et sinon b;; = 0. De méme, b;j =1 st et
seulement si i =j + 1 et sinon by; = 0. Ainsi, bj; = bj;.

. En déduire que B et !B sont semblables.

Corrigé. B et 'B sont les matrices du méme endomorphisme u (dans deux bases différentes),
donc d’apres la partie A elles sont semblables.

. Supposons que p = n. Montrer que A et A sont semblables.

Corrigé. Dans ce cas, A est semblable & B et par la partie A, comme B et 'B sont semblables,
il en est de méme de A et 'A.

. Supposons que p < n.

Le but de cette question est de montrer qu’il existe un supplémentaire G de F
dans E qui est stable par u (c.a.d. tel que F = F & G avec u(G) C G).

Pour cela, on compléte (eq,...,ep) en une base (e1,...,ep, €pt1,...,6e,) de E.

On note U la matrice de u dans la base (e, ..., e,).

8.1. On considére la matrice carrée V € M, (C) dont la i-éme ligne est égale a la premiére
ligne de U'~! pour chaque i € [[1,n]].

8.1.1. Montrer que les lignes de V' & partir de la p + 1-éme sont nulles.
Corrigé. Rappelons que uP = 0. Ainsi, pour tout i € [[p+ 1,n]], la matrice U™1 est
nulle et, en particulier, pour tout i € [[p + 1,n]], la i-éme ligne de V est également
nulle .

8.1.2. Que peut-on en déduire sur le rang de V.
Corrigé. Comme V a n — p lignes nulles, son rang est au plus p.

8.2. Soit ¢ € [[1,p]].

8.2.1. Pour j € [[1,p]], exprimer u’~!(e;) suivant que i < j, i = j, ou i > j, dans la base
(e1,...,€en). '
Corrigé. D(ms la question 2, on a déja remarqué que si i > j qlors u’_l(ej) =0. 5
i <4, on auTl(ej) = uPTI(20) = e1qj_i. En particulier, v/~ (e;) = e;.

4



8.2.2. En déduire les p premiers termes de la i-éme ligne de V.
Corrigé. Par la question précédente, le seul terme non nul de la premiére ligne de
U= parmi les p premiers termes est le i-éme terme qui vaut 1. Il en est de méme
pour la i-éme ligne de V' qui est égale a la premicre ligne de U™ 1.

8.3. On note v 'endomorphisme de E qui a pour matrice V' dans la base (eq,...,ey).
8.3.1. Vérifier que pour tout j € [[1,p]], v(e;j) = e;.
Corrigé. Soit j € [[1,p]]. Par 8.1.1 et 8.2.2, la j-éme colonne de V a pour seul
coefficient non nul, le j-éme coefficient qui vaut 1. Ainsi, v(e;) = e;.
8.3.2. En déduire que Imv = F.
Corrigé. Par la question précédente, tout j € [[1,p]], e; = v(e;) € Imv. Comme
(é1,...,ep) est une base de F', on en déduit que F' C Imv. Enfin, par 8.1.2, rgv =
dimImv <p=dimF, dot Imv =F.
8.3.3. Vérifier que pour tout z € Imv, on a v(z) = .
Corrigé. Ceci suit du fait que Imv = Vect(eq,...,e,) et que pour tout j € [[1,p]],
v(ej) = e
8.3.4. Montrer que £ = Imv & ker v.
Corrigé. Comme E est de dimension finie, par le théoréeme du rang, on a dimIm v+
dimkerv = dim E. Il reste donc a vérifier que Imv Nkerv = {0}. Soit x € Imwv N
kerv = {0}. Comme x € Imwv, par la question précédente, u(x) = x et comme x €
kerv, x = u(x) = 0.
8.4. Soit x € E et X la matrice colonne des coordonnées de x dans la base (ey, ..., ep).

8.4.1. Montrer que z € ker v si et seulement si pour tout 7 € [[1, p]], la premiére coordonnée
de U1 X est nulle.
Corrigé. Notons que pour tout i € [[p+1,n]], la i-éme coordonnée de VX est toujours
nulle. Ainsi, x € kerv si et seulement si pour chaque i € [[1,p]], la i-éme coordonnée
de VX est nulle, ce qui est équivalent a pour tout i € [[1,p]], la premiére coordonnée
de U1 X est nulle.

8.4.2. En déduire que si z € ker v alors u(z) € kerv.
Corrigé. Supposons que x € ker v. Alors, pour tout i € [[1,p]], la premiére coordonnée
de U=1X est nulle et donc pour tout i € [[1,p — 1]], la premiére coordonnée de
U= (UX) est nulle. De plus, comme UP = 0, la premiére coordonnée de UP~1(UX)
est également nulle. Ainsi, u(x) € kerv.

8.5. Conclure.
Corrigé. Il suffit de considérer G = kerv. C’est un sous-espace supplémentaire de Imu =
F' qui est stable par u.

. Montrer par récurrence sur n que A et ‘A sont semblables.

Corrigé. Supposons que pour tout 0 < i < n, toute matrice nilpotente de taille i est semblable
G sa transposée. (Remarque, cette hypothése est évidemment vérifiée sin = 1.)

Sip=mn, alors d’aprés la question 7, A et 'A sont semblables.

Supposons p < n et considérons d’aprés la question 8 un supplémentaire G de F stable par u.

Notons ug U'endomorphisme de G défini par ug(z) = u(x) pour tout x € G. Considérons une

base (fpt+1,---,fn) de G, et C la matrice de ug dans cette base. Alors, (e1,...,€ep, fp+1s--- fn)
. B 0

forme une base de E et u a pour matrice A’ = (O C> dans la base (e1,...,€p, fpr1,---, fn)-

Comme u? =0, on a ug =0 et ainsi C' est nilpotente de taille strictement inférieure 4 n. Par

hypothése de récurrence, C et 'C' sont semblables. Comme B et 'B sont également semblables,

t
il suit par la partie A que 'A’ = (g tg) est semblable a A’. Enfin, comme A et A" sont

semblables, on en déduit a nouveau que A et A sont semblables.



E - Cas général

Soit A € M, (C). On note x4 son polynéme caractéristique.
On considére un C-espace vectoriel F de dimension n muni d’une base B. On note u I’endomor-
phisme de E ayant pour matrice A dans la base B.

1.

Justifier qu’il existe A € C, k un entier naturel non nul et Q € C[X], tel que x4 = (X — \)*Q
avec Q(A) # 0. On pose pour la suite F' = ker((u — Midg)¥).

Corrigé. D’apres le théoreme de d’Alembert-Gauss, x4 admet une racine A € C. Si on note k
sa multiplicité et Q le quotient de x 4 par (X — N, on obtient le résultat voulu.

. Justifier que dim F' > 0. On pose m = dim F'.

Corrigé. )\ étant une racine du polyndme caractéristique, c’est une valeur propre de u. Tout
vecteur propre associé a A appartient alors F, donc dim F' > 0.

. On rappelle le lemme des noyaux : si R et S sont deux polynémes premiers entre-eux de C[X]

alors ker((RS)(u)) = ker R(u) @ ker S(u). De plus, ces sous-espaces vectoriels sont stables par
u.

En déduire qu’il existe un supplémentaire G de F' dans E tel que G est également stable par
u.

Corrigé. D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, xa(u) = 0. Comme Q(A\) # 0, on a Q et
(X =Nk sont premiers entre-eux. Si on pose G = ker Q(u), on obtient par le lemme des noyauz
que E=F ® G et ' et G sont deux sous-espaces vectoriels stables par u.

. Soit up 'endomorphisme de F' défini par up(x) = u(z) pour tout z € F. On note Br une base

de F et on note B la matrice de upr dans la base Bp.

Vérifier que B — Al,, est une matrice nilpotente.
Corrigé. Pour tout x € F, (u — Xidg)*(x) = 0, donc (B — A\,,)* = 0 et ainsi, B — \,,, est
une matrice nilpotente.

. En déduire que B et ‘B sont semblables.

Corrigé. D’apres la partie D, (B — \,,) et {B — \I,,,) sont semblables. Il suit par la partie A
que B et 'B le sont également.

. Montrer par récurrence sur n que A et ‘A sont semblables.

Corrigé. Notons que toute matrice de taille 1 est égale a sa transposée (et donc semblable
sa transposée).

Supposons que pour tout 0 < i < n, toute matrice de taille i est semblable a sa transposée.
Sim =n alors A est semblable & B et on conclut par la partie A.

Sim < mn, on considére ug l’endomorphisme de G défini par ug(x) = u(x) pour tout x € G et
on note C' sa matrice dans une base de G. Par hypothese de récurrence C et 'C sont également

semblables. De plus, A est semblable a (]g g) ce qui permet de conclure par la partie A.

En déduire que toute matrice de M, (R) est semblable & sa transposée en tant que matrice de
M,(R).

Corrigé. Soit A’ € M,(R). Par ce qui précéde, A’ et 'A’, considérées comme matrices de
M, (C), sont semblables. Elles le sont également dans M, (R) par la partie C.



