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Notations

R désigne ’ensemble des nombres réels et C ’ensemble des nombres complexes.

- Pour n un entier naturel non nul, M, (R) [respectivement M, (C)| désigne ’espace vectoriel
des matrices & n lignes et n colonnes & coefficients dans R [respectivement dans C].

- On note ‘M la transposée d’une matrice M € M, (C).

- I, désigne la matrice identité de M,,(R) [respectivement M,,(C)].

- Si (A(k))keN est une suite de matrices de M,,(R), on dit que cette suite converge vers une
matrice A € M, (R) si, pour tout couple (i,7) € [1,n]? la suite <a§?))kEN des coefficients
d’indice (i,7) de A®) converge vers le coefficient, noté a;j, d’'indice (i,7) de A.

- Soit (X (k) = (a:(lk) a:%k))>k y e suite de vecteurs de R™ [respectivement de C"] et X =
€

(1,...,2y) un vecteur de R™ [respectivement de C"|. On dit que la suite (X(k))keN converge
vers X si pour chaque i € {1,...,n}, la suite (mgk))keN converge vers ;.
- Pour tout vecteur X = (z1, -+ ,zy,) € C", on note ||X||oo = max{|z;|, 1 <i<n}.
I
- Pour tout vecteur ligne X = (21 --- x,) on note ‘X le vecteur colonne transposé¢ | : | (et
Tn
réciproquement).

- Pour toute matrice A € M,,(C), on désigne par Sp(A) ’ensemble de toutes les valeurs propres
complexes de A et on note p(A) le rayon spectral de A défini par

A) = N
p(A) Aé%%)’ |

m— PARTIE 1 : matrices stochastiques et densités de probabilité

A - Convergence. Soit (X (k)) une suite de vecteurs lignes de R™ convergeant vers un vecteur
k k
(A0 ey ot (BW)
matrices A et B.
: k k k k

Montrer que les suites (X( ) Al ))keN et (A( )B( ))
AB.

Soit j € {1,...,n}. Pour k € N, la j-¢me coordonnée du vecteur X®) AF®) yaut S0 1 et
converge, par les propmetes de limites de sommes el produits, vers y ;" | T;a;j, qui correspond a la
J- éme coordonnée du Uectem‘ XA. Soit (i,7) € [1,n]?. Pour k € N, le coefficient d’indice (i,5) de
AR BK) yaut S, azs S]) et converge vers Y ., aisbsj, qui est le coefficient d’indice (i,7) de AB.
Amsz, les suites ( X (k) Ak ))k’EN et (A(”“)B(k))keN convergent respectivement vers XA et AB.

B - Définitions.

On dit quun vecteur ligne X = (z1 --- ) € R™ est une densité de probabilité si pour tout
ie{l,...,n}, z; > 0et x1 +...4+ x, = 1. On dit qu’une matrice A € M, (R) est une matrice
stochastique si chaque ligne de A est une densité de probabilité.

keN

ey deux suites de matrices de My, (R) convergeant respectivement vers les

pen convergent respectivement vers X A et

k‘)



1-

3 -

4 -

Soit A € M,,(R), dont tous les coefficients sont positifs ou nuls. Montrer que A est une matrice
1

stochastique si et seulement si 1 est valeur propre de A et | : | est un vecteur propre associé.
1
Supposons que A = (aij)1<ij<n avec a;; € RT pour tout i,j. Si A est stochastique alors

1 1

pour tout i € {1,...,n}, on a a;1 + ... +a;, =1 douw A|:| = | |. Réciproguement si

Al | = | alors pour tout i € {1,...,n}, on a ain + ...+ a;y, = 1. Comme on a supposé
1 1

de plus que les coefficients de A sont positifs ou nuls, A est stochastique.

Soit A € M,,(R) une matrice stochastique et X = (21 --- x,,) € R™ une densité de probabilité.

Montrer que X A est une densité de probabilité.

Comme A et X sont a coefficients positifs ou nuls, X A est également & coefficients positifs ou
1 1

nuls. De plus, par la question précédente XA | : | = X | : | = 1. Ainsi XA est une densité

de probabilité.
Soient A et B deux matrices stochastiques de M, (R).
(a) Montrer que AB est une matrice stochastique. Comme A et B sont & coefficients positifs

1 1
ou nuls, AB est également a coefficients positifs ou nuls. De plus, AB | 1| =A|:| =
1 1
1
o |. Ainsi par B.1. AB est stochastique.
1

(b) Montrer que pour tout a € [0,1], la matrice A + (1 — a)) B est également stochastique.
Soit a € [0,1]. Comme A et B sont a coefficients positifs ou nuls, et a et (1 — «) sont

positifs ou nuls, les coefficients de A+ (1 — «)B sont également positifs ou nuls. De plus
1 1 1 1

(A+(1—a)B) || =aA| | +1Q—-a)| | =|:]. Ainsipar B.1. ;A+(1—«a)B

est stochastique.

: k
Soit (X( ))keN
pour tout k € N, X*) est une densité de probabilité, alors X est une densité de probabilité.

une suite de vecteurs de R", convergeant vers un vecteur X. Montrer que, si

Les coefficients de X étant limites de coefficients positifs ou nuls, ils sont également positifs
1 1

ou nuls. De plus, par A.1, on a X | 1 | = klim X (k) 2| =1, donc X est une densité de
—+00

probabilité.

: k
Soit (A( ))keN
si pour tout k € N, A% est une matrice stochastique, alors A est une matrice stochastique.

une suite de matrices de M,,(R), convergeant vers une matrice A. Montrer que,

Les coefficients de A étant limites de coefficients positifs ou nuls, ils sont également positifs ou
1 1 1

nuls. De plus, par A.1, on a A| . | = lim Ak) |l =1+ On en déduit par B.1. que

k—4o00

A est une matrice stochastique.



— PARTIE II : Spectre des matrices stochastiques

Dans cette partie, on fixe n > 2.

A - Questions de cours sur C

1 - Montrer que pour tous 21,22 € C, on a |21 + 22| < |21] + |22] et |z122] = |21] - |22]-
Indication : on pourra utiliser le fait que pour tout z € C, on a |2|? = 2Z.

Soit z1 = x1+1y1 et zo0 = xo+1iy2 0U 1, Y1, T2 el Yo sont des réels. Rappelons que z1 = x1 —iy1
et que 'on a les propriétés suivantes :

— 21+ 20 = (v1 +22) +i(y1 +y2) = (w1 + 22) —i(Yy1 +y2) = 71 + 22,

— Z172 = 7122 — Y1ye + i(T1y2 + T2y1) = 1172 — Y1y2 — i(v1y2 + T201) = 71 - 22,
— 21z = (v gz —iyr) = @f — iz iz yg =2t +yi = |af

— 21+ 21 = 2Re(21) < 2]z].

Ainsi,

|21 + 22\2 =(z1+22)(z1 +22) = (21 + 22)(Z1 + 22) = !2’1\2 + \2’2!2 + 2129 + 2971
= |,2'1|2 + \z2|2 + 2Re(21%2)
<|z1|? + |z22® + 2lmZ| = |21 + |22f® + 2l 21] - |22] = (J21] + |22])%.

D’oq, |z1 + 22| < |z1| + |22].
De plus, |z122|* = 21207172 = 212971 - 73 = |21)? - |22|?, et ainsi |2122] = |21] - |22]-

2 - Montrer que l'inégalité précédente est une égalité si et seulement si z; et 2o ont méme argu-
ment. On suppose dans cette question que z1 et zo sont deur complexes non nuls. L’inégalité
triangulaire ci-dessus est une égalité si et seulement si Re(z1%2) = |21] - |22|. Si l'on note 6, et
0o les arguments respectifs de z1 et zo dans [0, 27|, alors Re(z172) = |21 - |22| cos(01 — 02) et on
a donc Uégalité ci-dessus si et seulement si cos(01 — 62) = 1. Or, comme 61 — 0y €] — 27, 27|,
on a cos(fy — 62) =1 si et seulement si 64 — 03 =0, ce qui permet de conclure.

3 - Montrer que pour tous 21,22 € C, on a |z1| — |z2| < |21 — 22| . C’est une conséquence classique
de l'inégalité triangulaire : soit z1, 29 € C, alors |z1] = (21 — 22) + 22| < |21 — 22| + |22] d’ou le
résultat.

: k
4 - Soit (X( ))keN keN
converge vers X si et seulement si || X*) — X||o tend vers 0 quand k tend vers P'infini. Cela
suit immédiatement de des inégalités suivantes : pour chaque k € N et j € {1,...,n}, on a

une suite de vecteurs de C™ et X un vecteur de C". Montrer que (X (k))

2 — 2] < JIXP — X)oo < 3 el — ).
=1

B - Coefficients
On dit qu'une matrice A € M, (R) est strictement stochastique si elle est stochastique & coefficients
strictement positifs.

1 - Soit A = (a;;)1<i,j<n € Myn(R) une matrice stochastique [respectivement strictement stochas-
tique|]. Montrer que pour tous 4, j compris entre 1 et n, on a :

0<a;; <1 [respectivement 0 < a;; < 1].

Si A est stochastique, les coefficients d’une ligne sont positifs ou nuls et de somme égale a 1.
Ils valent donc tous au plus 1 et finalement sont tous dans [0, 1].



Si A est strictement stochastique, elle est stochastique & coefficients non nuls et ses coefficients
sont donc tous dans 10, 1]. Si, par Uabsurde, on avait un coefficient a;; = 1, comme il y a au
moins deux coefficients sur la ligne i et qu’ils sont strictement positifs, la somme sur la ligne 1
serail strictement supérieure a 1 ce qui est contradictoire avec le caractére stochastique. Ainsi,
les coefficients sont tous dans |0, 1].

Montrer que le produit de deux matrices strictement stochastiques est une matrice strictement
stochastique. On a vu précédemment que le produit de deuzr matrices stochastiques est encore
stochastique. De plus si les coefficients des deux matrices sont strictement positifs, c’est encore
vrat pour leur produit.

C - Valeurs propres

Soit A € M, (R) une matrice stochastique.

1-

Montrer que
1

VX =| 1 [ €C", [[AX |l < [|X]c -
Tn

Soit X € C". Pour touti € {1,...,n} on a

n n n
((AX)il = D asrs| <D aijlag] < xfloo Y aig = |2l
j=1 j=1 j=1

et on en déduit en passant au mazrimum que

[AX [[oo < [ X|loo

En déduire que
T1

VX=|:1]1eC", VpeN[APX] o < || X]loo-
Tn

On a vu dans la question 1-B-3 que le produit de matrices stochastiques le restait, ainsi le
résultal précédent s’applique a la malrice AP pour chaque p € N*. Pour p =0, c’est évident car
AP = ],.

Montrer que p(A) = 1. Soit X\ une valeur propre compleze de A et X un vecteur propre associé.
On a AX = MX et, avec la question précédente

A X oo = A X oo = [[AX [loo < [[ X0

Comme || X || > 0 (X est vecteur propre et donc non nul) on en déduit que |\ < 1. Ceci
étant vrai pour toute valeur propre, p(A) < 1. De plus, 1 est une valeur propre de A car A est
stochastique, et cette inégalité est donc une égalité :

p(A) =1

D - Diagonale strictement dominante

Une matrice A = (aij)1<ij<n € Mp(C) est dite & diagonale strictement dominante si et seulement
sl :

n

Vie{l,...,n}, |ai| > Z |ai;| .

j=1j#i



1 - Soit A une matrice quelconque dans M,,(C) et soit A € C une valeur propre de A. Montrer
qu’il existe un indice ¢ € {1,2,...,n} tel que :

n

A —ai| < Z |aij] -

J=Lj#i

T
Indication : en notant X = : un vecteur propre associé & A, on pourra considérer un

Tn
indice ¢ tel que |z;| soit maximal, et utiliser le fait que la i-éme coordonnée de AX vaut Ax;.
Soit X un vecteur propre associé a X\, et i € {1,...,n} tel que |z;| soit mazimal. On a alors
|x;| > 0 (car X, vecteur propre, est non nul) et comme (AX); = Ax;, on a

()\ - a“—)mi = Z Qi T4
J#i
Par inégalité triangulaire, on en déduit que
N = @i - [l < aggllag] < lwil Y laij]
J# J#
Comme |z;| > 0 on peut conclure que

A= ai| < ]

J#

2 - Montrer qu’'une matrice A € M,,(C) a diagonale strictement dominante est inversible.
Indication : on pourra vérifier que 0 ne peut étre valeur propre de A. Si, par l'absurde, A n’était
pas inversible, alors 0 serait une valeur propre de A et, par la question précédente, il existerait

ie{l,...,n} tel que
jaiil < laij|
J#i
ce qui contredit le caractére strictement dominant de la diagonale. Ainsi, toute matrice & dia-
gonale strictement dominante est inversible.

E - Valeur propre de module maximal

Soit A = (aij)1<ij<n € Mp(R) une matrice strictement stochastique.

1 - On désigne par A1 = (aij)1<ij<n—1 € Mp_1(R) la matrice extraite de A en supprimant sa
derniére ligne et sa derniére colonne, et on note B = Ay — I,—1 = (bij)1<i j<n—1-

Montrer que pour tout ¢ € {1,...,n — 1}, on a:
J#i
1<j<n—1
Pour touti e {1,...,n—1}, on a
\bii]:|aii—1|:1—aii: Z ajj = Z bij+ain> Z b”
i i i
1<5<n 1<j<n—1 1<j<n—1

(On utilise ci-dessus le fait que A étant strictement stochastique, on a 0 < a;; < 1, Zl<j<n a;j =
1 et ay, >0.)



2 - En déduire que B est a diagonale strictement dominante. Que peut-on déduire quant au rang
de A — 1,7 La question précédente montrer que B est a diagonale strictement dominante car
pour tout i # j, on a bjj = a;; > 0. En particulier, B est inversible. Ses n — 1 lignes sont donc
mdépendantes et c’est a fortiori vrai de celle de A — I,. On a donc

rg(A—1I,)>n—1

3 - Montrer que ker(A — I,,) est de dimension 1. Par le théoréme du rang, ker(A — I,,) est de
dimension au plus 1. Comme A est stochastique, on sait que 1 est valeur propre de A et donc
ker(A — I,,) est au moins de dimension 1. On conclut ainsi que ker(A — I,) est de dimension
1 (et a pour base le vecteur e.

4 - En utilisant la question D-1 (et A), montrer que si A est une valeur propre de A de module
1, alors A = 1. Par la question D-1, il existe i € {1,...,n} tel que |\ — a;| < Z#i a;j. Par
linégalité triangulaire, on obtient

Al = aii = [A] = lag] < 1A= ai| < aij.
J#i
Si |\ =1, celte inégalité est une égalité et en particulier |(X\ — ai;) + aii| = |\ — ai| + |ai|. Par
A-2, les nombres a;; et A—ay; doivent avoir méme argument. Comme a;; est un réel strictement
positif, ceci impose que A — ay; soit un réel strictement positif et donc que \ soit également un
réel strictement positif. Comme |\ =1, ceci donne A = 1.
5 - En déduire que
VA e Sp(A)\ {1}, A < 1.
La question précédente entraine que 1 est ['unique valeur propre de module 1 et comme p(A) =1

par C-8, on obtient
VA e Sp(A) \ {1}, |A < 1.

m— PARTIE III : Probabilité invariante

On considére quatre points dans le plan numérotés de 1 a 4. Une particule se déplace chaque seconde
sur I’ensemble de ces points de la fagon suivante : si elle se trouve au point i, elle reste au point ¢

avec une probabilité égale & 10 ou passe en un point j # i de fagon équiprobable.

A - Une suite de variables aléatoires

On note X une variable aléatoire de loi Py donnant la position du point en I'instant n = 0, X, la
position du point a l'instant n et P, la loi de X,,. On identifie la loi P, au vecteur ligne (P(X, =
1) - P(X, =4)).

1 - Montrer que pour tout n > 0, on a P, = PyQ" avec Q) = Soit n > 0.

W = W w
— W W W

1 3
113 1
10(3 3
3 3
Par formule des probabilités totales avec le systéme complet ((X,, = i))i1<i<4, on a pour tout

je{l,...,4},
4

P(XTL—I-I = J) = ZP(XH = i)PXn:i(Xn—&-l = ])
=1



Px, —i(Xnt1 = 7) vaut 1/10 si i = j et 3/10 sinon. On a donc Ppi1 = PQ.
Une récurrence immédiate donne alors

¥neN, P, = PyQ"

Montrer qu’il existe une unique densité de probabilité IT = (py --- py) telle que II = I1Q.

Indication : on pourra remarquer que le vecteur colonne ‘II doit étre un vecteur propre de
tQ = Q. Si II convient, 'TI est un vecteur propre pour 'Q = Q associé & la valeur propre 1.
Comme @ est strictement stochastique, la partie précédente montre que le sous-espace propre

correspondant est de dimension 1 et est engendré par . La condition sur la somme des

—_ = =

1
coordonnées de 11 impose que 11 = 1(1 111).

Réciproquement, ce vecteur convient.

B - Rapidité de convergence

On considére I'espace euclidien R* muni du produit scalaire et de la norme euclidienne usuels. On
rappelle que toute matrice symétrique réelle est diagonalisable sur R dans une base orthonormée.

1 -

2 -

5 -

Montrer sans calcul que @Q est diagonalisable sur R. Q) est symétrique réelle donc diagonalisable
(et ceci par le biais d’une matrice orthogonale).

3 3 3 3
2 2 1
Déterminer le rang de la matrice Q + 1—014. Q+ 1—0[4 =1 g g 2 2 . Toutes ses colonnes
3 3 3 3

étant wdentiques et non nulles, le rang de cette matrice est 1.

En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de Q). On sail par la partie précédente
que 1 est valeur propre et & pour espace propre le sous-espace vectoriel engendré par 'IL. D’aprés

la question précédente et le théoréme du rang, — est une aulre valeur propre de Q) ayant un

espace propre associé de dimension 3. C’est donc 'unique autre valeur propre. Comme @) est
symétrique réelle, le second espace propre est I’orthogonal de Vect(*I1). On peut aussi remarquer

1 1 1

. . -1 0 0
facilement, que ce second espace a pour base o 1=l 1 o
0 0 -1

Montrer que Q est diagonalisable dans une base orthonormée de R* ayant pour premier vecteur
2'TI. On notera P la matrice de passage correspondante. Comme Q est symétrique réelle, on
sait que Q est diagonalisable dans une base orthonormée de R*. Comme ’espace propre associé
a 1 est engendré par ‘1 et que la norme euclidienne de 'TI vaut 1/2, on peut prendre pour
premier vecteur de cette base 2'T1.

Montrer que

1 0 0
)
0 -2 0 0
B 10 .
Q=P ) P.
00 5 0
0 0 0 —2
10

La matrice P étant la matrice de passage de la base canonique & une base orthonormée, il
s’agit d’une matrice orthogonale et donc P! ='P. La formule de changement de base permet
de conclure.



une récurrence immeédiate, on a pour tout p € N,

6 - En déduire que (QP)pen converge vers une matrice R que l'on précisera en fonction de II. Par

1 0 0 0
—2\P
0 0 0
(%)
QP =P —2\* p.
0 0 —
10 0
—92\P
0 0 0 —
(%)
Comme | —2/10| < 1 et en utilisant la propriété de la convergence d’un produit I-A, la suite
(QP)pen converge vers
100 0 21 0 0 0 Pt pip2 PPz Pipa
00 0O0], 2pp 0 0 O, pap1 D3 paps Dapa ¢
R=P P — P=4 = 4111
0000 2p3 0 0 0 psp1L P32 D3 Papa
0000 2ps 0 0 O pap1 pap2 DaD3 i

(Ci-dessus, on utilise le fail que la premiére colonne de P vaut 2'11.)

00 0O
7 - Montrer que pour tout p e N, QP — R = _2 pP 0100 tp. Soit p € N, alors
00 01
1 0 0 0
—2\P
0 (= 0 0 1000
Q*—R=P " —-2)\" p_p |00 0 Oy
N 0 0 (10) 00 00
_o\P 00 00
N
1 0 0 0
—92\P
0 (10) 0 0 1 000
00 00
— -2 p o t
P 0 0 (10> 0 00 00 P
_o\P 00 00O
0 0 0 (10)
0 0 0 0
—2\?
0 <10> 0 0
=P AN ‘P
0 0 (10> 0
—2\P
0 0 0 —
()
00 00
2\? 01 0 0],
Gm)P()01o P
0001
8 - En déduire qu’il existe r €]0, 1] tel que pour toute norme || - || sur M4 (R), on ait
1Q = R|| = O(").



Soit || - || une norme My(R). Alors pour tout p € N,

2 p
o - &= |(~55)

lor-ri-o((5)).

9 - En utilisant les questions A-1 et B-6, montrer que (P,),en admet une limite indépendante de
la loi de X et interpréter le résultat obtenu. En utilisant la propriété de la convergence d’un
produit I-A, on en déduit & l'aide de A-1 et B-6 que la suite (P,)nen converge vers Py4 'TIII.
Or, Py'Tl = izzl:1 P(Xo =) = et donc

P

o O O O
O O = O
O = O O
_ o O O

et donc

lim P, =1I.

n—-+00

Ainsi, quand n tend vers +00 on a autant de chance de se retrouver sur chaque point et cela
quelle que soit la position initiale. (De plus, d’aprés la question précédente la convergence est
rapide quelle que soit cette position initiale.)

m—— PARTIE 1V : Puissances d’une matrice stochastique

Soit n un entier naturel non nul et A = (ai;)1<i j<n € Mp(R) une matrice strictement stochastique.
On note
m= min a;;.
1<i,j<n
Pour tout entier naturel non nul p, on note ag) le coefficient d’indice (i,7) de AP :
AP = (a(-p)) :
Y/ 1<ii<n

Enfin, pour tout entier j compris entre 1 et n, on note :

m® = min a,(cp.) , M®P = max a,(f.).
J 1<k<n "I J 1<k<n kI

1 - Encadrement
Montrer que, pour tout entier naturel non nul p et tout entier 5 compris entre 1 et n, on a :

0< m‘gp) S m§p+1) S Mj(p‘i’l) S M](p) .

Fizons pour cette question et les deux suivantes, un entier naturel non nul p et un entier
je{l,...,n}. Comme A est stochastique, on a

ke {1,...,n}, o =3 aua® <3 M P = M,
i=1 i=1

En passant au maximum sur k, on en déduit que

(p+1) (p)
Mj < Mj .



De méme . .
ke {L,...,n}, a7 =3 aa® = 3 am® = ml.
i=1 i=1

En passant au minimum sur k, on en déduit que

m§p+1)

(»)

ij.

mg est immédiat (minimum plus petit que mazimum). Comme A et toutes

ses puissances sont strictement stochastiques, tous les coefficients sont strictement posilifs et
()

m;’ > 0. Finalement

p+1) < M(p+1)
- J

0< mgp) S m§p+1) S M;p—i_l) S Mj(p)

2 - Minoration
Montrer que, pour tout entier naturel non nul p et tout entier j compris entre 1 et n, on a :

m§p+1) _ m§p) >m (M](p) _ mgp)) ot M](p) _ Mj(p+1) >m (Mj(p) _ mgm) .

On note k un indice tel que ag;.H) = m§p+1). On a alors

P+ _ ) _ a,(fH) _mW
J j

mﬂ J

[V
3
I'M:
~
o
Sy
3
S
N

Dans la derniére somme, tous les termes sont positifs ou nuls, et l'un vaut M](p) — mg-p). Ainsi,

m§p+1) . mgp) > m(M](p) . mgp))'

De méme, on note  un indice tel que aép;rl) = Mj(erl), On a alors
(p) (+1)  _ (p) (p+1)
M;™ — M; = M —ay

S I o
i=1 i=1

= 2o O o)
T

> my (M =)

=1

Dans la derniére somme, tous les termes sont positifs ou nuls, et l'un vaut M](p) — mg»p). Ainsi,

(p) (p+1) (p) (p)
M;™ — M; > m(M;” —m;”).

10



3 - Majoration
Montrer que, pour tout entier naturel non nul p et tout entier 5 compris entre 1 et n, on a :

(p+1) (p+1) (p) (P)
Mjp —mjp <(1-2m) (Mjp —mjp) .

On a tout d’abord

(p+1) (p+1)  _ (p+1) (p)
Mj —m; = Mj — Mj
(p) (p)
+ Mj —m;
+ mgp) _ m§p+1)

Le premaer terme est majoré avec la seconde inégalité de la question précédente. Le troisieme
est majoré grice a la premiére inégalité. On obtient

(r+1) (p+1) (p) (p)
M; —m; < (1 =2m)(M;” —m;").

4 - Convergence de ces suites

En déduire que, pour tout entier j compris entre 1 et n, les suites <m(.p ) et M;p )>
sont adjacentes. Soit j € {1,...,n}. Remarquons que 0 = mg-o) < mgl) < M;l) < MJ(O) =1 et
que l'on a donc également

MY - m§1) <(1- 2m)(M](O) - mgo)) =1-2m.

Notons de plus que cette inégalité entraine que 1 —2m > 0.

(P))

La question 1 montre que (mj peN est croissante alors que (M

) eN décroit. Comme 1—2m >
0, la question précédente donne par récurrence, que pour tout Z 0,

(») (p) (0) (0)y.
0< M7 —m;” < (1-2m)P(M;” —m;");

(»)

Enfin, comme m > 0, on a |1—2m| < 1 et ainsi, (1—2m)P — 0. On en déduit que M](p)—mj

0 et les suites sont adjacentes.

—

5 - Conclusion
En déduire que la suite (AP )pGN converge vers une matrice L stochastique dont toutes les lignes

sont identiques. Pour j € {1,...,n}, notons ¢; la limite commune a (Mj(p))peN et (mg-p))peN.

Comme m§ ?) < a( ) < M( ?) pour tout k, tous les coefficients de la colonne j dans la suite (AP)
tendent vers c;. (Ap) com)erge donc vers la matrice L dont toutes les lignes valent (c1,...,¢p).
Comme AP est stochastique pour toul p, L Uest aussi.
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