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Préparation aux épreuves écrites du CAPES

SUJET BLANC N°3 - CORRIGE

Durée : 5 heures.

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour
une part importante dans l'appréciation des copies. Les résultats indiqués dans I’énoncé peuvent étre
utilisés par les candidats pour la suite du probléme.

Dans le cas ot un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) le
signale tres lisitblement sur sa copie, propose la correction et poursuit l’épreuve en conséquence. De
méme, si cela vous conduit a formuler une ou plusieurs hypotheses, il vous est demandé de la (ou
les) mentionner explicitement.

1l est expressément demandé une marge décente en vue de la correction. L’usage de tout ouvrage
de référence, de tout dictionnaire et de tout matériel électronique (y compris la calculatrice) est
rigoureusement interdit.

Les candidats doivent reporter sur leur copie, devant leurs réponses, la numérotation compléte des
questions de l’énoncé.

Les problémes n°1 et n°2 feront ’objet de deux compositions distinctes.




SESSION 2014
CAPES EXTERNE

MATHEMATIQUES 2

Probléme 1 : matrices d’ordre fini

Partie A : préliminaires

1.

1.1. P est nécessairement de degré supérieur ou égal a 1.

i) On sait que A est trigonalisable dans .#, (R) si et seulement si P est scindé sur R.

ii) On sait que si P est scindé sur R a racines simples, alors A est diagonalisable dans .#, (R).

1.2. D’aprés le théoréme de d’ ALEMBERT-GAUSS, tout élément de C[X] de degré supérieur ou égal a 1 est scindé sur C.
En conséquence, A est toujours trigonalisable.
D’autre part, la condition suffisante de diagonalisablité s’écrit plus simplement : si P est a racines simples dans C.

2.

2.1. Par hypothése, B® = I, avec b € N*. Par suite, B x B®~! = B?~! x B = I,,. On en déduit que B est inversible et que
B~! =Bb .

2.2. Soit k € Z. b est un entier naturel non nul. La division euclidienne de k par b s’écrit k = bq + 1 ol q et T sont des
entiers relatifs tels que 0 <r<b—1.

B =1, B =1, & (B xB =1, & (L) xB =1,
&S BT =1,.
Maintenant, r est élément de [0,b — 1] et par définition de b, il existe un et un seul entier p élément de [0,b — 1] tel que
bP =1,, a savoir p = 0. Donc
B*=1, 5B =1, &1r=0& bdivise k.

2.3. On sait que les valeurs propres dans C d’une matrice sont a choisir parmi les racines d’un polynéme annulateur.
Puisque B® = I,,, le polynéme P = X® — 1 est annulateur de B. Les racines de P sont les racines b-émes de I'unité dans C
et donc les valeurs propres de B sont des racines b-émes de 'unité dans C.

2.4. P/ = bX"~'. P’ a une seule racine dans C & savoir 0. 0 n’est pas racine de P et donc P et P/ n’ont pas de racine
commune dans C. On sait alors que P est a racines simples dans C.

Ainsi, le polynome P est a racines simples dans C et annulateur de B. On en déduit que B est diagonalisable dans C.

3. Posons m = PPCM (kq,...,kn). m est un entier naturel non nul. De plus, pour chaque i € [1,n], m est multiple de
ki et donc A" = 1.

3.1. C est diagonalisable. Donc il existe P € GL,(C) telle que C = PDP~! avec D = diag (?\1)1@@1.

C™ = (PDP )" =PD™P ! =Pdiag(A");;c,n P ' =P xIu x P! =1,.
Donc, C est d’ordre fini. De plus, d’aprés la question 2)b), o(C) divise m.

3.2. Plus précisément, pour k € Z,
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Ck=1, & (PDP ) =1, & PD*P ' =1,
& D=1, (Pet P~ sont inversibles et donc simplifiables)
& diag (A¥) =1, &Vvie[l,n], Ak =1
&S Vi e [1,n], k est multiple de k;
& k est multiple de m & k € mZ.

1<igm

Par suite, I'ordre de C est le plus petit élément strictement positif de mZ et donc o(C) = m.
Partie B : matrices d’ordre fini & coefficients réels

1. Puisque A est d’ordre fini, d’aprés la question 2)b) de la partie A, les valeurs propres de A sont des racines de l'unité
et en particulier, les valeurs propres de A sont de module égal & 1. Si de plus, toute valeur propre de A dans C est réelle,
une telle valeur propre est nécessairement égale & 1 ou —1. Donc, Sp(A) C {—1,1}.

2.

2.1. Par hypothése, le polynome caractéristique de A est xa = (1—X)3. Il est scindé sur R et donc A est trigonalisable dans

A3 (R). Dong, il existe une matrice P inversible & coefficients réels et une matrice triangulaire supérieure B & coefficients

réels telle que P~TAP = B. On sait que A et B ont méme polynome caractéristique et que les valeurs propres de B sont
les coefficients diagonaux de B. Donc B est de la forme

1 a b

B=| 0 1 ¢

0 0 1

En résumé, il existe P € GL3(R) et (a,b,c) € R3 tels que P"TAP =

o o =
o =0
—_ 0 o

2.2. Soit k € Z. B¥ = (P~1AP)" = P-TA*P. Donc

Bk =1, &P 'AP =1, & Ak =1,.
En particulier, B est d’ordre fini et o(B) = o(A).

k(k—1
ka (2 )achkb
2.3. Montrons par récurrence que : Yk € N, B* = 0 1 ke
0 0 1
1 ke Mo 100
e Sik=0, 0 1 2 ke =| 0 1 0 | =I3=BC La formule est donc vraie quand k = 0.
0 0 1 0 0 1
—1
ka k(kz )ac—|—kb
e Soit k > 0. Supposons que B¥ = 0 1 ke
0 0 1
1 _
1 ke KD 1 ab 1 a+ka brkac+ o i
B**1 = B x B = 2 01 ¢ |= 2
0 1 ke ] 0 1 ¢+ ke
0 0 1 00 0 0 1
_ 2 _
e e T RIPRRLE LSS0 PR PIL
=10 1 (k+T)c =10 1 (k+1)c
0 0 1 0 0 1
ka k(k_”ac—i-kb
On a montré par récurrence que Yk € N, B¥ = 0 1 2 ke
0 0 1
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K(k—1)

7 act+kb=0etdonca=b=c=0

2.4. 1l existe k € N* tel que B* = I,,. Pour cet entier k, on a ka = kc =
puisque k n’est pas nul. On en déduit que B = I3 puis que A = PI3P~! =13.

3. Si A admet —1 pour valeur propre triple, alors —A admet 1 pour valeur propre triple. De plus, —A est d’ordre fini car si
pour un entier non nul k, on a A* = I3, alors (—A)%* = + (Ak)z = I3. D’aprés la question précédente, on a nécessairement
—A =13 ou encore A = —1I3.

Réciproquement, la matrice —I3 est d’ordre fini égal & 2.

4.

4.1. De nouveau, le polynéme caractéristique de A est scindé sur R et donc A est trigonalisable dans R, les valeurs propres
de A se retrouvant sur la diagonale de la matrice triangulaire supérieure avec le méme ordre de multiplicité. Donc, il existe

-1 a
Q € GL3(R) et trois réels a, b et ¢ tels que la matrice Q7'AQ = 0 1
0 O

4.2. Montrons par récurrence que pour tout k € N, il existe trois réels oy, Pk et yx tels que

b
c
1

(=% o Px
Cck = 0 T vi
0 0o 1
o Le résultat est vrai pour k =0 avec &g = 30 =vo =0.
(=% o B
e Soit k > 0. Supposons qu’ il existe trois réels i, By et yi tels que CK = 0 1T vk
0 0 1
(=% o Pk -1 a b
CHl =CkxC= 0 T v 0 1 ¢
0 0 1 0 0 1
(=D ae+ (=D a cox + B + (—1)*Db (=D e Brr
= 0 1 Yk t¢ = 0 T Yikn
0 0 1 0 0 1

avec oucy1 = o + (—1)%a, P = cox + Bi + (—1)%b et yip1 = vk +c.
Le résultat est démontré par récurrence.

4.3. La suite (yx),cy est arithmétique de premier terme yo = 0 et de raison r = c. Donc, pour tout entier naturel k,
Yk = Yo + kr = ke.

4.4. Comme 4 la question 2)d), il existe un entier non nul k tel que k¢ =0 et donc ¢ = 0.

4.5. La dimension du sous-espace propre de A ou de C associé a la valeur propre simple —1 est 1. D’autre part,

—1 a b
rg(A—1I3)=rg(C—13) =1g 0 0 0 :rg(—1 a b):l.
0 0 0

D’aprés le théoréme du rang, la dimension du sous-espace propre Ker (A — I3) ou du sous-espace propre Ker (C — I3) est
3 —1 =2 qui est 'ordre de multiplicité de la valeur propre 1.

En résumé, le polynéme caractéristique de C ou de A est scindé sur R et l'ordre de multiplicité de chaque valeur propre
est égal & la dimension du sous-espace propre correspondant. On en déduit que A et C sont diagonalisables dans .#3(R).

5. Si —1 est valeur propre double de A et 1 est valeur propre simple de A, alors —1 est valeur propre simple de —A et 1
est valeur propre double de —A. —A étant d’autre part d’ordre fini, la question précédente permet d’affirmer que —A est
diagonalisable dans .#3(R). Il en est de méme de la matrice A car si —A est semblable & une matrice diagonale réelle D,
A est semblable a la matrice diagonale réelle —D.

Réciproquement, comme & la question précédente, une telle matrice est d’ordre fini.

6.

6.1. On a vu a la question 1) que toute valeur propre de A dans C est de module 1. Puisque A admet une valeur propre
non réelle, I'une des valeurs propres de A est de la forme e'® avec © € R\ nZ. D’aprés la question 2)c) de la partie A, e*®

) b
est une racine b-éme de I'unité oit b = o(A). Donc, €'°® = 1 puis b0 € 2nZ puis 0 € ?Z et en particulier, 8 € 2mQ.

Finalement, 'une des valeurs propres de A est de la forme e'® avec 8 € 2nQ \ nZ.
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Puisque A est a coefficients réels, on sait que puisque e'® est une valeur propre non réelle de A, eit® = e~ 1 est valeur

propre de A avec le méme ordre de multiplicité. Donc, A admet déja deux valeurs propres distinctes e'® et e *®. Notons
A la derniére valeur propre.

La trace de A est un réel et est égale & '® + e *® 4+ A ou encore 2cos® + A. On en déduit que A est un réel, toujours de
module 1 et donc A =1 ou A = —1. Finalement, Sp(A) = {ele, e 10 1} ou Sp(A) = {e‘e, e 0 1 }

6.2. En particulier, le polynéme caractéristique de A est a racines simples dans C et on sait que A est diagonalisable dans

A3(C).

7. e Supposons A d’ordre fini. D’aprés la question 1), les trois valeurs propres de A dans C sont de module 1. Puisque xa
est de degré 3 a coefficients réels, A admet au moins une valeur propre réelle qui ne peut étre que 1 ou —1. Si 'une des
deux autres valeurs propres n’est pas réelle, elle est de la forme e'®, 8 € R\ 7Z et on a vu que lautre valeur propre est
sa conjuguée e'?. Sinon, toutes les valeurs propres sont réelles.

Si les trois valeurs propres sont réelles, la famille des valeurs propres de A est nécessairement (1,1,1) ou (—1,1,1) ou
(—=1,—1,1). Nous sommes donc dans la situation des questions 2), 3), 4) ou 5). La matrice A est soit égale a I3, soit égale a
—I3, soit diagonalisable et dans tous les cas diagonalisable. D’autre part, le spectre de A est bien de la forme (e'?,e719,1)
ou (e'% e 9 —1) avec 6 = 0 ou 6 = 7 de sorte que 6 € 27Q.

Si A admet une valeur propre réelle et deux valeurs propres non réelles conjuguées, on est dans le cas de la question 6) et
on a vu que A est diagonalisable et que le spectre de A a la forme voulue.

e Réciproquement, supposons que A soit diagonalisable dans .#5(C) et que le spectre de A soit de la forme (eie, e 10 1)
ou (e'®,e 1% —1) avec 8 € 21Q.

2 . .
Posons 0 = % ol a € ZetbeN*. A est semblable a la matrice D = diag (ele, e 10, i1). Donc, A2? est semblable a la

matrice
D2 — diag (e““a, e e (41 )2") — diag(1,1,1) = I3,

et donc AP est égale a la matrice I3. On a trouvé un entier non nul k, a savoir k = 2b, tel que A* = I3 et donc A est
d’ordre fini.

Partie C : matrices d’ordre fini & coefficients entiers

1. La trace t de A est la somme des coeflicients diagonaux de A et est donc un entier relatif. t est d’autre part la somme
des trois valeurs propres de A et donc

t=e® +e 0+ 1=2cos0+1.

Donc 2cos0 =t — 1 est un entier relatif.

1 .1

2.2cos0 € [—2,2]NZ ={-2,—1,0,1,2} et donc cos O € {—1,—2,0, 2

1}. On en déduit que

0 € (nZ)U (g +7rz) U (ig +2nz> U (i%ﬂ + znz) .
On note que dans chacun de ces cas, 6 € 2nQ.
3. Premier cas. Si cos® =1, Sp(A) = (1,1, £1). A est semblable & diag(1,1,+1). Dans ce cas, A est d’ordre 1 ou 2.
Deuxiéme cas. Si cos® = —1, Sp(A) = (—1,—1,41). A est semblable & diag(—1,—1,+1). Dans ce cas, A est d’ordre 2.

Troisiéme cas. Si cos® = 0, le spectre de A est (i,—1,+1). A est semblable a diag(i,—i,+1). Dans ce cas, A est d’ordre
4.

1 iT
Quatriéme cas. Si cos0 = 3 le spectre de A est (j,jz, :I:]) olj = e”3". A est semblable & diag(j,j%, £1). Dans ce cas,
A est d’ordre 3 ou 6.

1
Cinquiéme cas. Si cos0 = 7 le spectre de A est (—j, —j2, :H). A est semblable a diag(—j, —j2,41). Dans ce cas, A est
d’ordre 6.
En résumé, o(A) €{1,2,3,4,6}.
4.

4.1. I3 est un élément de .#3(Z) d’ordre 1 et —I3 est un élément de .#3(Z) d’ordre 2.

4.2. i. Notons A la matrice considérée. En développant suivant la derniére colonne, on obtient
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—X 0 —a
XA = det (A —XI3) = 1 —X —b
0 1T —X-—c

=(-X—¢c)(X)?+b(-X)—a=—X>—cX? —bX—a.

ii. (1—=X)(j —X)(j? =X) = =X3 + 1. Donc, si on prend a = —1, b = ¢ = 0, on obtient une matrice A a coefficients entiers
relatifs dont le spectre est (1,3,j%) a savoir

0 0 1 0 0 1 0
On note alorsque A>=| 1 0 0 10 01]=1|20
010 010 1

0

0

1

La matrice A est d’ordre 3.

iii. o (1—=X)A—X)(—i—X) = (1—=X)(X2+1) = —X3+X? —X+1. Donc, si on prend a = —1, b =1 et ¢ = —1, on obtient
une matrice A a coefficients entiers relatifs dont le spectre est (1,1, —1) & savoir

0 1
0 -1
1 1

0
A= 1
0

A est & valeurs propres simples et est donc diagonalisable dans C. A est semblable & D = diag(1,1,—1). D est d’ordre 4 et
donc A est d’ordre 4.

e (1=X)(—=X)(=2=X)=(1=X)(X2 =X+1) =—X342X? —2X + 1. Donc, si on prend a = —1, b =2 et ¢ = —2, on
obtient une matrice A a coefficients entiers relatifs dont le spectre est (1,—j, —j?) & savoir

0 0 1
A= 1 0 =2
o1 2

A est a valeurs propres simples et est donc diagonalisable dans C. A est semblable & D = diag(1, —j, —j2). D est d’ordre
6 (car —j et —j? sont des racines sixiémes de 1 et pas moins) et donc A est d’ordre 6.
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Probléme 2 : fonction exponentielle, évolution d’une population

Partie A : la fonction exponentielle

1.

1.1. Pour x € R, posons ¢g(x) = f(x) x f(—x). La fonction g est dérivable sur R et pour tout réel x,

g’'(x) = f'(x) x f(—x) +f(x) x (—f'(=x)) = f(x)f(—x) — f(x)f(—x) = 0.

Donc, g est constante sur R. On en déduit que pour tout réel x, g(x) = g(0) = [f(0)]> = 1. On a montré que pour tout
réel x, f(x) x f(—x) = 1.

1.2. En particulier, pour tout réel x, f(x) x f(—x) # 0 et donc pour tout réel x, f(x) # 0.

1.3. Soit g une fonction dérivable sur R telle que g(0) =1 et g’ = g. Pour x € R, posons @(x) = M La fonction ¢ est

f(x)

dérivable sur R en tant que quotient de fonctions dérivables sur R dont le dénominateur ne s’annule pas sur R. De plus,
pour tout réel x,

g9'()f(x) —g(x)f'(x) _ g(x)f(x) — g(x)f(x)

/ xX) = = - O.
o0 12 GOk
0
Donc la fonction @ est constante sur R. On en déduit que pour tout réel x, @(x) = @(0) = %0)) = 1 et donc que pour
tout réel x, g(x) = f(x). Ceci montre l'unicité de la fonction f.
. . fla+x) . "
1.4. Soit a € R. On sait que f(a) # 0. Pour x € R, posons \(x) = W. La fonction { est dérivable sur R et pour
tout réel x,
f'la+x) fla+x)
! . — —

f(0) o . C , L

De plus, P(0) = m = 1. En résumé, la fonction 1 est une fonction dérivable sur R telle que P’ = et . Par unicité
. ) fla+x) .

d’une telle fonction, on a 1\ = f et donc pour tout réel x, W = f(x) ou encore pour tout réel x, f(a+x) = f(a) x f(x).

On a montré que pour tous réels a et b, f(a+b) =f(a) x f(b).

a 2
1.5. En particulier, pour tout réel a, f(a) = [f (—)} > 0. Comme d’autre part, la fonction f ne s’annule pas sur R, pour

2
tout réel a, f(a) > 0.
2.

X X X
2.1. Soit x € R. Soit n un entier naturel tel que n > [x|. Alors, —1 < - < 1 puis 1+ o >0et 1— - > 0. un(x) et un(—x)

existent et w,(—x) n’est pas nul. Donc, u,(x) et v, (x) existent.
2.2. Soit a €] — 1, 4+o0o[. Montrons par récurrence que Yn € N*, (1 +a)™ > 1+ na.

e L’inégalité est vraie quand n =1 puisque (1+a)' =T+a>1+1x a.
e Soit n > 1. Supposons que (1 4+ a)™ > 1+ na.

A+a)™"=0+a)™x (1+a)
> (14+na) x (1+ a) (par hypothése de récurrence et car 1+ a > 0)
=14+ n+1)a+na?
>14+n+1)a

Le résultat est démontré par récurrence.

X
2.3. i. Soit x € R. Soit n un entier naturel tel que n > |x|. Alors, 1+ — > 0 puis un(x) # 0 et donc
n
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o Un+1 (X) o
Un+1(X) = Un(x) X ———— =un(x) X N
un(x) (‘] + _)
X n+1
X 1+ i
:un(x)x<1+—)>< n;i(—
n T+ —
14~ _x
1
ii. Soit x € R. Soit n un entier naturel tel que n > [x| (donc n € N*). Soit a = LXH —1= 711(117-;).
1+ — 1+ —
n n
: X
Si x < 0, cette derniére expression est positive et donc a €] — 1, 4+o0l[. Si x > 0, alors LXH > 0 puis a > —1 et encore

1+
une fois a €] — 1,+o0o[. On peut donc appliquer I'inégalité de BERNOULLI et on obtient

X n+1
1+ ]
77174(— =(1+a)"!
14+ —
1+ 1+ ——
>1+m4+Na=T+mn+1)| —2EL 1| =n4 (n+1)—2F
1+ = 14+ —
n n
n+x+Mm+1)+x 2n+1+2
- X = X
1+ — 1+ —
n n
2 1-2
LR L S B S
T+ = n
n
> + (car 2n —2|x| = 2(n — [x|) > 0).
14+ —
n
X n+1
X X 1+ i
iii. Puisque 1+ o > 0, on en déduit que (1 + E) X n;(i— > 1 puis, comme U, (x) est positif, on a
1+ —
x n+1
X T +1
w100 =un () x (14 ) x | =251 | > 00 x 1 =unlx).
n T+ =

Ceci montre que la suite (un(x)), |, est croissante.

2.4. Soit x € R. D’aprés ce qui précéde, la suite (un(—x)), |, est croissante et strictement positive. Mais alors la suite
("n(x))n>|x| est décroissante en tant qu’inverse d’une suite strictement positive croissante.

2.5. Soit x € R. Soit n un entier naturel tel que n > |x|.
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2 2\ "
X X
ii. Puisque x| <n,onax? <n? puis 0 < 1 — 2 < 1 puis 0 < (1 — F) < 1 (par croissance de la fonction t +— t™ sur
x2\ "
[0,1]) et enfin T — <1 — P) > 0. Comme d’autre part v (x) = 0, on a montré que vy (x) —un(x) = 0.

2 2 2\ "
X X X
iii. Puisque 0 < 2 <1l,ona -2 €]—1,4oo[. On peut donc appliquer I'inégalité de BERNOULLI qui fournit <1 — n_) >

x? x? x2\" X2
T+n (——) =1- oy puis 1 — (1 — —) < P Puisque v, (x) > 0, on en déduit que

n? n?
2\ X2
Va(X) —un(x) =va(x) | 1— ]__2 <vn(x)—.
n n
X2
2.6. D’aprés la question 2.4, la suite (vn(x))n>‘x‘ est décroissante. Donc, pour tout entier naturel n > |x|, on a v, (x) x — <
n

2
X

VE(Ix)+1(X) X —. Mais alors, d’aprés les questions 2.5.ii et 2.5.iii, pour tout entier naturel n > |x|,
n

2
X
0 < vn(X) = n(x) < Ve 1 (x) x 2.

Les deux membres de cet encadrement tendent vers 0 quand n tend vers +o0o. D’aprés le théoréme des gendarmes, la suite
(va(x) — un(x))n>|xl converge et a pour limite 0.

En résumé, la suite (wun(x)), |, est croissante, la suite (vn(x)), ., est décroissante et la suite (vn(x) —un(x))n>lxl

converge vers 0. Donc les suites (un(x)),~ 5 €t (Vn(x)), =y sont adjacentes. On en déduit que ces deux suites sont
convergentes de méme limite.

0 n
2.7. i. Pour tout entier naturel non nul n, u, (0) = (1 + E) = 1. Quand n tend vers +o00, on obtient f(0) = 1.

ii. Pour a = xg et k = h, on obtient f (xg + h) — f (xo) = hf (xo).
Pour a = xo + h et k = —h, on obtient f(xo) — f(xo +h) > —hf(xg+h) puis —(1 — h)f(xo + h) > —f(xg) puis

(1—h)f(xo+h) < f(xp) puis f(xo +h) < ﬁf(xo) (car 1 —h > 0) puis f (xo +h) — f(x0) < (ﬁ—]) f(xo) et

h
enfin f(Xo + h.) — f(XO) < mf (XO).

f(xo +h) —f(xo0) < f (xo)
h S 1—h

supérieures, les deux membres de cet encadrement tendent vers f (xo). On en déduit que le taux

iii. Soit h €]0, 1[. D’aprés la question précédente, f (xq) <

. Quand h tend vers 0 par valeurs

f(xo +h) —f(xo0)
h

limite & droite en O et que cette limite & droite est égale & f (xo).

flxo +1) — f (xo) > f (XO). Quand h tend vers 0 par valeurs

h “1-h
f h) —f
inférieures, les deux membres de cet encadrement tendent vers f (xp). On en déduit que le taux (xo+ ]')L (xo) a une

Soit h €] — 1,0[. D’aprés la question précédente, f(xq) >

limite & gauche en 0 et que cette limite & gauche est égale a f (xo).
En résumé, f est dérivable a gauche et a droite en x¢ et ses dérivées a gauche et a droite sont égales. On en déduit que f

est dérivable en xg et que T/ (xp) = f (xo).

f est donc 'unique fonction dérivable sur R, égale a sa dérivée et telle que f(0) = 1.

Partie B : évolution d’une population

1. L’équation différentielle (E) s’écrit y’ = f(x,y) ou pour tous réels x et y, f(x,y) =1y (1 — %) La fonction f est de

classe C! sur R? en tant que polynome a deux variables. D’aprés le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ, I'équation (E) admet
une solution maximale et une seule prenant la valeur Ny en 0.

N étant par définition une solution maximale prenant la valeur Ng en 0, on a montré I’existence et I'unicité de la fonction
N.
2.

N(t N(t
2.1. Pour tout réel t € I, N(t) < K puis ](< ) <1 (car K > 0) et donc 1 — % > 0. D’autre part, v > 0 et pour tout t

de I, N(t) > 0. Finalement, pour tout réel t de I,
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N'(t) = TN(t) <1 — %) > 0.

La fonction N est donc strictement croissante sur I.

2.2. I contient [0, +oo[. La fonction fonction N est croissante sur I et est majorée par K sur I. On en déduit que la fonction
N a une limite réelle £ quand t tend vers +oo et que £ < K. Notons d’autre part que £ > N(0) = Ny > 0.

{
2.3. Supposons par 1'absurde £ < K. La fonction N’ tend donc vers 1{ (1 — E) = L. L est un réel strictement positif.

L
Il existe alors un réel A > 0 tel que pour t > A, on a N/(t) > Ik Par intégration, pour tout t > A, on a N(t) >

L L L
N(A) + z(t — A). Puisque 5 >0, lim N(A)+ z(t —A) =+oo0 et donc lim N(t) = 4o0o. Ceci est faux et donc £ = K.

t—+o0 t—+o0

3.

3.1. La fonction g est définie et dérivable sur I en tant qu’inverse d’une fonction dérivable sur I et ne s’annulant pas sur
I. Pour tout réel t de I,

N'(t) 1 N(t) T T T
"(t) = — = Ni) (1—- =) =— — = —1g(t) + —.
o8 =~y =~y < MO (1= ) =g - a0+ g
La fonction g est donc solution de I’équation différentielle y’ = —ry + % sur L.

3.2. (E’) est une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants. Une solution particuliére de (E’)

1
sur R est la fonction constante t — K et une solution non nulle sur R de ’équation homogeéne associée est la fonction

1
t — e~ "t Les solutions de (E’) sur R sont donc les fonctions de la forme t — Ae™ "t + X’ A€ER.

1 1 1 1
=Ae "t 4 —. La condition N(0) = Ny fournit A = — — X et done, pour

Il existe un réel A tel que pour tout t € I, N(t) K No

tout t € I,

3.3. Puisque lim e " =0, on retrouve lim N(t) =K.

t—+o0 t—+o00
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