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Préparation aux épreuves écrites du CAPES

SUJET BLANC N°3

Durée : 5 heures.

Le sujet est composé d'un exercice et de deux problémes indépendants.
L’ezercice 1 et le probléme 1 sont issus d’une épreuve du CCP 2016 et le
probléme 2 d’une épreuve du CCP 2015. Le corrigé est essentiellement un

extrait des corrigés respectifs de Basbois et Broizat, et de Masselin.

EXERCICE
On considére 1’équation différentielle (E) : 22y” + (22 — z)y’ + 2y = 0.

Existe-t-il des solutions non nulles de (E) développables en série entiére sur un intervalle du type
| —mrr[, avec > 07
Supposons que l’équation différentielle (E) posséde une solution développable en série entiére sur
+00
| =r;7] (avec T > 0), notée y : x — Z anz”™. En dérivant deux fois cette série entiére terme a terme
n=0
sur son intervalle ouvert de convergence, on obtient pour tout x €] —r;r| :

+oo +oo +oo +oo
(2% —2)y/ (z) = (2* — 2) Znanx”_l = Znanx”H — Znanx" = Z(n — Dap—12" Znan ,
n=1 n=0 n=0 n=1
ainst que
+oo +oo
22y (z) = 2° Z n(n —1ayx" * = Zn(n — Dayz" = Zn(n — Dayz™.
n=2 n=0

En sommant ces développements en série entiére, il vient, pour tout x €] — r;r| :

“+00 —+o00 +o00 “+o00o
22y (z) + (22 — 2)y/ (z) + 2y(z) = Zn(n — Dapx" + Z(n —Dap—12"™ — Znan:r” + Z 2a,2"
n=0 n=1 n=0 n=0
+00
= Z ((n2 —2n 4 2)a, + (n — 1)ay—1) 2" + 2ao.
n=1

Puisque y est solution de (E), on obtient par unicité du développement en série entiére les relations

2&0 =0

Vn>1, (n®>—2n+2)a, +(n—1)a,—1 =0 "
apg =0
vn>1, a, =
ce qui entraine la nullité de la suite (ap)nen par une récurrence immédiate.
En conclusion, on a montré qu’une telle solution est nécessairement la fonction nulle.

Il n’existe donc pas de solution non nulle de (E) qui soit développable en série entiére au voisinage

de 0.

Puisque n® —2n+2 =1+ (n —1)2 £ 0, ces relations se réécrivent 1— ,
TH(no1)2 -1



PROBLEME 1 : FONCTION DIGAMMA

— PARTIE I : Préliminaires —

1 - Soit = €]0, +00[. Démontrer que la fonction ¢ — e 1?1 est intégrable sur |0, +ool.

La fonction hy : t v+ e 't*~1 est continue sur |0, +oo[ par produit de fonctions continues, les
fonctions exponentielle et puissances élant bien continues sur )0, 4o00].

On a hy(t) ~ t*71 = tll—m avec 1 —x < 1 et t2e 41 = t*tle=t 5 0 par croissance
t—0+ t—~4o00
1

comparée, d’ot h,(t) = O (%)

Ainsi, par comparaison de fonctions positives et critére de Riemann en 0 et en +00, hy @ t +—
e~ 1"~ est intégrable sur )0, +ool.

+oo
On note, pour tout = €0, +oo[,I'(x) = / e~ 't*"1dt (fonction Gamma d’Euler).
0

2 - Démontrer que pour tout z €]0, 4+oo[,I'(z) > 0.
Soit © > 0. La fonction h, définie dans la question précédente est continue et strictement
positive sur |0, +oo[. La positivité de l'intégrale nous donne f0+oo ha(t)dt > 0 et la continuité
de hy implique qu’on ne pourrait avoir f0+oo hy(t)dt = 0 que si hy était identiquement nulle
sur 0, 4+o00[, ce qui n'est pas le cas.
Ainsi T'(z) = 0+°° hy(t)dt > 0, et ce pour tout = > 0.

3 - On cherche a présent a établir que la fonction I' est dérivable sur |0, +oo[. On définit

h:Rf xRt — R
(z,t) N
(a) Justifier rapidement que pour tout ¢ > 0, la fonction x — h(x,t) est de classe C' sur
10, +00[ et déterminer —.
Ox

Fizons t > 0. La fonction exponentielle étant de classe C*°, la fonction x +— h(x,t) =
t (z—1)In(

e e t) est également de classe C* sur |0, +oo|, et donc en particulier de classe C
sur 10, +00].
oh
De plus, pour tout (z,t) € (R*)?, a—(aj,t) = In(t)e =1L,
x

h
(b) Justifier rapidement que pour tout x > 0, la fonction ¢t +— 8—(:3,75) est continue sur
x
10, +o0.
Fizons x > 0. Les fonctions exponentielle et logarithmique étant continues, la fonction t —
h(z,t) = e~ tel@= DI cst continue sur |0, +oo[ comme composée de fonctions continues.

Soit [a,b] un segment de R .

(c) Montrer que pour tout (z,t) € [a,b] X [1,400[, on a 3
x

(:p,t)’ < p1(t) avec ¢y intégrable
sur [1,4o00][.
oh —t4b—1
Pour tout (z,t) € [a,b] x [1,400[ on a a—(:r,t) < In(t)e *t*~. Notons 1 la fonc-
x
tion définie sur [1,+o00[ par ¢1(t) = In(t)e tP~1. Cette fonction est continue. De plus,

2 — —t4b+1 : p ;N _ 1 L
t=p1(t) = In(t)e "t i 0 par croissance comparée, d’ot ¢1(t) C (3%). Ainsi,

p1 est intégrable sur [1,+o0].



oh
(d) Montrer que pour tout (x,t) € [a,b]x]0,1], on a ‘a(x,t)‘ < @o(t) avec o intégrable
x

Ox
fonction définie sur]0,1] par po(t) = | In(t)|e "1t~ L. Cette fonction est continue. De plus,

comme a > 0, on a t'"2po(t) = t2|In(t)[e™t — 0, et donc po(t) = o (%), avec
t—0+t t—0+t \t° 2

h
sur ]0,1]. Pour tout (x,t) € [a,b]x]0,1] on a ‘8(a:,t)’ < |In(t)|e~tt*=t. Notons o la

1 —§ < 1. Ainsi, po est intégrable sur |0,1].

Sous ces conditions, le Théoréme de dérivation sous l'intégrale s’applique et on a :

T oh
Vo >0, I’ :/ —(z,t)dt .
v 0= F@n
i "1 1
4 - Pour tout entier n > 2, on pose u,, = —dt — —.
n—lt n

(a) Justifier que la série E Uy, converge.
n>2

1
La fonction t — n est continue et décroissante sur |0, +oo[, donc pour tout entier n > 2,

1 1 1 1
on a0 <wu, <——— —. Le série de termes positifs E — — | converge vers 1
n—1 n n—1 n
n>2
(somme télescopique), donc la série de termes positifs E Uy, converge également.
n>2

n
1
Pour tout entier n > 1, on pose H,, = Z% —In(n)
k=1

(b) Démontrer que la suite (Hy)p>1 converge.
n

n n
dt 1
P >2 E = g - lation de Chasles, d’ot
our n = 4, on a Uk [ 2 par reiation ae asies, ou

— -
k=2 k=2
n n 1
Zuk:ln(n)—Fl—ZE:l—Hn.
k=2 k=1

n

Comme la suite (Z uk> converge par la question précédente, il s’ensuit que la suite
k=2 n>2

(Hp)n>1 converge.

Dans la suite de ce probléme, la limite de la suite (Hy,)n>1 sera notée -y, appelée constante d’Euler,
I(x)
I(x)

et on définit pour tout z €]0, +o00[, (z) = , appelée fonction Digamma.

—— PARTIE II : Expression de la fonction Digamma a 'aide d’une Série

1 - On fixe pour cette question un réel x €]0,4o00[. Pour tout entier n > 1, on définit la fonc-
t n
tion f, sur |0, +oo[ telle que pour tout ¢ €]0,n[, fn(t) = (1 - > t*=1 et pour tout t €
n
[n, 400, fn(t) = 0.

(a) Démontrer que pour tout t € [0, 1], In(1 —¢) < —¢. En déduire que pour tout entier n > 1
et pour tout ¢ €]0, +o00f, 0 < fio(t) < e =L



—t
La dérivée de t — In(1 —t) +t est la fonction t — T qui est négative sur [0, 1]. Ainsi,

pour tout t € [0,1], In(1 —¢) +¢ <In(1 —0)+0=0 et donc In(1 —t) < —t.
Soit n > 1. Notons tout d’abord que f, est une fonction positive : pour t > n, fp(t) =0 et
pourt €]0,n|, fn(t) est égal au produit de deuz termes positifs, le produit de puissances de

t t
nombres positifs. De plus, par ce qui précéde, pour t €]0,n[ on a In <1 — ) < ——, d’ou,
n n
par croissance de 'exponentielle, e”ln(l_%) < e~ t et done, par produit par une quantité
positive, fn(t) < e '*L. Enfin comme pour tout t > n, e 't*~1 >0 = f,(t), on conclut

que pour tout t €]0,+oo[, 0 < f,(t) < e =71

Montrer que la suite de fonctions (fy)n,>1 converge simplement sur |0, +o00[ vers la fonction
frit el
Indication : On pourra utiliser le développement limité In(1 4+ u) = u + o(u) au voisinage

de 0.
- _ nin(1-%) 21 t
Fizons t €]0,+o00[. Pour n > t, on a fu(t) = " n(1-7) g1, Or, In(1—-1%) Mot

d’ot nln (1 — %) — —t, et, par continuité de lexponentielle, f,(t) — e 1o L
n—-+0o00 n—+400

Sl

La suite (fn)n>1 étant ainsi une suite de fonctions continues par morceaux qui converge sim-
plement vers f et qui est uniformément bornée par une fonction intégrable sur |0, +oo], le
Théoréme de convergence dominée s’applique, et donne le résultat suivant :

()

+o0 +oo
fo(t)dt —— f(t)dt.

0 n—-4o00 0

n t n
En déduire que I'(z) = lim <1 - ) t"Lat.
n—-+oo 0 n
+oo t n
Par définition de ', on a T'(x) = f(t)dt. Pourn > 1, comme f(t) = <1 — ) 1
n

—+oco n t n
pourt €]0,n[ et fr(t) = 0 pourt € [n,+o0[, on a fn(t)dt = / (1 — ) t*"Ldt. Le
0 0 n

résultat donné par le théoréme de convergence dominée ci-dessus, permet alors de conclure.

1
2 - On pose, pour n entier naturel et pour x €]0, +oo[, I,(x) = / (1 —u)"u" du.
0

(a)

Justifier 'existence de Uintégrale I, (z).

Soient n € N* et x > 0.
La fonction o : u— (1 —u)"u*~1 est bien définie et continue sur 0, 1].

De plus, o(u) ~ url = ﬁ, avec 1 —x < 1, donc « est intégrable sur |0,1] par

u—0
comparaison de fonctions positives et critére de Riemann.

Cela assure la bonne définition de I,(x).

Déterminer, pour x > 0 et pour n > 1, une relation entre I,(x) et I,—1(z + 1).

Soient n € N* et x > 0.

On définit sur |0,1] les fonctions g = u (1 —u)" et a s u s “-. Ces fonctions sont de
classe O, et on a ai(u)as(u) qui admet une limite finie pour u — 0%, en Uoccurrence
0. On en déduit, par intégration par parties :

1 1
I,(x) = /0 ag(u)ab(u)du = a1 (1)as(1) — lim aq(u)as(u) — /0 o (w) e (u)du

u—0t

1
—O—O+n/ (1 —u)" "u®du = n n—1(x +1).
T Jo T



(¢) En déduire, pour n entier naturel et pour > 0 une expression de I, ().
Soit x > 0. .
On a Iy(z) = fol utldu = [2], =1

x 10 T
Soit n > 1. On a, par une récurrence immeédiate,

In(.f) = % n,1($ + 1) = % X %Infg(.f—*— 2) = WMI@({C +n) = Wm
t

) t"ldt = n*I,(x).

n
(d) Montrer que pour tout z > 0 et tout n > 1, / (1 -
0 n

Soit t >0 etn > 1.

La fonction t — % réalise une bijection strictement croissante et de classe C* de ]0,n] sur

10,1]. Via le changement de variable uw = L, on obtient donc :

n n 1 1
/ <1 - t> " lat = / (1 —u)™(nu)* *ndu = nx/ (1 — u)"u" tdu = n®I,(x).
0 0 0

n

nln®

[[+k
k=0

Soit © > 0. Le résultat de la question 1.c. se réécrit ainsi : I'(x) = lir}_l n*I,(x). Et le
n—-—+00

(e) En déduire que pour tout x > 0, I'(z) = lim

(formule de Gauss).
n——+oo

calcul de la question 2.c permet de conclure :

| 1T
['(x) = lim n® x " = lim —

k=0

n
1
3 - On rappelle que tout entier n > 1, on note H,, = Z% —In(n).
k=1
(a) Montrer que pour n > 1et x >0 :

IO E) = I ) )

Soitn>1etx>0. Ona

d’ou le résultat.

(b) Démontrer que pour tout = >0 :

T T R T O B T, iH(lﬁ”).

['(x) n—=too  nln® n—-+oon®

Grice a la question précédente, on réécrit :

1 . xHy, - €T _z
()~ oot g[(“%)e dE



Or H, — ~ donc, par continuité de Uexponentielle, e*n  —  €*7 et, finalement,
n—-+o0o n—-+0o

7 T
par produit de limites, la suite <H [(1 + %) ek}> converge et
k=1 n>1

1 . - T\ _=z
—— =z’ lim [(1—1— )e k]

k k
fonction g définie par g(z) = — In(T'(z)ze?®).

4 - (a) En déduire que la série Z [ln <1 + E) — E} converge simplement sur |0, +oo[ vers la
k>1

Soit x €]0, +oo[. On commence par réécrire la formule précédente :

{[(RET p—

Par continuité de In, on en déduit :
a T 1
In (;[ [(1 + %> e k}) n—>—+>oo In (F(a:):z:fﬂx) , 1. €.

Zn: {ln (1 + %) - %] WS In (T'(z)ze™).

T x
Ainsi, on a prouvé que la série Z {ln (1 + E) . E] converge simplement vers g.
k>1

(b) Montrer que g est de classe C! sur |0, +o0o[ et exprimer sa dérivée comme somme d’une
série de fonctions.

+00
On note g = Y gi sur |0, +o00].
k=1
Outre la convergence de . gi vers g établie & la question précédente, on a :

k>1

— Les fonctions g sont toutes de classe C* sur |0, +ool.
1 _ T

1
T ktx k" k(kta)-
Soit [a,b] un segment de R%. On a donc 0 < a < b. Alors pour tout k > 1 et tout

z € [a,b], |g,(z)] < k% et, comme Y k% converge, on a établi la convergence normale,
k>1
donc uniforme, de " g;. sur [a,b].
k>1

— Pour tout k > 1, pour tout x > 0, g, (z)

“+o0o +o0o
On en déduit que g est de classe C', avec : Vo >0, ¢'(z) = > gi(z) = Y (H% - %)
k=1 k=1

()

I'(x)
1 =71 1
= >0, w(@:‘x‘”;(k‘m)'

Par définition de la fonction g, on a, pour tout x > 0,

(c) On rappelle que pour tout = > 0, ¥(z) =

. Déduire de ce qui précéde que, pour tout

g(z) = —In ([(z)ze’®) = —In (I'(z)) — In(z) — ya.

Dérivant cette relation sur R’ , on obtient :

Mz 1

g'(fﬂ)z—r(x) — =




c’est-a-dire, vu que 1) = 1%7 P(z) = —g'(x) — % —
+oo +o00
Comme —¢'(x) = — (H% — %) =) (—ﬁ + %), on a finalement établi
k=1 k=1
400 1 1
YV > 0, == -
e 0 v = -1 3 (5 )

+00
Que vaut 1(1) 7 En déduire la valeur de l'intégrale / e tln(t)dt.
0

Posant x = 1 dans la formule précédente, on trouve : (1) = —1 — v + +ZO:O (% — %4_1),
d’ot, par télescopage, V(1) = —1 —y 4+ 1= —~. !

De plus T'(1) = f0+oo e tdt = Xng[_e_t]g = Xligrlool —e X =1 donc, vu que (1) =
%, on obtient T'(1) = —~.

Mais en reprenant lexpression obtenue d la question 1.5., on constate que T (1) = 0+°o e tIn

d’ou finalement :

+o0
/ e tn(t)dt = —.
0

Calculer, pour tout > 0, ¢¥(x + 1) — (), puis démontrer que, pour tout n > 2
n—1
1
Y(n) =—y+ g_lk-

Soit x > 0. D’aprés la formule de la question 4.c., on a

1 1 =X/ 1 =X/ 1
SRR SRETS > (M E S | (R

—+00

IR TS S R S S
o x4+l P k k4+ax+1 k k4+x

par somme de séries convergentes. Kt donc :

11 &1 1 =/ 1 1 1
1— = —-— — e — = —.
YlatD)—v(@) = 2 x+1+;<k+x k:—i—:c+1> k:< s k—l—x+1) z

[en]

Remarque. On aurait aussi pu procéder ainsi :

Fr,ff . 11>) - Fr,g)) “ i (1“ (F(&;U» |

Pz +1) —h(x) =

Or, il est bien connu que I'(x + 1) = xT'(z) (il suffit d’intégrer par parties), donc

d

Yz +1) = p(a) = - (n(2)) = %

En particulier, pour tout k € N*, ¢(k + 1) — ¢ (k) = 7.
1l s’ensuit, pour tout entier n > 2,

n—1 n—1
Y =91+ 32 (k1) ~9(k) = =7+ > 1
k=1 k=1



1
(c) Soit x > 0 fixé. On pose, pour tout y €]0, +oo[ et k entier naturel, ji(y) =

) k+y+1
— . Démontrer que la série j. converge uniformément sur |0, +oo].
PE— q kzm]k g ] [
En déduire lim (¢(x +n) — (1 + n)).
n—-+o0o
k+yt+z—k—y—1 z—1

Pour y €]0,400] et k € N, on peut réécrire ji(y) =

FEry+D)(k+y+z) — (y+D)(k+y+a)
donc, pour chaque k € N on a

|z —1]

Yy >0, |k(y)| < [CESNCEES)

-1 o 1
Comme >’ k‘xil est une série convergente, vu que ¢ |lz—1] on a la
k>0

|z—1]
(k+1)(k+=x) k+1)(k+x) k—>+oo k2

convergence normale, donc uniforme, de > gk sur |0, 4o00].
k>0
Ensuite, reprenant la formule de 4.c., on a, pour tout n € N*,

ba+m)—p(am——— L (L1 —
e R N e AU R Ry A~ AR S Ty

et selon le méme principe de calcul qu’a la question précédente, on aboutit a :

+o0
¢®+n%ﬂﬂkww:§:<k+i+n k+x+n> E:“

k=0

Or, pour tout k € N, jr(n) _>—+> 0 donc, par le théoréme de la double limite (qui s’applique
n o0

ici car la série de fonctions étudiée converge uniformément sur un voisinage de +00),

ngrfoo(@/}(x—i—n) Z lim jx(n) =0.

n—-+00

6 - Déterminer I'ensemble des applications f définies sur |0, +o0o] et & valeurs réelles vérifiant les
trois conditions :

— f1)=-
— pour tout = > 0, f(z+ 1) = f(x) + i
— Pour tout z > O,HEIEM(f($+n) — f(1+mn))=0.

Par analyse-synthése :

— Analyse : Soit f solution. On va montrer que f vérifie la formule de 1 établie en 4.c., a

savoir : N
1 X /1 1
v 0 = - — -
P20 )=t 7+;(k )




Puisque % = f(t+1)— f(t) pour tout t >0, on a

00 1 1 +o00
Z<k > = > (flk+1) = f(k) = flk+z+1)+ f(k+2))

k+x
k=1 T k=1

= lim (Z (f(k+1) — f(k)) +kZ(f(k+x) —f(k:+:n+1))>
=1

n—-+00
k=1

= lim [f(r+1)—f(O)+f1+2)—f(n+z+1)
n——+00 ~—~—
==

= fa+D) 4y dim (f@t1hn) - f14) = f@) + -+,

=0
ce qui montre bien la relation voulue, et donc f = 1.

— Synthése : La seule solution éventuelle au probléme est donc . Mais on a prouvé en 5.a.,
5.b. et 5.c. que Y satisfail les trois conditions voulues, donc finalement ¢ est solution, et
c’est la seule.

PROBLEME 2 : AUTOUR DES MATRICES BINAIRES

On propose d’étudier, dans ce second probléme, différents aspects des matrices & coefficients
dans {—1,1} (matrices binaires) : inversibilité, orthogonalité des colonnes (matrices de Hadamard)
et propriétés du spectre.

Dans tous le probléme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal & 2.

On débute I'étude par des exemples en petite dimension. En dimension n, on aboutit notamment
& trois résultats sur de telles matrices :

e une matrice de Hadamard ne peut exister que si n = 2 ou si n est un multiple de 4;

e on peut construire une matrice binaire inversible de n’importe quelle taille n;

e les valeurs propres des matrices binaires sont de module inférieur ou égal a n.

Notons ., (R) I’espace vectoriel des matrices réelles carrées de taille n,
M1 (R) Vespace vectoriel des matrices réelles a n lignes et 1 colonne,
AT la matrice transposée d’une matrice A,
I,, la matrice identité de taille n,

Sp(A) l'ensemble des valeurs propres complexes d’une matrice carrée réelle A.



Dans tout le probléme, on munit ., 1(R) du produit scalaire canonique défini de la facon sui-

vante :

V(X,Y) € Mi(R) x Mp1(R), (X,)YV)=XT.YV.

Pour A € .#,(R) et (i,j) € [1,n]?, on note :

A; j le coefficient situé & la i-éme ligne et & la j-éme colonne de A,
Cj(A) la j-éme colonne de A et L;(A) la i-éme ligne de A.

On définit les trois ensembles suivants :

By ={A € M(R) |V (i,5) € [1,n]?, Aij€{-1,1}},
@4, = {A € By | Aest inversible},
= {AE%nIAT~A:nIn}.

On admettra que le déterminant d’une matrice dont les coefficients sont des entiers
relatifs est aussi un entier relatif.

1 - Donner un exemple de matrices Az et A}, dans % telles que Ag € 75 et Al & Go.

On peut choisir Ay = (} _11> et Ay = <1 })

1 -1 -1
2 - Soit A= |1 1 —1]|.La matrice A3 appartient-elle & $B37 & J37 a4 Y7
1 1 1
Tous les coefficients de As sont dans {—1;1} donc As € Bs.
3 1 -1
Ag;Ag =1 3 1 donc As n’est pas dans 3.
-1 1 3
On calcule le déterminant de As en ajoutant Cs 6 C1 :
0o -1 -1
det(A3) =10 1 —1 | et, en développant par rapport a la premiére colonne, det(As) =4 #
2 1 1
0 donc Az € 93.
1 1 -1 -1
. 1 1 1 1
3 - Soient A4 = 11 -1 1
-1 1 1 -1
a - Montrer que A4 appartient & 3.

Tous les coefficients de Ay sont dans {—1;1} donc Ay € By.

En effectuant le produit matriciel, on trouve AZ - Ay =41y donc Ay € 4.

Montrer que A4 a pour polynéme minimal X? — 4.

Comme Ay est une matrice symétrique, le calcul précédent implique que A3 = 414. Ainsi,
X2 — 4 est un polynéme annulateur de Ay. Comme X% —4 = (X +2)(X —2) et que Ay est
différent de —21, et de 214, le polynome X2 — 4 est donc le polynome minimal de X? — 4.
En déduire que Ay est diagonalisable et déterminer Sp(Ay).

Le polynéme minimal de Ay étant scindé a racines simples valant 2 et —2, cette matrice
est diagonalisable et Sp(A4) = {—2,2}.

Proposer une méthode pour trouver une matrice orthogonale P et une matrice diagonale
D telles que Ay = PDP~1.

La matrice Ay étant une matrice symétrique réelle, elle est diagonalisable dans une base
orthonormée. On peut remarquer que la trace de Ay est nulle, ce qui implique que les
valeurs propres 2 et —2 ont méme multiplicité, et donc que les deuz sous-espaces propres
de Ay sont de dimension 2. Pour obtenir P, il suffit de chercher des bases orthonormées
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4 -

de chacun des espaces propres (on peut par exemple pour chacun des espaces propres en
déterminer une base, puis l'orthonormaliser avec le procédé de Gram-Schmidt).

Vérifier que ¢, C ¥, C B, et que A, est un ensemble fini dont on donnera le cardinal.

1
Soit A € ;. Lentier n est non nul donc —ATA = I, ce qui prouve que A est inversible,
n

1
d’inverse — AT . Par conséquent H;, C 9,. Par définition on a aussi 4, C B, donc finalement
n
I C Gy C B,
L’ensemble B, est l'ensemble des matrices carrées de taille n dont les coefficients sont pris
dans {—1;1}, donc A, est un ensemble fini de cardinal on’ (il y a exactement 2 possibilités
pour chacun des coefficients dont le nombre est n?).

Montrer que, pour une matrice A € %,,, les propositions suivantes sont équivalentes :
i) Ae A, ;
ii) (Cj(A))1<i<n est une famille orthogonale de I’espace euclidien ., 1 (R);

iii) \/15‘4 est une matrice orthogonale.
Soit A € B,.
On suppose 1i).
Pour tous i et j entre 1 etn, (AT A); ; = C;(A)TC;(A) (produit par blocs) donc, sii est différent
de 7, Ci(A)TCj(A) =0 : la famille (Cj(A))1<j<n est orthogonale.
On a donc Uimplication i) = 1i1).
On suppose ii). .

7

) est orthogonale.

On note, pour j entre 1 et n, C]’- = Cj(
Par hypothese (C1,--- ,C!

n

A).

Comme les coefficients de A sont dans {—1;1}, la norme de Cj(A) est \/n (Z A?j = Z 1=mn)
i=1 i=1
et donc la norme de C’;- est 1.

1
On en déduit que les colonnes de la matrice —=A forment une base orthonormale de 4y, 1(R)

NG

1
et donc — A est une matrice orthogonale.
n

On a montré limplication i) = 1iii).

On suppose 1iii).
1

Alors A" = — A est orthogonale donc AT A" = I, et, en multipliant par n, ATA = nlI, :
n

A€ s, (A est dans By). On a donc iti) = 1).
On peut alors conclure que les trois propositions sont équivalentes.

Soit A € 4,. On transforme A en une matrice A’ par les opérations sur les lignes de A suivantes :
Vi S [[2, n]], Li — A171 . Li — A@l . L1 si bien que Li(A,) = Al,l . Ll(A) — Ai71 . Ll(A).
a - Donner la relation entre det(A) et det(A’).

On conserve la premiére ligne L1(A) et pour chaque i entre 2 et n, on multiplie L;(A)

par Ai 1, ce qui multiplie le déterminant par Ay 1, puis on retranche A; 1 - L1, ce qui laisse
inchangé le déterminant, donc det(A’) = A?El det(A).

Arp A - Ay
0
b - Montrer que A’ = avec B’ une matrice carrée d’ordre n — 1,

: B’

0
qui est inversible et donc tous les coefficients sont dans I’ensemble {—2,0, 2}.
Pour i entre 2 et n et j entre 1 et n, A;j = A114;; — Ai1 Ay

On a donc A} =0 et pour j > 2, A ; est la différence de deuz nombres qui sont égauz a
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1 ou —1 donc est égale ¢ —2, 0 ou 2.
A A o A
0
Par conséquent, A’ = . B avec B’ matrice carrée de taille n—1
0
dont tous les coefficients sont dans {—2,0,2}.
A’ est alors triangulaire par blocs donc det(A’) = Ay det(B’) avec A" inversible et Ay,
non nul donc det(B’) # 0 : B’ est inversible.
¢ - Montrer que det(A) est un multiple de 277!

En utilisant la linéarité du déterminant par rapport a chaque colonne, det(B') = 2"~ det(B")
ot B" est une matrice dont tous les coefficients sont dans {—1;0;1}. Par conséquent
det(A’) est un multiple de 21, Comme det(A’) et det(A) sont égaux au signe prés (A1
vaut 1 ou —1), det(A) est aussi un multiple de 2"

d - Soit m un entier naturel tel que m™/2 est un entier pair. Montrer que m est nécessairement
pair.
Supposons que m = 2p + 1. Alors m™? = (2p + 1)P\/2p + 1. Ou bien 2p + 1 n’est pas un
carré et alors m™/2 nlest pas entier, ou bien 2p + 1 est un carré et dans ce cas V2p+1
est impair, et de méme m™'% comme produit de nombres impairs.

e - On suppose, dans cette question, que A € J7;, et que n > 3.
Montrer que |det(A)| = n"? et en déduire que n est un multiple de 4.
A€ A, et det(AT) = det(A) donc det(A)? = det(nl,) = n™. Ainsi, | det(A)] = n"/2,
Comme n > 3, d’apres les deus questions précédentes, 2 divise n/? et donc n est pair et
n > 4. On peut donc écrire n = 2p avec p > 2. Alors, |det(A)| = (2p)P et 22P~1 divise
2PpP . Ainsi, 2071 divise pP ; en particulier 2 divise p. On en déduit que n est un multiple
de 4.

7 - Soient n € N tel que n >4 et r =n — 1. On définit la fonction 7, : R™ — R” par :
V(zi,...,2) €R", 121, 20) = (T2, 21,23, ..., ZTy).

a - Montrer que 7 définit un automorphisme de R".
Soient © = (z1,- -+ ,xr), y = (y1,- -+ ,yr) deus éléments de R" et XA € R.

(@ +Ay) = (T4 Ay, T+ Ayy)

= (22 + Ay2, 21 + Ay1, T3 + Ays, -, T + AYr)

= (22,2123, 2) + A Y1, 92,93, , Ur)

= (@) + A7 (y)
7 est donc un endomorphisme de R”.
De plus, si 7.(x) = 0, alors © = 0 donc 7, est injectif. Un endomorphisme injectif en
dimension finie est bijectif donc 7, est un automorphisme de R”.

b - Déterminer la matrice, notée T,., associé & 7. dans la base canonique de R".

7(1,0,---,0) = (0,1,0,---,0), 7-(0,1,0,---,0) = (1,0,--- ,0) et, si i > 2, 1(e;) = e

(e; ieme vecteur de la base canonique). Par conséquent, T, = (? IO ) ou B = (? (1)>
r—2

¢ - On pose alors A = o,

0
On transforme A en A’ par les opérations sur les lignes de A suivantes : Vi € [2,n],
Li — L1 — Lz‘ si bien que LZ(A/) = Ll(A) — LZ(A)
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Montrer que A’ est un élément de %,.
T, est la matrice d’un automorphisme donc T, est inversible et A aussi.
Les opérations élémentaires, L; < L1 — L; ne modifient pas le rang de la matrice donc A’

est 1nversible.
1

La premiere colonne de A’ est | . | et sur la premieére ligne de A’, il n'y a que des 1.

1
Soient i et j supérieurs ou égaux 4 2. Remarquons que les coefficients de T, sont 4 valeurs
dans {0,1}. Si (Tr)i—1,j—1 = 1, alors Ag,j =1-2=—1¢etsi(T})i—1,-1 = 0, alors
A;,j =1.
On peut alors conclure que A’ € 9,.

8 - Donner un exemple explicite de matrice A qui soit dans ¥ mais pas dans J%5.
On prend r = 4 dans ce qui précede. On renommant A la matrice A’ de la question 7. :

1 1 1 1 1 1
11 -1 1 1 1
1 -1 1 1 1 1
1 1 1 -1 1 1
1 1 1 1 -1 1
1 1 1 1 1 -1

A est dans 9 mais pas dans G car ses deuzr premiéres colonnes ne sont pas orthogonales.
9 - Soient A € &, et A € C une valeur propre de A.

a -

Montrer qu’il existe (z1,...,x,) € C" tel que :

n
i - pour tout i € [1,n], ZAZ'J.T]' = Az,
j=1
ii - il existe k € [1,n] tel que : z; # 0 et pour tout j € [1,n], |z;| < |zl
A est une valeur propre de A donc on peut considérer un vecteur propre associé X =
T1 n
€ C™ On a alors AX = \X et donc, pour tout i entre 1 et n, ZAiijj = A\x;.
Tn, J=1
{lzi|; © € [1;n]} est une partie finie non vide de R donc on peut considérer son plus grand
élément m. il existe k entre 1 et n tel que |xg| = m.
Comme X n’est pas nul, xj, # 0 et, par définition de m, pour tout j entre 1 et n, |z;| < |zg|.

Montrer que |A| < n.

n

On a en particulier |\||xg| = ZAijj et, d’aprés Uinégalité triangulaire, |\||xg| <
j=1

n

> Akl

j=1

Ay vaut 1 ou —1 donc |Ag;| = 1 et, pour tout j, |x;| < |xg| done |M|xk| < nlzg| et,

comme |zi| est non nul, |\ < n.

Montrer que : sup <{|/\| tel que A € Sp(A) et A € 95’”}> =n.

Ce qui précéde prouve que le sup existe et est inférieur ou égal & n.

Pour montrer l’égalité, il suffit de trouver une matrice A € A, qui admet n comme valeur
propre.

On peut choisir la matrice A dont tous les coefficients sont égaux a 1. Alors A € B, et si
U est la colonne dont tous les coefficients sont égaux 6 1, alors AU = nU et U n’est pas
nul donc n est valeur propre de A. On a donc ’égalité :

sup (({|A| tel que X\ € Sp(A) et Ae B,})=n
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Fin de I’énoncé
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