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SUJET BLANC N°1 - Analyse

Durée: 3 heures.

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour
une partie importante dans l’appréciation des copies. Les résultats indiqués dans [’énoncé
peuvent étre utilisés par les candidats pour la suite du probleme.

Les candidats doivent reporter sur leur copie, devant leurs réponses, la numérotation com-
pléte des questions de [’énoncé.

St, au cours de ’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
signale dans sa copie et poursuit sa composition en indiquant les initiatives qu’il est amené
a prendre de ce fait.

1l est expressément demandé une marge décente en vue de la correction.

PARTIE PRELIMINAIRE
Cette partie vise a établir certains résultats d’analyse classiques.

1. Parité et dérivation.

(a) Montrer que toute fonction réelle impaire est nulle en 0.
Si f est impaire, alors f(—x) = —f(x) pour tout x € R. Cette relation appliquée
ax =0 donne f(0) = —f(0), ce qui implique f(0) = 0.

(b) Soit f de classe C'. Montrer que si f est paire, alors f’ est impaire, et que si f est
impaire, alors f’ est paire. On se contentera de démontrer l'un des deux résultats.

B) —
Soit x € R. Par définition, f'(z) = ]llirr(l] Jlo+ 2 f(z) = hH(l]Tz(h). Re-
marquons que l'on a aussi f'(x) = }llin"(l] Te(— La fonction f étant paire, on

h).
a: T_z(h) = flzwth) = Jl=2) = fle=h) = J(@) = —7.(=h). Or, on a

h h
fl(—x) = }Lii%tx(h) et f'(x) = }LILI(IJTQC( h), d’ou Uon tire f'(—x) = —f'(x) et

donc l'tmparité de f'.

(¢) Soit f de classe C*, paire. Montrer que pour tout k € N, f**1) est impaire.
Se démontre par récurrence sur k € N. L’initialisation a fait l'objet de la ques-
tion précédente. Pour Uhérédité, il faut aussi utiliser la question précédente et
remarquer que dériwer deux fois ne change pas la parité.

2. Formule de Taylor avec reste intégral.
Démontrer par récurrence le résultat suivant: soit n € N, et f € C"*1(I). Alors, pour
tout h € R tel que xg + h € I, on a:

n zo+h h— )"
f(zo + h) Z J Mf(n+l)(t)dt.

- . n!

On effectue une récurrence sur n € N. Le cas n = 0 s’écrit:

xo+h

f(wo + 1) = f(zo) + j 7y,

o

1



ce qui n’est autre que le théoréeme fondamental de ’analyse. Considérons la propriété
vraie au rang n € N, et montrons qu’elle est vraie au rang suivant (on considére donc

fec™(I)). On a:

" hEk zo+h h— )"
f(zo+ h) Zk_ J Mf(rﬁl)(t)dt.

. n!

Or, aprées intégration par parties:

zo+h n

. n!

_ l_ (1‘0 +h— t)n+1 f(n+2)(t>dt

zo+h . J«ngrh (900 +h— t)n+1
(n+1)!

fm““”] n+ 1)

wth (2o + h — )1
(n+1)!

fy) xo
hn+1

- e ) + |

(n+2) dt
(n+1)! 2o / (t)at

ce qui permet de conclure.
3. Formule de Leibniz.

(a) Montrer que pour tout n € N* et tout entier 1 < k < n:

(k") = ()= ("5

|
On rappelle que, pour tout n € N* et tout entier 1 < k < n, K = L
n El(n —k)!

(k51> ! (f;) ~ k-1l <nni (k—D) K <nni )

B n! x k +n!x(n+1—k)
CEn+1-k)! kl(n+1—k)!

(b) On considére f, g deux fonctions de classe C", on n € N. Montrer par récurrence
sur n € N* la formule de Leibniz:

n k
o 2 r(k) (n—k)
<n> g '
k=0

On admettra Uégalité (fg) = f'g+ f¢'.

On effectue une récurrence sur n € N, dont linitialisation est garantie par la
formule classique (fg) = f'g+ fg'. Concernant l’hérédité, supposons la propriété
vraie a un rang n € N et montrons qu’elle est vraie au rang suivant (on suppose




Cn-i—l

donc f,g de classe . En utilisant ’hypothese de récurrence:

’fl - n— - k n —
fg +1) Z ( ) k+1)g( k) + Z (n> f(k)g( +1—k)
k=0

E—1 N (k
(k) (n+1—k) (k) (n+1—k)
( . )f g + 3] (n)f g
1 k=0
k—1 k el 0 n Y\ rin
[( 3 ) n (n)]f<k>g< +1-k) (n) FO 1) <n> FD) (0
f

k _ 0 n+1
(k) ,(n+1—k) (0) ,(n+1)
<n+1)f g +<n+1>f g +<n+1)

1
(n+1—k)
~ (n + 1) 'g ’

4. Un critére de convergence.

Montrer qu’une suite réelle (u,),eny converge vers £ € R si et seulement si les deux

suites extraites (ug,)nen €t (Ugn11)nen convergent vers /.

Le sens direct est immédiat : si une suite converge vers {, alors ses suites extraites

convergent toutes vers cette méme limite.

Supposons a présent que (usp)nen €t (Usni1)nen convergent vers €. Soit € > 0. Alors il

existe Ny € N tel que pour tout n = Ny, |ug, — €| < &, et de méme il existe Ny € N tel

que pour tout n = Na, |ug, 1 — | < . Posons alors N = max(Ny, Ny), et considérons
> N. n étant pair ou impair, on tombe dans l'un des deux cas précédents, ce qui

assure |u, — | < .
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5. L’inégalité de Bernoulli.
L’objectif est d’établir le résultat suivant:

Pour tout réel a > —1 et pour tout entier naturel n € N\ {0,1}, (1 +a)" = 1+ na,
avec égalité si et seulement si a = 0.

(a) Démontrer l'inégalité dans le cas particulier n = 2 et étudier le cas d’égaliteé.
Pour tout réel a > —1, on a (1 +a)> =1+ a®>+2a > 1+ 2a. Il y a égalité ssi
a? =0, c’est a dire ssi a = 0.

(b) Démontrer cette inégalité dans le cas général.

On procéde par récurrence sur n = 2. L’initialisation a été faite a la question
précédente. Supposons donc la propriété vraie a un certain rang n = 2, et mon-
trons qu’elle est vraie au rang suivant. On a

(1+a)"" = (1+a)"(14+a)" = (1+a)(1+na) =1+ (n+1)a+na® =1+ (n+1)a

1l y a égalité ssi les deux inégalités de la ligne précédentes sont en fait des égalités,
c’est a dire ssi a = 0 (par hyp. de récurrence pour la premiére, puis na* = 0 <
a=0).

— PROBLEME : Autour de la formule des différences diviSéesS



Notations, définitions et rappels

e Etant donnés deux réels a et b vérifiant a < b, on désigne par C([a, b]) ’espace vectoriel
des fonctions réelles définies et continues sur l'intervalle [a, b].

e On note R[X] I'ensemble des polynomes a coefficients réels, et R,[X] ensemble des
polynéomes de R[X] de degré au plus n. On identifiera les fonctions polynomiales
définies sur un intervalle [a, b] avec les polynomes de R[X]. On considére ainsi R[X]
comme un sous espace vectoriel de C([a, b]).

e Division euclidienne dans R[X]: on rappelle ici que pour tous polynémes A, B de
R[X], il existe un unique couple de polynémes (Q, R) tel que:

A=BQ+ R , avec deg(R) < deg(B).

Dans la suite du probléme, n est un entier supérieur ou égal a 1.
On considére une fonction continue f : [a,b] — R, ainsi que n + 1 points distincts zq, - - - , 2,
de l'intervalle [a, b].

Partie A - Résultats préliminaires

Le but de cette partie est de démontrer I'existence et 'unicité du polynome interpolateur
P, e R,[X] de f aux points zg, - - ,z,, c’est a dire vérifiant:

P,(z;) = f(x;) Yi=0,---,n. (1)
I- Soit P € R[X]. Montrer que a € R est racine de P si et seulement si le polyndome
(X — a) divise P.

On effectue la division euclidienne de P par (X —a) : P =Q(X — a) + ¢, avec ¢ une
constante réelle. Ainsi, a est racine de P si et seulement si ¢ =0, c’est a dire (X —a)
divise P

IT - Montrer par récurrence que tout polynéome non nul de degré m € N admet au plus m
racines.

Sim =0, alors P est un polynome constant non nul, et n’admet donc pas de racine.
Supposons la propriété vraie au rang m, et considérons un polynéme P non nul de
degré m + 1. Si P n’admet pas de racine, il n’y a rien a démontrer (P a donc au plus
m + 1 racines). Supposons que P admette une racine a € R. D’aprés ce qui précéde,
X —a divise P, c’est a dire P = Q(X — a), avec deg(Q) < deg(P). Par hypothése de
récurrence, () admet au plus m racines, et donc P en admet au plus m + 1.

On considére a présent 'application:
d:R,[X] — R
P (Plag), -+ P(an))

III - Montrer que @ est linéaire.



Pour tous polynomes P, Q) € R,[X] et A\e R, on a:

P +Q) = ((P+2Q)(w0). - . (P +Q)(wn)

= (P(x0), - ,P(xn)> + A(Q(xo), o ,Q(%))
= O(P) + \O(Q).

IV - Montrer que Ker(®) = {0}.

St un polynoéme P de degré au plus n est dans le noyau de ®, alors il admet au moins
n + 1 racines (les xg, -+ ,x,). Donc P est nul en vertu de la question A-II.

V - En déduire que ® est bijective.

® étant linéaire, la question précédente donne l'injectivité. Par ailleurs, les dimen-
stons des espaces de départ et d’arrivée de ® étant les mémes, les notions dinjectivité,
surjectivité et bijectivité se confondent, ce qui permet de conclure.

VI - Conclure.

L’existence et ['unicité du polynome interpolateur découlent directement du caractere
bijectif de ®.

Partie B - Formule de Newton et différences divisées

I - Justifier, par un argument simple, que la famille de polynomes:

E = {1,(X—a70),(X—xo)(X—xl),--- ,ﬁ(X—xk)}

k=0
forme une base de R,[X].

Il suffit de constater que cette famille de n + 1 polynomes est échelonnée en degrés.

Soit P,, le polynéme interpolateur de f aux points xg, - - - , z,,. On considére la décomposition
de P, dans cette base:

n—1

Py(X) = ag+ ay (X —xg) + -+ an | [(X —x),
k=0
oulesa; ,2=0,---,n sont des réels.
IT - 1 - Montrer que ag = f(x¢) et a; = M.
r1 — g
En utilisant la forme précédente : P,(xy) = ag. Or, P, étant le polynome interpo-
lateur de f auz points xq,- - ,x,, on a f(xg) = ag. Ensuite : f(x1) = P,(z1) =

ap + a1 (x1 — x9) = f(xo) + ar(z1 — o), d’ou Uon tire la deuzieme relation.



2 - On suppose n = 2. Montrer que pour tout entier ¢ vérifiant 2 < i < n,

1—2

f(z;) — ao + ar(x; — xo) + -+ + ai,ln(a:i — Zg)

k=0

a; = 1

(zi — m)

~.
I

k

Indication: on pourra commencer par montrer que P,(z;) = ag + ai(x; — xo) +

i1
k=0
n—1
On a P,(x;) = ap+ay(x;— )+ -+ - +an1_[(9ci —x,). Pour tout entier j > i,
k=0

J
le produit H(ml — xy) est nul (car "x)” peut prendre la valeur x;). Ainsi, tous
k=0

J
les termes du type 1_[(35z — xp) avec j =i sont nuls dans l'expression précédente,

k=0

ce qui établit le résultat donné dans lindication. Par suite : f(x;) = P,(z;) =
i—2 i—1

ag + ay(z; — x0) + -+ + ai_ln(xi — ) + ain(xi — ), d’ou l'on tire I’égalité
k=0 k=0

demandée.

ITI - Montrer par récurrence (sur i) que pour tout entier naturel ¢ < n, les coefficients a; ne
dépendent que des points xg, - -+ ,x; (et pas des x;y1, -, Ty).

Pouri =0, on a vu que ag = f(xo), donc ceci est vrai pour i = 0. Supposons que cette
propriété soit vraie jusqu’au rang i — 1 (c’est a dire que les ag, -+ ,a;—1) ne dépendent
que des points xq, -+ ,x;_1. La question précédente permet d’affirmer que a; ne dépend
que des ag, -+ ,a;_1 et des xg, -+ ,x;_1,x;. FEn utilisant [’hypohése de récurrence, on
obtient alors I’hérédité.

On pose alors a; = f|zg, -+ ,x;] pour tout i = 0,--- ,n, de sorte que
n—1
Po(X) = flwo] + flwo, 1](X —20) + -+ + flwo, -+ ’$n]H(X — k) (2)
k=0
IV - Pour tout ¢ = 0,--- ,n, on pose y; = T,_;. Notons que (¥;)i—o,... n €t (z;)io,.. n définis-

sent la méme famille de points, et donc le méme polynome mterpolateur P .

1 - Ecrire la décomposition de P, sous la forme (2) dans la base:

F = {17(){_y0)7(X_y0)(X_y1>7"' aﬁ(X_yk)} :

k=0

Pu(X) = Fyo] + Flvos ] (X = o) + -~ + L. -,ynﬁx w. (3



2 - On considére I'écriture de P, dans la base £ donnée par (2) et celle dans la base F
obtenue a la question précédente. En raisonnant sur les termes d’ordre n, montrer
que flzo, -+ xn| = fln, -, zo].

Les coefficients des termes d’ordre n issus de (2) et (3) sont respectivement
flxo, - xn] et flyo, - s un)- Or, flyo, - synl = flan, -+, x0] par définition.

n—2
3 - a - Déterminer le terme d’ordre n — 1 du polynoéme H(X — Tp).
k=0
Le terme d’ordre n — 1 est X"
n—1

b - Déterminer le terme d’ordre n — 1 du polynéme H(X — I).

k=0
1l s’agit d’un polyndme de degré n. Les termes de degré n — 1 s’obtiennent en

choisissant n — 1 fois le terme en X dans le produit, et ['un des x; comme
n—1

dernier facteur. Il y a n termes de ce type, ce qui donne : (— Z:ck)anl.

k=0

¢ - En déduire le terme d’ordre n — 1 du polynéme P, donné par (2).
En combinant les deux questions précédentes, on obtient que le terme d ordre

n—1 du polynéme P, donné par (2) est (f[a:o, s 1] — [, - Zx )X" !

4 - En considérant a nouveau l’écriture de P, dans la base F, et en raisonnant sur
les termes d’ordre n — 1, montrer que

flzos -+ s xn1] = flzo, - Zxk = flyo, Y1l — flvo, s n Zyk

Ce résultat est immédiat en reproduisant ce qui a été fait précédemment sur (3)
et en identifiant les termes d’ordre n — 1.

f[xb' o ?xn] - f[l'o, T >xn71]
Tn — To
Indication: on pourra remarquer qu’en menant la méme analyse effectuée au B-

IV-2 auzx points d’interpolation yo, -+ ,Yn—1, on a flyo, s Yn—1] = fl¥n-1," ", Y0]-

5 - En déduire que f[xg, - ,x,] =

D’aprés A-II, flxo, -, 2] = flyo, -+ ,yn|, donc l’égalité précédente se réécrit:

floo, -+ ana] = flyo, - g1l = flzo, -+, (Zxk - Zyk)

n—1 n—1
Par suite, en utilisant Zyk = an = Zxk et flyo, s Yn-1] = flYn-1, ", %] =
k=0 k=0 k=1

f[xla"' 71;”]"
f[ill'o,"' 7xn71]_f[$17"' 7xn] Zf[ilfo,"' 7xn71](x0_xn) .



