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Durée: « 2 h 30. Sujet distribué à 10h, récupéré à 13h (14h40 pour les tiers
temps).

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour

une partie importante dans l’appréciation des copies. Les résultats indiqués dans l’énoncé

peuvent être utilisés par les candidats pour la suite du problème.

Les candidats doivent reporter sur leur copie, devant leurs réponses, la numérotation com-

plète des questions de l’énoncé.

Si, au cours de l’épreuve, un candidat repère ce qui lui semble être une erreur d’énoncé, il le

signale dans sa copie et poursuit sa composition en indiquant les initiatives qu’il est amené

à prendre de ce fait.

Il est expressément demandé une marge décente en vue de la correction.

Les exercices 1 à 5 sont indépendants.

EXERCICE 1 : Un résultat de croissance comparée.

Soit γ ą 0. On considère les suites punq et pvnq définies par un “ eγn et vn “ n! pour n ě 1.

1. Démontrer qu’il existe un entier N P N tel que, pour tout n ě N :

un`1

un

ď
1

2

vn`1

vn
.

2. En déduire qu’il existe une constante c ą 0 telle que, pour tout n ě N :

un ď c

ˆ

1

2

˙n´N

vn .

3. En déduire que eγn “ opvnq.

EXERCICE 2 : Suites réelles, résultats de convergence.

On considère punq et pvnq deux suites réelles. Déterminer si les assertions suivantes sont
vraies ou fausses. Lorsqu’elles sont vraies, les démontrer. Lorsqu’elles sont fausses, donner
un contrexemple.

1. Si punq et pvnq divergent, alors pun ` vnq diverge.

2. Si punq et pvnq divergent, alors pun ˆ vnq diverge.

3. Si punq et pvnq convergent, alors pun ` vnq converge.

1



4. Si punq converge et pvnq diverge, alors pun ` vnq diverge.

5. Si punq converge et pvnq diverge, alors pun ˆ vnq diverge.

6. Si punq est à valeurs positives et n’est pas majorée, alors lim
nÑ8

un “ `8.

7. Si punq est positive et tend vers 0, alors punq est décroissante à partir d’un certain rang.

EXERCICE 3 : Concavité du logarithme.

Soient a et b deux réels tels que 0 ă a ă b.

1. A l’aide de l’inégalité des accroissements finis, montrer que:

b ´ a

b
ă lnpbq ´ lnpaq ă

b ´ a

a
.

2. Soit f : r0, 1s Ñ R de classe C
1, deux fois dérivable sur s0, 1r, et telle que:

fp0q “ 0 , fp1q “ 0 , f 1p0q ą 0 , f 1p1q ă 0 .

On suppose de plus que pour tout x Ps0, 1r, f 2pxq ă 0.

(i) - Montrer qu’il existe α ą 0 tel que pour tout x P r0, αr, f 1pxq ą 0.

(ii) - Montrer que fpαq ą 0.

(iii) - On suppose qu’il existe β Ps0, 1r tel que fpβq “ 0. Montrer qu’il existe c1 Ps0, βr
et c2 Psβ, 1r tels que f 1pc1q “ f 1pc2q “ 0. En déduire une contradiction.

(iv) - Déterminer le signe de fpxq pour tout x Ps0, 1r.

3. On considère la fonction f définie sur r0, 1s par :

fpxq “ lnpxa ` p1 ´ xqbq ´ x lnpaq ´ p1 ´ xq lnpbq .

Montrer que f vérifie les hypothèses de la question 2, puis que pour tout x Ps0, 1r:

lnpxa ` p1 ´ xqbq ą x lnpaq ` p1 ´ xq lnpbq .

EXERCICE 4 : Convergence de séries.

1. Résultats préliminaires. On rappelle ici la formule de Taylor-Young:
Soit I un intervalle de R et x0 P I. Soit n ě 0 et f une fonction de classe Cn. Alors,

pour tout x P I,

fpxq “ fpx0q`f 1px0qpx´x0q`
f 2px0q

2
px´x0q2`¨ ¨ ¨`

f pnqpx0q

n!
px´x0qn`o ppx ´ x0qnq .

Déduire de cette formule les développement limités suivants:

(i) - ln p1 ` xq “ x ´
x2

2
` opx2q.
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(ii) - sinpxq “ x ´
x3

6
` opx3q.

2. Etudier la nature de la série numérique de terme général un dans chacun des cas
suivants:

(i) - un “
n ` 1

n3 ´ 7
, n P N.

(ii) - un “
n ` 1

n2 ´ 7
, n P N.

(iii) - un “
pn!qα

p2n!q
, n P N, où α P R

(iv) - un “

ˆ

1 ´
1

n

˙n2

, n P N
˚.

(v) - un “

ˆ

1 `
1

n

˙n2

, n P N
˚.

(vi) - un “ 1 ´ n sin

ˆ

1

n

˙

, n P N
˚.

(vii) - un “
1

lnpn2 ` 2q
, n P N

˚

Indication: déterminer lim
nÑ8

n1{2un.

(viii) - un “ sin

ˆ

πn2

n ` 1

˙

Indication: on pourra montrer que la suite punq est alternée en signe.

EXERCICE 5 : Logarithme de base a - Extrait du concours 2019.

On appelle logarithme toute fonction f définie sur s0,`8r, dérivable, telle que:

‚ il existe un nombre réel a non nul tel que, pour tout nombre réel x strictement positif,

f 1pxq “
a

x
.

‚ fp1q “ 0 .

1. Soit a un nombre réel non nul. Justifier qu’il existe un unique logarithme, que l’on

notera fa, tel que, pour tout nombre réel x ą 0, f 1
apxq “

a

x
. Lorsque a “ 1, on utilise

la notation ln (logarithme néperien).

2. Pour tout nombre réel a non nul, exprimer fa à l’aide de ln.

3. Montrer que, pour tout nombre réel a non nul, tous nombres réels x, y ą 0,

fapxyq “ fapxq ` fapyq .

Indication : on pourra étudier la fonction définie par x ÞÑ fapxyq, où y ą 0 est fixé.
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4. Montrer que pour tout nombre réel x ą 0,

fa

ˆ

1

x

˙

“ ´fapxq .

5. Soient x un nombre réel strictement positif et r un nombre rationnel. Montrer que
fapxrq “ rfapxq.
Indication: on pourra commencer par le cas où r est un entier naturel, puis celui où r

est un entier relatif, avant de conclure dans le cas où r est un nombre rationnel.

6. Montrer que la fonction ln est strictement croissante.

7. Déterminer les limites quand x tend vers `8 et quand x tend vers 0 de la fonction ln.

8. Montrer que la fonction ln est une bijection de s0,`8r sur R.

9. Comment peut-on généraliser les résultats des questions 6 et 8 au cas des logarithmes
fa ?
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