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Fiche 3
SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Notions abordées

Suites de fonctions : convergence simple et uniforme.

Séries de fonctions : convergence simple, uniforme, normale.

Résultats de régularité pour les suites et séries.

Critéres de convergence (critére de Cauchy, théoréme d’Abel).

Applications : polynomes, théoréme de Dini, fonction { de Riemann, séries alternées, séries
trigonométriques.

— PARTIE I: Suites de fonctions

A - QUELQUES RAPPELS DE BASE

Définitions. Soit I C R, soit (fy),cy une suite de fonctions et f une fonction définie sur I.

e Convergence simple

On dit que la suite (f,,) converge simplement vers f sur [ si pour tout x € I, la suite (f,(x))
converge vers f(x).

neN

e Convergence uniforme

On dit que la suite (f,,) converge uniformément vers f sur I si

Ve>0,3ng e N, Vn>ng,Veel, |fu(z)— flx)] <e.

x
1 - (a) Montrer que la suite de fonctions définie sur R par f,(z) = — pour n € N* converge
n
simplement vers une fonction f que ’on précisera.
(b) Montrer que (f,) ne converge pas uniformément sur R, mais que c’est le cas sur [—1,1].

2 - Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions définies par :

(a) Ve eI, fo(x)=2a™, avec I =[0,1], puis [ =[0,1 —¢],e>0.
(b) V:ve[,fn(x)zliiﬂ, avec I =[0,1], puis I =[0,1 —¢€],e>0.

(c) Vx €I, fr(z) = arctan <m> , avec I =R%, puis I =]0,M], M > 0.
x

B - RESULTATS DE REGULARITE

Théoréme (continuité). Soit (fy),cy une suite de fonctions telle que :
- (fn)nen converge uniformément vers f sur I C R.
- Toutes les f,, sont continues en zg € I.

Alors f est continue en xg. En d’autres termes, on a :

T—xp \Nn——+00 n—-+oo \ T—xo

lim ( lim fn(:z:)> = lim <lim fn(a:)> .



Théoréme (intégration). Soit (fy), cy une suite de fonctions continues sur un segment [a, b] C
R telle que (fn), ey converge uniformément vers f. On a :

/ e — / ’ fleyae.

Théoreme (dérivabilité). Soit (fy), <y une suite de fonctions de classe C! sur I C R telle que :
- (fn)nen converge simplement vers f sur I.
- (f})nen converge uniformément vers g sur I.

Alors f est de classe C! sur I, et on a f = g.

1 - Démontrer le théoréme de continuité (on pourra penser a utiliser l'inégalité triangulaire).
2 - Démontrer le théoréme relatif & I'intégration.

3 - Démontrer le théoréme relatif & la dérivabilité.
Indication : pour zg € [a,b] C I on a :

Vo €8], fula) = fulio) + [ " ptyde.

C - EXERCICES D’APPLICATION

Exercice 1 : Convergence uniforme et dérivabilité

On considére la suite de fonctions définie pour n > 1 par :

fn:R —R
9 1
r >/ xf+ —.
n

1 - Montrer que la suite de fonctions (fy),cy- converge uniformément vers une fonction f que 'on
précisera.

2 - Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions ( f;) N
neN*

Exercice 2 : Convergence uniforme et intégration

On considére la suite de fonctions définie pour n € N* par :

fn:]0,1] —R
{ n?z(1 —nzx) si z €[0,1/n]

T )
0 sinon

1 - Etudier la convergence simple de (f,),,cp-

2 - Soit n € N*. Calculer f01 fn(t)dt. En déduire que la suite de fonctions (fy),cn+ n'est pas
uniformément convergente.

3 - A-t-on le méme résultat avec (fy), cn- définie sur [a,1] avec 0 < a <17

Exercice 3 : Limite uniforme de polynomes

On considére une suite (P,)nen de polynémes convergeant uniformément vers une fonction
f:R—=>R



1 - Montrer qu’il existe N € N tel que, pour tout n > N et tout z € R, on ait : |P,(z)— Py (z)| < 1.
2 - Soit n > N. Montrer que le polynome Q,, = P,, — Py est constant.

3 - Montrer que f est un polynéme.

Exercice 4 : Théoréme de Dini

On considére (fy,) une suite croissante de fonctions continues (i. e. f, < fny1 Vn € N) définies sur
[a,b]. On suppose que (fy) converge simplement vers une fonction f continue. Pour tout € > 0 et
n > 1, on pose
Kn(e) ={z € [a,b] , [f(z) — ful2)] Z €} .
1 - Montrer que, pour tout n € N on a f, < f, puis que K, 11(g) C K,(¢).
2 - Montrer que

P:=(Ve>0,3IN eN, Ky(e) =0) = (fn) converge uniformément vers f .

3 - On raisonne a présent par I’absurde, et on suppose que P n’est pas vérifiée.

(a) Montrer qu'il existe € > 0 et une suite convergente (zg(y)) vérifiant, pour tout n € N
f@am)) = fom) (Tam) > €.
(b) Montrer qu’il existe = € [a, b] tel que pour tout p € N, on a
f(@) = fplx) = €.

(c) En déduire que la convergence simple de (f,) implique P.

Exercice 5 : Critére de Cauchy
Montrer la proposition suivante :

Proposition (Critére de Cauchy). On a équivalence entre
- (fn)nen converge uniformément vers f sur I.
-Ve>0,INeN, (p,g>N)= Vxel,|fp(z) — fo(z)| <e) .

—— PARTIE II : Séries de fonctions

A - RAPPELS DE BASE

Définitions. Soit (f,),cyn une suite de fonctions définies sur I C R. On associe a (fy),cy 12
série de fonctions (Sy),,cy correspondant a la suite des sommes partielles, définie pour tout = € I

par : n
Sn(x) = fulx).
e Convergence simple et uniforme k=0

On dit que la série de fonctions Z fn converge simplement (resp. uniformément) si la suite
(Sn)pen converge simplement (resp. uniformément) sur I.

e Convergence normale

On dit que la série de fonctions Z fn converge normalement si la série ZH fnlloo est conver-
gente.



1 - Montrer que la série szn converge simplement sur [0, 1], et normalement sur tout intervalle
de la forme [0,a] avec 0 < a < 1.

2 - Etudier la convergence normale des séries de fonctions suivantes :

(a) Zsmé?;x) ,n>1, zeR.

1

T n

3 - On considére la suite de fonctions définie pour n > 1 par :

fmR —R
e " sin(nx)
r —
In(n+1)
e~ A
(a) Soit A un réel strictement positif. Pour n > 1 on définit u,, = nQﬁ. Montrer que
n(n

la suite (u,) converge vers 0.

(b) En déduire que la série Z fn converge normalement sur tout intervalle de la forme [a, 4+00],

n>1
avec a un réel strictement positif.

B - RESULTATS DE REGULARITE

Il s’agit simplement de reformuler les théorémes de la partie A dans le cadre des séries de fonctions.

Théoréme (continuité). Soit Z fn une série de fonctions telle que :

- Z fn converge uniformément sur I C R.

- Toutes les f, sont continues en xg € I.

o
Alors la fonction somme S = g fn est continue en . Plus précisément, on a :

n=0
Lzl (;fM) =3 (Jim )

Théoréme (intégration). Soit Z fn une série de fonctions telle que :

- Z fn converge uniformément sur I C R.

- Toutes les f,, sont continues sur /.

o
Alors la fonction somme S = Z fn est continue sur I, et pour tout [a,b] C I, on a :

n=0

b 0 ) b
/a ,;)fn(t)dt = nz::o (/a fn(t)dt> .



Théoreme (dérivabilité). Soit (fn),cy une suite de fonctions de classe C' sur I C R telle que :
- Z fn converge simplement vers S sur .

- E f,’l converge uniformément vers 71" sur 1.

Alors S est de classe Ct sur I, et ona S’ =T

Applications.

exp(—z?)

— 1)3 est continue sur R.

1 - Montrer que 'application x + Z

sin(x
) est de classe C! sur R.

2 - Montrer que 'application z — Z
n=0
3 - On considére la suite de fonctions définie pour n > 1 par :

fmR —R

. sin(nx) '

n3

(a) Montrer que la série E fn converge sur R. On notera f sa somme.
n>1

(b) Montrer que f est continue sur R.

/ 1) <2ni1>

Ve e R, f/(l‘):ZM.

n2
n>1

(c) Montrer que
(d) Montrer que

(e) En déduire

us

2 cos(nx) (=)
/ Z n? :7;)(271—{—1)3'

n>1

C - CRITERES DE CONVERGENCE

A titre d’exercice, on pourra proposer une démonstration des résultats suivants (a connaitre).
1 - Condition nécessaire pour la convergence uniforme

Proposition. Si E fn converge uniformément sur I C R, alors (f,,) converge uniformément
vers 0 sur sur I.

2 - Caractérisation de la convergence uniforme

Proposition. On considére une série de fonctions g fn convergeant simplement sur I C R.

Pour tout € R et tout p € N, on note Ry( Z fn(z) la suite des restes. Si (Ry)
n=p+1
converge uniformément vers 0 sur I, alors Z fn converge uniformément sur .
n>0



3 - Critére de Cauchy (hors programme)

Proposition. On a équivalence entre :
- g frn converge uniformément vers f sur I C R.

“Ve>0,IN€eN,(n>N)= (Vke N*, Vo € I, [far1(z) + - + farn(@)| <e) .

4 - Convergence normale et convergence uniforme

Proposition. Si une série de fonctions converge normalement, alors elle converge unifor-
mément.

5 - Théoréme d’Abel
Théoréme. On considére deux suites de fonctions (f,)nen €t (gn)nen définies sur I C R
telles que :

- Vx € I, la suite (fn(x))nen est une suite décroissante de réels strictement positifs.
- (fn)nen converge uniformément vers la fonction nulle.

- Les sommes partielles de (g )nen sont uniformément bornées :

M >0,VneN, Ve el, |go(x)+ - +gn(z) < M.

Alors Z fngn converge uniformément.

—— PARTIE 111 : Applications

Exercice 1 : Ezemples et contrezemples

1 - On considére la suite de fonctions Z fn avec :

ne >0
=——F—, 1>0.
1+ n2x2

Montrer que la suite ( f,,) converge simplement sur R, mais pas uniformément sur cet intervalle.

2 - On considére la série de fonctions g fn avec :

Montrer que la série g fn converge uniformément sur R4, mais pas normalement sur cet
intervalle.

3 - On considére la série de fonctions g fn avec :

X

n2 4+ x2’

(a) Montrer que la série Z fn converge simplement sur R .

N 1
>
N2+ k2~ 5N

(c) En déduire que la série g fn ne converge pas uniformément sur R .

(b) Montrer que pour tout N € N*, et tout k € [IN,2N], on a

Indication : on pourra raisonner par l'absurde et considérer sup,cp, [Ry(z)|, ot Ry(z) =

oo
Z fn(z) pour tout p € N et x € R
n=p+1



Exercice 2 : Fonction ( de Riemann

Pour tout x € R, on pose :

()=

n<
n=1

1 - Montrer que ¢ est définie sur |1, +oo[, et de classe C! sur tout intervalle de la forme [a, +o00|
avec a > 1.

2 - Montrer que ( est strictement décroissante sur [a, 4+00].
3 - Déterminer la limite de ¢ en 4oc0.

4 - (a) Montrer que pour tout z > 1 on a :
o dt o dt
— < <1 —.
RO
. 1
(b) En déduire que ((z) ~

x—>11‘—1.

5 - On considére la série de fonctions Z fn avec, pour n > 1 :

oo
(a) Montrer que f = Z fn est définie sur R .
n=1

(b) Montrer que pour tout x > 1, on a f(z) = (2172 — 1){(z).

Exercice 3 : Séries alternées

3

(=1

o0
On consideére la série de fonctions S(x) = Z .

n

=1
1 - Montrer que S est définie sur I =] — 1, 4o0].
2 - Montrer que S est continue sur I.
3 - Montrer que S est dérivable sur I et calculer sa dérivée. En déduire que S est croissante.

4 - Déterminer les limites de S en—1 et +o0o.

Exercice 4 : Séries trigonométriques

On considére la série de fonctions E fn avec :
n>1

1 - Montrer cette série converge uniformément sur R. On note S sa somme.

2 - Montrer Zf;I converge simplement sur tout intervalle de la forme |2k, 2(k + 1)n[, k € Z.
n>1

3 - Montrer que S est de classe C! sur tout intervalle de la forme |2km +¢,2(k + 1)7 — €[, k € Z,

avec € > 0.
Indication : On pourra utiliser le théoréme d’Abel pour établir la convergence uniforme de

S

n>1



