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• Equations Shallow Water (SW), Shallow Water multicouches, Equations dispersives.
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• Schémas numériques 1d et 2d sur grilles cartésiennes, non structurées et maillage décalé.
• Stabilité linéaire et non linéaire, schémas “Well-Balanced”, schémas entropiques.
• Schémas “Asymptotic Preserving”, bas-Mach, bas-Froude.
• Inclusion des termes source raides.
• Conditions aux limites.

Enseignement

• Vacataire à l’INSA Toulouse. TP d’Analyse Numérique en 3eme année (Python).
Volume horaire : 48h. Sept. 2015 - Fev. 2016

• Allocataire-Moniteur à Polytech’ Montpellier (UM II). Chargé de Cours/TD.
Volume horaire total : 192h sur 3 ans. Sept. 2011 - Sept. 2014

• Professeur de Mathématiques.
– Collège Henri Barbusse, Saint-Denis (93). Sept. 2008 - Sept. 2009
– Lycée Déodat de Séverac, Céret (66). Sept. 2007 - Sept. 2008

Formation et diplômes

• Doctorat en Mathématiques Appliquées de l’Université Montpellier II.
Thèse encadrée par Fabien MARCHE et Pascal AZERAD. Soutenue le 17 octobre 2014.

• Master 2 Mathématiques obtenu en 2011 à l’Université Montpellier 2.
• Agrégation externe et CAPES de Mathématiques, obtenus respectivement en 2011 et 2007.

Collaborations et Communication scientifique

• 16 exposés dans des conférences et séminaires.
• Membre du groupe de travail MathOcéan : http://mathocean.math.cnrs.fr
• Membre de l’équipe INRIA LEMON de Janvier 2014 à Octobre 2014.

Publications

• 5 articles dans des revues à comité de lecture (JCP(2), CiCP, C&F, IJNMF).
• 1 proceeding dans une conférence internationale.
• 2 articles soumis.

Développement : Construction de quatre codes de calcul.
• SW-FV2D : Solveur Volumes Finis pour les éq. SW 2d sur maillages non structurés .
• SW-DG2D : Code discontinuous Galerkin pour les éq. SW sur maillages triangulaires .
• GN-DG1D : Code dG pour les éq. Green-Naghdi 1d.
• WaveBox : Extension 2d du code précédent sur maillages triangulaires.
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1 - Présentation Générale

Après avoir exercé deux années en tant que professeur certifié de Mathématiques, j’ai sollicité
en 2009 deux années de disponibilité afin de suivre un Master 2 à l’Université Montpellier II
et me préparer simultanément au concours de l’Agrégation. A l’issue de l’année scolaire 2010 -
2011, l’admission au concours et l’obtention d’une bourse de thèse m’ont permis de poursuivre mon
cursus universitaire, tout en gardant contact avec l’enseignement grâce aux missions de monitorat.

Ma thèse, intitulée :

“Simulation numérique d’écoulements type “depth averaged” : une classe de
schémas Volumes Finis et Galerkin Discontinu”

a débuté en octobre 2011, au sein de l’Institut de Mathématiques et Modélisation de Montpellier
(I3M), et a été encadrée par Fabien Marche. La soutenance a eu lieu le 17 octobre 2014.

Depuis octobre 2014, je suis post-doctorant à l’INSA de Toulouse. Je travaille au sein
de l’équipe de Jean-Paul Vila et Pascal Noble, en collaboration avec le Service Hydrogra-
phique et Océanographique de la Marine (SHOM).

1.1 Enseignement

Mon expérience dans l’enseignement a débuté au cours de l’année scolaire 2007 - 2008. Suite
à mon admission au CAPES de Mathématiques, j’ai effectué mon stage de validation pratique
IUFM dans le lycée Déodat de Séverac à Céret (66). J’avais en charge une classe de seconde.
Durant cette année, j’ai aussi donné quelques heures de cours en collège (une dizaine de séances
en classe de 3ème).

J’ai été affecté l’année suivante dans l’Académie de Créteil, au collège Henri Barbusse
de Saint - Denis (93). J’ai eu en charge deux classes de 4ème, deux classes de 5ème, ainsi qu’une
classe de 3ème pour des cours de soutien, à raison d’une heure par semaine.

Allocataire-moniteur durant ma thèse, j’ai été affecté à l’école d’ingénieurs Polytech’ Mont-
pellier. Durant trois années, j’ai été chargé de cours/TD pour un enseignement généraliste d’Al-
gèbre et d’Analyse auprès d’étudiants de première année PEIP (Parcours des Ecoles d’Ingénieur
Polytech’ ), pour un volume horaire de 64 heures par an.

Durant ma deuxième année de post-doctorat à l’INSA, j’ai encadré des TP d’Analyse Nu-
mérique Python en 3ème année IMACS (Ingéniérie des Matériaux, Composants et Systèmes)
au premier semestre. J’ai eu en charge deux groupes, pour un total de 48 heures d’enseignement.

1.2 Recherche

Les principaux aspects de mes travaux de recherche sont liés au développement et l’analyse
de méthodes numériques dédiées à la simulation de modèles d’écoulement à surface libre. Au
cours de ma thèse je me suis principalement intéressé aux équations Shallow Water (SW) et aux
modèles dispersifs (en particulier au modèle fortement non linéaire Green - Naghdi (GN)). Je
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travaille actuellement sur des modèles d’écoulement stratifiés (équations Shallow Water Multi-
couches (SWM)) dans le cadre de mon post-doctorat. A l’heure actuelle ces types de modèle font
partie de ceux les plus couramment utilisés pour étudier les mécanismes hydrodynamiques en
océanographie.

Les premières étapes de mes activités furent consacrées aux équations SW. Jouissant d’une
formulation simple et d’un domaine de validité relativement large, ces équations sont très fréquem-
ment utilisées pour étudier la circulation des masses d’eau dans les rivières et les océans dans un
contexte d’eau peu profonde, c’est à dire lorsque la profondeur d’eau est petite devant la longueur
d’onde caractéristique de l’écoulement. Sous sa forme conservative, le modèle consiste en un sys-
tème d’équations aux dérivées partielles couplant la hauteur d’eau h et le débit q = t(qx, qy).
Dans un contexte 2d, en notant z une paramétrisation de la topographie, et u = t(u, v) le champ
de vitesse, ces équations prennent la forme suivante (voir Fig. 1 pour une configuration 1d) :

Ut +∇ ·G(U) = B(U, z) ,

avec
U =





h

qx
qy



 , G(U) =





qx qy
uqx +

1

2
gh2 vqx

uqy vqy +
1

2
gh2



 , B(U, z) =







0

−ghzx
−ghzy






.

Les difficultés inhérentes à la construction de schémas numériques pour approcher les solutions
du système sont multiples, et de nature très diverses. S’agissant ici d’une loi de conservation
hyperbolique non linéaire, l’un des principaux enjeux repose sur la mise en place de certains
critères de stabilité :
• Préservation des états d’équilibre (Well - Balancing).
• Preservation de la positivité de la hauteur d’eau (Robustesse).
• Inégalités d’entropie discrètes.

h(x, t)

z(x)

η(x, t) = h(x, t) + z(x)u(x, t)

Figure 1 – Variables non conservatives pour les équations Shallow Water.

Aujourd’hui, en dépit de l’abondance des travaux consacrés aux équations SW, vérifier l’en-
semble de ces conditions dans un contexte 2d sur maillages non structurés est loin d’être trivial.
Les méthodes numériques développées durant la première partie de ma thèse ont eu pour principal
objectif d’intégrer au mieux ces aspects. Dès lors, je me suis attelé à étendre ces propriétés à des
systèmes dispersifs (équations Green-Naghdi), dont la mise en oeuvre numérique s’avère être d’un
autre degré de complexité. Ces travaux ont très récemment abouti à la mise en place du premier
modèle numérique 2d d’ordre arbitraire sur maillages triangulaires pour les équations dispersives
fortement non linéaires : WaveBox.

Depuis octobre 2014, je suis post-doctorant à l’INSA de Toulouse dans le cadre d’un pro-
gramme de recherche financé par le SHOM. L’objectif est de développer des méthodes numé-
riques pour un modèle d’écoulement océanographique stratifié (Shallow Water Multicouches) en
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vue de leur intégration à la plateforme de prévision opérationnelle du SHOM (HYCOM - HYbrid
Coordinate Ocean Model). Dans ce contexte applicatif, deux critères de stabilité doivent faire
l’objet d’un intérêt particulier, à savoir la décroissance de l’énergie mécanique discrète (schémas
entropiques), et la consistance avec les régimes bas-Froude vérifiés au niveau continu (schémas
“Asymptotic Preserving”). Dans cette optique, plusieurs approches ont été proposées, dans un
cadre semi-implicite et explicite, à la fois en colocalisé et sur mailles décalées. Les efforts sont
aussi orientés sur la mise en place d’une méthode numérique permettant de gérer les conditions
aux limites ouvertes sur ce modèle.

Dans la sectionRecherche je détaille les trois contributions majeures liées à ces travaux, à savoir :

1- Stabilité - Traitement des variations du fond et termes de friction.
2- Extension aux équations dispersives.
3- Schémas bas-Froude pour un modèle d’écoulement stratifié.

Au cours de mes recherches, quadre codes de calcul ont été intégralement développés, aptes à être
utilisés pour des applications réalistes :

• SW-FV2D : Solveur Volumes Finis pour les équations Shallow Water sur maillages non
structurés.

• SW-DG2D : Solveur discontinuous Galerkin pour les équations ShallowWater sur maillages
triangulaires.

• GN-DG1D : Solveur discontinuous Galerkin 1d pour les équations dispersives fortement
non linéaires (Green-Naghdi) .

• WaveBox : Extension 2d du code précédent sur maillages triangulaires.

Leurs caractéristiques sont données dans la section Développement.
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2 - Activités de recherche

2.1 Stabilité, variations du fond et friction [Doctorat]

Description : Devant la difficulté que représente la préservation de l’ensemble des états d’équi-
libre, il est d’usage de se placer dans le contexte simplifié dit du “lac au repos” :

h+ z = cte , u = 0 , (1)

qui représente déjà un critère de stabilité relativement discriminant. La préservation de cet état
d’équilibre admet une interpétation simple, dans la mesure où il ne parâıt pas raisonnable qu’un
schéma numérique puisse générer de mouvement partant d’un état initial à niveau d’eau total
constant et vitesse nulle, en l’absence de forçage extérieur. Depuis les travaux de Bermudez et
Vazquez [1], de nombreux schémas ont été proposés permettant de préserver cet état d’équilibre
particulier (on parle de “C - propriété”).

Une idée intéressante pour minimiser les efforts dans l’obtention de cette propriété consiste à
considérer l’élévation totale de la surface libre (formellement η = h+ z) à la place de la hauteur
au cours de la construction du schéma numérique. Ces approches trouvent leurs racines dans
plusieurs travaux datant du début des années 2000 ([16, 26, 28, 30, 33]). Plus récemment, cette
quantité est intégrée directement dans le modèle, tout en préservant la structure hyperbolique du
système (équations “pre - balanced” [18]) :

Vt +∇ ·H(V, z) = S(V, z) , (2)

où
V =





η

qx
qy



 , H(V, z) =





qx qy
uqx +

1

2
g(η2 − 2ηz) vqx
uqy vqy +

1

2
g(η2 − 2ηz)



 , (3)

et le terme source relatif à la topographie s’écrit : S(V, z) = t (0,−gηzx,−gηzy). Ces équations
sont équivalentes aux équations primales au sens faible pour des topographies régulières.

Objectifs : Partant de cette formulation, l’objectif était de prolonger les travaux Volumes Fi-
nis existants en 1d basés sur ce modèle ([19]) au contexte 2d non structuré. Ces travaux ont
abouti à l’élaboration de deux codes de calcul Volumes Finis (code SW-FV2D et publication
associée [-6-]) et Galerkin Discontinu (code SW-DG2D et publication associée [-5-]), intégrale-
ment développés au cours de la thèse, et désormais utilisables pour la simulation de mécanismes
hydrodynamiques concrets.
L’objectif secondaire réside dans la mise en place d’une méthode efficace pour gérer les termes de
friction, notamment au voisinage des fronts secs.

Démarche scientifique : Dans un contexte 2d non structuré, la principale difficulté tient dans
la préservation des critères de stabilité (Well-Balancing et robustesse), notamment lorsque l’on
envisage de monter en ordre (schémas MUSCL ou dG), ce qui est l’un des objectifs visés. Tradition-
nellement, l’implémentation de méthodes d’ordre élevé sur ce type de schémas doit s’accompagner
de l’introduction de termes sources correctifs et/ou d’une modification des flux numériques, prin-
cipalement afin de préserver les états d’équilibre. Dans ce formalisme, la stabilité du schéma est
inconditionnelle : des reconstructions MUSCL ou discrétisations dG d’ordre arbitraire peuvent
être envisagés sans aucune modification structurelle du schéma, sous réserve que l’approche du
premier ordre soit stable. C’est ce qui fait la particularité et l’intérêt de cette approche. Dans
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un souci d’application aux situations réalistes, les efforts d’analyse se sont aussi portés sur la
préservation de la hauteur d’eau (gestion des zones sèches). A cet effet les technologies proposées
par C. Berthon [2] pour les schémas VF MUSCL et les reconstructions basées sur le principe du
maximum [31, 32] pour les schémas dG ont dû être adaptées.

C’est par ailleurs dans ce contexte délicat du traitement des profondeurs evanescentes qu’a
été abordé le problème de l’inclusion des termes de friction, inévitable dès lors que l’on s’attelle
à la simulation de situations réalistes (écoulements dans les rivières, océanographie côtière, ...).
Si la présence de faibles hauteurs d’eau menace la stabilité des schémas au voisinage des zones
incriminées, cette menace est d’autant plus prononcée lorsque les phénomènes de friction sont pris
en compte. Pour fixer les idées, si l’on considère la loi de Manning, qui est la plus couramment
utilisée, les équations (1.2) se réécrivent avec un nouveau terme source :

Ut +∇ ·G(U) = B(U, z) + E(U) , (4)

où

E(U) = −











0

n2
‖q‖
h10/3

qx

n2
‖q‖
h10/3

qy











, (5)

et l’on s’expose naturellement à la singularité h = 0. Il s’agit donc de proposer un schéma
permettant d’assurer des calculs stables au voisinage des zones sèches tout en maintenant un bon
niveau de précision. L’objectif visé est la mise en place d’un schéma type“Asymptotic Preserving”,
dans la continuité des travaux Volumes Finis 1d menés dans [4]. Le point de départ repose sur
une réécriture du terme de friction sous la forme :

E(U) = σ(R(U)− U) , (6)

avec dans le cas présent R(U) = t(h, qx − ‖q‖qx, qy − ‖q‖qy) et σ = σ(h) =
n2

h10/3
. Cette formu-

lation rentre ainsi dans le cadre des travaux proposés dans [3]. Les auteurs y développent une
méthode pour traiter cette classe générale de termes source, basée sur un solveur HLL modifié.
Cette approche permet, dans un premier temps, de discrétiser le terme de friction en s’exonérant
du problème des divisions par h. Il en résulte un schéma présentant un excellent comportement
au niveau des frontières sèches.

En second lieu, une calibration appropriée des paramètres intervenant dans le schéma de friction
permet de dégénérer au niveau discret vers le régime diffusif non linéaire vérifié par les équations
continues :

∂th−∇ ·
(

√
h

ρ(h)
√

‖∇η‖
∇η

)

= 0 , (7)

où gρ2(h) = n2

h10/3 . L’élaboration d’un schéma jouissant d’une telle propriété représente une nou-
veauté dans le contexte 2d non structuré. Nous avons pu identifier des situations précises dans
lesquelles ce nouveau schéma semble se distinguer des approches classiques. Sans surprise, ces
disparités apparaissent assez clairement lorsque l’on s’approche du régime asymptotique. C’est
typiquement le cas pour des applications faisant intervenir de faibles hauteur d’eau et où les
termes de résistance vont avoir tendance à contrôler l’évolution de l’écoulement. Cette partie est
de nature prospective et notons qu’en l’absence de solution exacte dans ce contexte, de cas tests
expérimentaux suffisamment discriminants et autres résultats de référence, il est difficile pour
l’instant d’évaluer avec plus de précision les bénéfices réels apportés par un telle propriété. Cette
collaboration a abouti à la publication de l’article [-2-]. Soulignons qu’en parallèle, ce travail a pu

8



être en partie étendu à d’autres approches, notamment celle proposée dans [-6-], ce qui a permis
d’apporter de nettes améliorations au schéma Volumes Finis élaboré au début de ma thèse. Ces
aspects sont détaillés dans un autre papier récent [-4-].

Validation et impact : Les codes de calcul Volumes Finis et Galerkin Discontinu ont été
développés en langage FORTRAN. Leurs caractéristiques sont détaillées dans la Section Codes.
Leurs propriétés de stabilité les rendent tout à fait aptes à être utilisés pour des applications
en océanographie et l’hydraulique des écoulements en rivière. Ces travaux sont aujourd’hui lar-
gement référencés et des solveurs bâtis sur ces schémas ont été utilisés dans plusieurs travaux
récents [20, 22, 17].

2.2 Application aux équations Green-Naghdi [Doctorat]

Description : Au cours de ma dernière année de thèse, mes investigations se sont orientées sur les
modèles dispersifs fortement non-linéaires. Il s’agit de prendre en compte les fortes non linéarités
apparaissant dans de nombreux contextes applicatifs (par exemple en amont du déferlement des
vagues) et qui ne sont pas capturées par les équations SW. Plus précisément l’objectif visé est
la construction de schémas numériques pour une nouvelle classe de systèmes type Green-Naghdi,
récemment introduits par David Lannes et Fabien Marche [17], et héritant des propriétés de sta-
bilité évoquées précédemment dans le contexte SW. L’une des caractéristiques majeures de ces
modèles tient dans l’expression de l’opérateur différentiel agissant sur l’équation de quantité de
mouvement, car contrairement au cas classique, celui-ci ne dépend pas du temps. En pratique,
ceci offre un gain considérable en terme de temps de calcul, et permet ainsi d’orienter le code vers
des résolutions d’ordre élevé.

Objectifs : Ces recherches ont abouti au développement d’une approche dG pour les modèles
Green-Naghdi 1d et 2d dérivés dans [17]. Sur cette base, un premier code de calcul 1d type RKDG
a été entièrement implémenté : GN-DG1D. La méthode, de précision arbitraire, a pour carac-
téristique de préserver les états d’équilibre statiques et la positivité de la hauteur d’eau à tout
ordre. Ces propriétés rendent le code extrêment robuste et précis dans des contextes réalistes. Ces
travaux ont fait l’objet de la publication [-3-]. Devant la qualité des résultats obtenus, ce code
a très récemment été étendu en 2d sur maillages triangulaires [-8-]. A ce jour, WaveBox est le
seul solveur d’ordre arbitraire pour les équations dispersives fortement non linéaires sur ce type
de géométries. Les propriétés de stabilité qui sont satisfaites le rendent parfaitement opérationnel
pour la simulation en océanographie côtière.

Démarche scientifique : L’intégration numérique des équations GN concentre de nombreuses
difficultés numériques (dérivées d’ordre élevé, termes non linéaires et non conservatifs, traitement
du déferlement,...). Dans un premier temps l’idée est de se ramener au contexte connu des équa-
tions SW. Pour fixer les idées, en 1d, par un jeu de manipulations algébriques, les équations GN
en considération [17] peuvent formellement se ramener à (voir [-3-]) :

{

∂tη + ∂xhu = 0
∂thu+ ∂x

(

hu2 + 1

2
g(η2 − 2ηz)

)

= −gη∂x +D(η, u) ,
(8)

où D(η, u) est un terme contenant les corrections dispersives. Cette structure permet donc d’in-
terpréter le problème comme celui de l’inclusion d’un terme source dans les équations SW pre
balanced. Il en résulte un héritage naturel de toutes les propriétés de l’approche dG précédente
(notamment la préservation des équilibres statiques et la robustesse). La difficulté se concentre
ainsi sur l’introduction du terme dispersif D(η, u), qui induit l’apparition de nouveaux obstacles
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numériques. L’évaluation de son équivalent discret Dh implique une décomposition sur la base po-
lynômiale d’approximation utilisée pour le traitement de la partie hyperbolique. Plus précisément,
la restriction de Dh à un élément du maillage K s’écrit :

Dh|K(x) =

Nd
∑

i=1

DK
i θKi (x) , (9)

où
{

θKi
}

i=1···Nd
désigne la base polynômiale locale attachée à l’élément K. Le point crucial

concerne donc le calcul de coefficients DK
i , pour lequel une méthode colocalisée a été mise en

place, couplée à une approche type LDG [8] pour la gestion des dérivées d’ordre élevé. En outre,
il a fallu mettre en oeuvre un protocole pour gérer le déferlement des vagues, ou encore les phé-
nomènes d’instabilité intrinsèques méthodes nodales (aliasing). Ces travaux ont fait l’objet du
papier [-3-]. Devant la qualité des résultats obtenus, une extension sur maillages triangulaires a
été mise en oeuvre (code WaveBox et publication associée [-8-]).

Validation et impact : Bien que très récents et à ce jour diffusés dans le cas 1d uniquement,
ces travaux font déjà figure de référence au sein de la communauté. La version 2d sur maillages
triangulaires WaveBox, désormais opérationnelle, représente à ce jour le seul solveur existant
dédié aux équations dispersives fortement non linéaires sur maillages non structurés. Plusieurs
autres approches basées sur ce formalisme sont en train de se développer [27] (voir aussi [25]).

Référents
Les personnes suivantes pourront être consultées à propos de mes activités de recherche au cours
de mon doctorat :

• Christophe BERTHON, Professeur des Universités. Collaborateur
Laboratoire de Mathématiques Jean Leray, Université de Nantes.

– Mail : christophe.berthon@univ-nantes.fr
– Tel : 33 (0)2 51 12 59 20

• Jean Luc GUERMOND, Professeur des Universités. Rapporteur de thèse
Texas A & M University, College Station, TX 77843-3368, USA.

– Mail : guermond@math.tamu.fr

• Fabien MARCHE, Mâıtre de Conférences. Directeur de thèse
Université Montpellier II.

– Mail : fabien.marche@math.univ-montp2.fr
– Tel : 33 (0)4 67 14 45 21

• Antoine ROUSSEAU, Directeur de recherche INRIA. Collaborateur (LEM0N)
Equipe INRIA LEMON Montpellier.

– Mail : antoine.rousseau@inria.fr
– Tel : 33 (0)4 67 14 97 88

• Nicolas SEGUIN, Mâıtre de Conférences. Rapporteur de thèse
Laboratoire J.-L. Lions, UPMC, Paris.

– Mail : nicolas.seguin@upmc.fr
– Tel : 33 (0)1 44 27 37 72
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2.3 Schémas bas-Froude pour modèles stratifiés [Post-Doctorat]

Description : Les modèles stratifiés sont très largement utilisés pour décrire la plupart des
mécanismes océanographiques, car ils permettent de capturer les variations du profil de den-
sité verticale. C’est sur la base d’un modèle Shallow Water multicouches qu’a été développée la
plateforme de prévision opérationnelle du SHOM :

{

∂thi + div (hiui) = 0

∂t(hiui) + div (hiui ⊗ ui) = − hi∇Φi
(10)

Dans le système d’équations précédent, hi désigne la hauteur d’eau dans chaque couche i, ui

la vitesse et Φi le potentiel scalaire. Les énergies potentielle et cinétique attachées au système
sont définies par ∂ζiE = Φi et Ki =

1

2
ζi ‖ui‖2 , où ζi = ρihi, ρi désignant la densité. La loi de

conservation vérifiée par l’énergie totale E = E +∑L
i=1
Ki est la suivante :

∂tE +

L
∑

i=1

div
(

(ρihiΦi +Ki)ui

)

≤ 0 , (11)

avec égalité pour les solutions régulières. Deux difficultés structurelles se rajoutent par rapport au
modèle Shallow Water classique, à savoir l’apparition de termes non conservatifs et la question du
caractère hyperbolique des équations. En second lieu, la majorité des applications correspondent
à des régimes à faible nombre de Froude. Ces régimes nécessitent une discrétisation particulière du
terme de pression (non conservatif), qui peut compromettre la stabilité des schémas numériques.
Un autre enjeu majeur concerne les conditions aux limites. Pour l’heure, seules des méthodes de
type relaxation sont utilisées pour forcer les profils d’entrée et sortie aux frontières. Ces méthodes
sont pour la plupart assez coûteuses, nécessitent la calibration d’un grand nombre de paramètres,
et surtout ne parviennent généralement pas à capturer totalement la complexité des phénomènes
physiques mis en jeu. A cet effet, des travaux théoriques récents ont été menés, permettant de
dégager une méthode générale reposant sur un formalisme mathématiquement robuste [21].

Objectif : L’objectif des mes travaux de post-doctorat est de contribuer au développement
de schémas numériques dédiés au système (10). Sont principalement visées la décroissance de
l’énergie mécanique (équivalent discret de (11)) et la préservation des asymptotiques bas-Froude
observées dans les contextes applicatifs grand échelle. Dans la lignée de travaux existants [23, 24],
et dans la perspective de l’implémentation d’un algorithme dédié à la gestion conditions aux li-
mites, un schéma explicite a été élaboré au cours de la première année de post-doctorat, reposant
sur un modèle régularisé. La méthode assure la décroissance de l’énergie au niveau discret, et pré-
serve les régimes asymptotiques bas-Froude satisfaits au niveau continu. Les premiers résultats
numériques sont très prometteurs et l’approche s’avère être compétitive avec les autres codes de
calcul de référence actuellement utilisés pour étudier la circulation océanique.

L’analyse théorique a depuis été étendue aux maillages décalés, et un cadre continu unifiant ces
différentes approches est en cours de réalisation. Le formalisme couvre ainsi plusieurs déclinaisons
de schémas entropiques type bas-Froude et ouvre d’importantes perspectives opérationnelles.

L’approche proposée par R. Monjarret [21] a été implémentée afin de gérer les conditions aux
limites ouvertes, sur le schéma explicite. Elle est aujourd’hui en cours de validation.

Démarche scientifique : Pour mieux appréhender le formalisme, il convient de rappeler la
strategie employée dans l’approche semi-implicite, qui peut être vue comme une version discrète
du modèle régularisé suivant :

{

∂thi + div (hiu
∗
i ) = 0

∂t(hiui) + div (hiui ⊗ u∗
i ) = − hi∇Φi

(12)
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où u∗
i = (ui − δui) et δui représente une perturbation générique sur la vitesse. Cette modification

se répercute sur la loi de conservation énergétique (11) de la façon suivante :

∂tE +

L
∑

i=1

div
(

(ρihiΦi +Ki)u
∗
i

)

≤ −
L
∑

i=1

ρiδui.∇Φi ,

ce qui justifie formellement une calibration de δui en terme de gradient du potentiel :

δui = γ∇Φi , γ > 0 .

pour assurer une décroissance stricte de l’énergie. Au niveau discret, si l’approche semi-implicite
permet de récupérer un équivalent de ce résultat, l’explicitation du schéma génère une quantité
de termes qui viennent perturber le bilan d’énergie. L’introduction de termes de diffusion dans les
flux numériques ne suffisant pas à les contrôler, il est nécessaire de considérer un terme correctif
additionnel au niveau du gradient de pression :

Φi ←− Φ∗
i = Φi − α∇. (hiui) , α > 0 .

La particularité de l’approche proposée réside aussi dans son interprétation au niveau continu,
dans la mesure où ce terme correctif vient modifier convenablement le cadre physique en régulari-
sant le bilan d’énergie totale. Il en résulte une condition de stabilité reliant les constantes α, γ et
la CFL. Cette analyse a été aussi menée sur le linéarisé, à l’ordre 1 et pour un schéma MUSCL,
et donne des résultats très proches de l’expérimentation numérique dans des régimes linéaires.
Pour le schéma du premier ordre ces lois de dépendance sont illustrées dans Fig. 2.
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Figure 2 – Cartographies de stabilité en (γ, α) (haut) et (γ,CFL) (bas) à l’ordre 1. Analyse li-
néaire (gauche) : stabilité dans les zones noires - Taux de dissipation d’énergie numérique (droite) :
stabilité dans les zones colorées.
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Précisons enfin que travailler dans ce contexte permet, en outre, d’aborder l’analyse asympto-
tique de manière relativement simple, en s’exonérant d’une analyse totalement discrète. C’est
ainsi qu’ont été établis les résultats de consistance avec les régimes bas-Froude en temps court et
temps long (voir [7] pour les aspects théoriques).

Le code HYCOM a été développé sur mailles décalées. L’une des autres difficultés est d’ex-
porter cette technologie sur ce type de discrétisations, dans le principal but d’y implémenter
l’algorithme développé pour la gestion des conditions aux limites. En particulier, à la lumière des
résultats établis dans le cadre monocouche [14, 13], des efforts supplémentaires ont été fournis
pour démontrer le caractère entropique des schémas semi-implicite et explicite dans cet environ-
nement. Dans le prolongement du contexte colocalisé, l’analyse est valide en 2d pour des maillages
généraux et un nombre de couches arbitraire.

Validation et impact : A terme les technologies développées ont pour objectif d’intégrer la
plateforme de calcul du SHOM (HYCOM) pour des applications civiles et militaires. Il s’agit
d’aboutir au premier modèle de simulation océanographique capable de gérer les conditions aux
limites ouvertes dans un cadre physique et mathématique rigoureux. L’enjeu est crucial car aucun
des modèles actuels ne bénéficie d’une telle assise théorique pour calibrer les conditions d’entrée
et sortie dans les domaines de calcul. Ces aspects sont pourtant fondamentaux pour garantir la
précision des simulation prévisionnelles.

Référents
Les personnes suivantes pourront être consultées à propos de mes activités de recherche au cours
de mon post-doctorat :

• Rémy BARAILLE, Ingénieur. Interlocuteur SHOM
INSA Toulouse.

– Mail : vila@insa-toulouse.fr
– Tel : (+33) 05 61 55 93 25

• Frédéric COUDERC, Ingénieur de Recherche CNRS. Collaborateur
INSA Toulouse.

– Mail : frederic.courderc@insa-toulouse.fr
– Tel : (+33) 05 61 55 93 31

• Jean-Paul VILA, Professeur des Universités. Collaborateur
INSA Toulouse.

– Mail : vila@insa-toulouse.fr
– Tel : (+33) 05 61 55 93 25
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3 - Perspectives

De manière générale, je désire naturellement poursuivre dans des thèmes liés au Calcul Scienti-
fique et à l’Analyse Numérique. Concernant les sujets étudiés à l’heure actuelle, il y a une grande
quantité de pistes à explorer : problèmes de conditions aux limites, couplage de modèles (traite-
ment du déferlement), traitement des chocs, problèmes multi-échelles et multiphasiques, inclusion
des termes sources, optimisation du temps de calcul... Cette liste est non exhaustive et n’inclut
pas les spécificités inhérentes à l’immense éventail d’applications de ces types de modèles, ou
encore liées aux méthodes numériques utilisées. Notons aussi les sujets de modélisation ouverts,
notamment sur les systèmes dispersifs, qui constituent des pistes de recherche de premier plan.

Je bénéficie aujourd’hui d’une bonne implantation dans la communauté océanographique, et
espère pouvoir valoriser ces importantes perspectives de collaboration dans le cadre de mon in-
tégration à l’équipe. Enfin, dans une volonté d’ouverture et de diversification de mes activités, je
suis pleinement disposé à m’investir dans de nouveaux projets reliés à mon domaine de compé-
tences.

J’évoque ici les principaux objectifs visés à l’issue de mes travaux, ainsi que mes perspectives
d’intégration aux thématiques représentées au département de Mathématiques de l’Université
Lyon 1.

3.1 Le code WaveBox [Continuité Doctorat]

Le développement du code canalise une grande quantité de problématiques, à la fois d’ordre
théorique et numérique, qui constituent la plupart des axes visés à l’issue de mes travaux de
doctorat.

Développement et diffusion - (court terme)
Il s’agit d’exporter le code actuel en C++, améliorer sa lisibilité et travailler à sa documentation
afin de le rendre accessible à la communauté. Ce travail est en cours.

Déferlement - (court terme)
Bien que les équations de Green-Naghdi fournissent une très bonne description des vagues avant
le déferlement, elles ne sont pas totalement satisfaisantes pour simuler les écoulements à proximité
des côtes, de par leur inaptitude à décrire convenablement le phénomène de déferlement. Pour
contourner cette limitation, le protocole suivi dans les codes dispersifs GN-DG1D et WaveBox
repose sur une stratégie de “switching”, qui consiste à passer des équations GN aux équations SW
au voisinage des zones de déferlement (voir aussi [6, 29]). En effet, les équations SW fournissent
une bonne description du mécanisme, les vagues déferlantes pouvant être vues comme des chocs.
Naturellement, ceci nécessite l’introduction d’un outil permettant de détecter avec précision les
zones incriminées. Dans nos travaux, nous avons opté pour un critère purement numérique, basé
sur le détecteur de chocs introduit par Krivodonova et al [15] (Fig. 3 et Fig. 4).
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2r

Kj > 1

Figure 3 – Définition d’une zone de déferlement - choc détecté au niveau de la cellule j (Kj > 1) :
les équations Shallow Water sont utilisées sur une bande de largeur 2r, centrée sur la maille j.

Figure 4 – GN-DG1D : Cas test de Cox [9] : déferlement sur une plage à pente constante.
Illustration de la stratégie de ”switching” pour gérer le déferlement. Les équations Shallow Water
sont utilisées dans les bandes colorées.

Bien que la méthode se révèle efficace dans la plupart des contextes, elle reste encore relative-
ment sensible à la calibration de certains paramètres, et la qualité des approximations a tendance
à se déteriorer avec la montée en ordre au niveau des zones de transition de modèles. Nous sommes
en présence d’un problème de couplage relativement complexe. L’objectif serait, dans un premier
temps, d’améliorer la méthode en y intégrant des critères physiques directement basés sur une
quantification de la dissipation de l’énergie et le régime d’écoulement, comme c’est le cas dans le
schéma hybride Volumes Finis / Différences Finies proposé dans [29].

Déferlement (long terme)
En second lieu, il convient d’évoquer l’approche très récente proposée par Sergey Gavriluyk et
al [11], permettant de traiter le déferlement de manière continue. Il s’agit d’un modèle bi-fluide
impliquant une couche supérieure avec énergie turbulente et un écoulement inférieur potentiel
décrit par les équations GN. Ces enjeux de modélisation et simulation numérique sont d’un intérêt
majeur : il s’agit de tendre vers des approches pour lesquelles le phénomène de déferlement
est directement contenu dans la physique du modèle. A ce titre, ce travail pourrait apporter
de considérables gains de précision et permettre, à terme, de s’affranchir des diverses astuces
numériques utilisées jusqu’à présent. Ces travaux théoriques sont actuellement poursuivis par
Sergey Gavriluyk et Gael Richard, et vont appeler de grands besoins numériques, sur lesquels
je formule le souhait de me positionner.
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Discrétisation des termes dispersifs (court terme)
La discrétisation dG du modèle Green-Naghdi 2d proposé dans [17] est un problème toujours à
l’étude. La principale difficulté rencontrée dans le développement du code WaveBox réside dans
la formulation des opérateurs différentiels d’ordre 2, via des méthodes de pénalisation LDG (Local
Discontinuous Galerkin) [8]. Dans ce formalisme, si la plupart des termes peuvent être évalués via
la matrice de masse ou de rigidité, d’autres font intervenir des termes d’échange entre les cellules,
et admettent à ce titre une formulation globale. La taille des matrices correspondantes peut donc
rapidement atteindre des dimensions très importantes. Bien que creuses et à ossature diagonale,
leur structure n’est pas nécessairement adaptée à une résolution numérique rapide (voir Fig. 5) :
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Figure 5 – Structure de l’opérateur différentiel P2 pour un maillage à 6400 éléments.

Le travail de construction et de stockage (sparse) des opérateurs différentiels s’avère donc être
une tâche assez complexe. Si les premières méthodes proposées rendent le code parfaitement
opérationnel, il conviendrait de procéder à une comparaison exhaustive des différentes approches
possibles, balayer les solveurs linéaires à disposition, et explorer les algorithmes de renumérotation
afin d’optimiser le stockage. Ce travail pourrait apporter des améliorations considérables en terme
de précision et temps de calcul.

Discrétisation des termes dispersifs (long terme)
Sur un plan théorique enfin, il semble envisageable de trouver une formulation faible appropriée
de ces opérateurs afin de faciliter leur mise en oeuvre numérique. Des travaux sont actuellement
conduits dans cette direction.

Conditions aux limites (long terme)
Comme dans la plupart des codes de calcul destinés aux modèles océanographiques, les conditions
aux frontières sont gérées par des méthodes de relaxation. Cette technique fait intervenir un
domaine de calcul étendu dans lequel on transite progressivement d’une solution imposée à la
frontière vers la solution numérique générée par le code. Si ces approches permettent de gérer
convenablement la plupart des conditions aux limites classiques, comme la génération des vagues
ou leur absorption en sortie de domaine par exemple, elles trouvent rapidement leurs limites
dans l’étude d’écoulements de nature plus complexe. De surcrôıt, la calibration des fonctions de
relaxation utilisées est fortement dépendante du problème, et il est difficile de dégager un cadre de
travail unifié. Il est clair qu’une analyse mathématique fine du problème permettrait de dégager
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certaines pistes sur la question d’une implémentation propre des conditions aux bords dans notre
approche dG. Ceci fait partie des thématiques actuellement explorées à l’INSA, notamment autour
de Florent Chazel et Pascal Noble, pour l’heure sur des modèles dispersifs type KdV.

3.2 Collaboration avec le SHOM [Continuité Post-Doctorat]

Schéma explicite (court terme)
L’un des avantages majeurs de la version semi-implicite du schéma bas-Froude [24] tient dans
ses conditions de stabilité, qui ne sont pas asujetties à la vitesse des ondes de gravité. Cette
caractéristique classique prend toute son importance dans les contextes océanographiques grande
échelle, où les régimes sont généralement à très faible nombre de Froude. Naturellement, le prix
à payer est le coût du solveur itératif nécessaire au traitement de la partie implicite (équation de
continuité), et son impact difficilement contrôlable sur les conditions aux limites.

Naturellement, la version explicite du schéma [-9-] assure la décroissance de l’énergie au niveau
discret sous un critère de stabilité gouverné par la célérité des ondes gravitaires. Un important tra-
vail de codage et de simulation est actuellement planifié afin de quantifier les éventuels avantages
de cette variante, tant au niveau du coût calculatoire que de la qualité des solutions numériques.

Mais le plus important travail relatif au schéma explicite concerne la mise en place des condi-
tions aux limites ouvertes. L’objectif est de valider la méthode dans le cadre colocalisé, pour
ensuite passer à son implémentation sur la version grilles décalées du schéma. Cette version n’a
pas encore été développée et les travaux sont en cours. La finalité de ce travail est l’intégration
de cette technologie à la plateforme de simulation océanographique du SHOM.

Analyse sur mailles décalées (moyen terme)
Au cours du post-doctorat, les schémas numériques existants destinés au SWmulticouches [24, -9-]
ont été reformulés sur ce type de discrétisations dans le cadre de la collaboration avec le SHOM.
Si le caractère entropique des approches a pu être établi, d’autres points d’ordre théorique restent
à ce jour à clarifier.
D’une part, bien que la consistance ait été établie dans le cas MAC, des efforts supplémentaires
sont nécessaires sur d’autres types de discrétisations plus générales (Crouzeix - Raviart et Ran-
nacher - Turek). Les difficultés se concentrent essentiellement sur l’équation de la quantité de
mouvement dans le modèle multicouches. En particulier, la discrétisation du terme de gradient
de pression, qui ne peut se mettre sous forme conservative dans le cas général, doit faire l’objet
d’un travail supplémentaire. En second lieu, l’analyse asymptotique bas Froude doit être finalisée.

Modèle augmenté (long terme)
La vorticité ω = ∂xv − ∂yu tient une place centrale dans la description des phénomènes étudiés
en océanographie. Au niveau continu, cette quantité vérifie l’équation de transport suivante :

∂t(hq) + div(hqu) ,

où q =
ω

h
. L’objectif de ce travail réside dans l’intégration de cette quantité dans nos modèles.

Sur la base de (12), le système multicouches régularisé augmenté s’écrit maintenant :

∂thi + div(hi(ui − δui)) = 0

∂t(hiui) + div(hiui ⊗ (ui − δui)) + hi∇Φi = 0

∂t(hiqi) + div(hiqi(ui − δui)) = 0

(13)
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Une analyse basique montre que l’énergie Wi =
1

2
hiq

2

i associée à la vorticité est transportée à la

même vitesse que les énergies potentielle et cinétique, et s’intègre naturellement au bilan d’énergie
des équations régularisées :

∂tEa +

L
∑

i=1

div
(

(ρihiΦi +Ki +Wi) (ui − δui)
)

≤ −
L
∑

i=1

ρiδui.∇Φi ,

où l’énergie totale du modèle augmenté est donnée par Ea := E +
∑L

i=1
Wi = E +K+

∑L
i=1
Wi.

Ainsi, sur la base de nos schémas entropiques bas-Froude, une version augmentée vient d’être pro-
posée. L’analyse du schéma aboutit à un résultat de stabilité sous une condition CFL semblable
à celle requise dans les versions d’origine (semi-implicite et explicite). Des investigations numé-
riques doivent à présent être conduites pour exhiber les bénéfices apportés par la considération de
cette variable additionnelle dans le modèle. A terme, cette version pourrait constituer une base
solide pour le traitement de la force de Coriolis. L’inclusion de ce terme est fondamentale dans
les contextes applicatifs que nous explorons et sa discrétisation a une influence capitale sur la
stabilité des schémas.
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4 - Publications

Manuscrit de thèse
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[-2-] A. Duran, F. Marche, R. Turpault, C. Berthon. Asymptotic Preserving Scheme for
the Shallow Water equations with source terms on unstructured meshes. J. Comput. Phys.,
287 :184–206, 2015.

[-3-] A. Duran, F. Marche. Discontinuous Galerkin discretization of a new class of Green-
Naghdi equations. Commun. Comput. Phys., 17(3) :721–760, 2015.

[-4-] A. Duran. A robust and Well Balanced scheme for the 2D Saint-Venant system with
friction source term on unstructured meshes. Int. J. Numer. Meth. Fluids, 78(2) :89–121,
2015.

[-5-] A. Duran, F. Marche. Recent advances on the discontinuous Galerkin method for shallow
water equations with topography source terms. Comput. & Fluids, 101 :88–104, 2014.

[-6-] A. Duran, F. Marche, Q. Liang. On the well-balanced numerical discretization of
shallow water equations on unstructured meshes. J. Comput. Phys., 235 :565–586, 2013.

Proceeding dans une conférence internationale
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5 - Développement

5.1 Code SW-FV2D

Descriptif : SW-FV2D est un code basé sur un schéma Volumes Finis pour les équations
Shallow Water 2d avec termes source.

Langage : FORTRAN. Contribution : 100 %

Caractérisitques :
• Maillages non structurés (géométries Cell-Centred et Vertex-Centred).
• Préservation des états d’équilibre au repos.
• Préservation de la positivité de la hauteur d’eau.
• Gestion des fronts secs.
• Gestion des termes de friction.
• Extensions MUSCL : ordre 2 (formel) en espace.

Articles associés : Ce code a donné lieu aux publications [-6-] et [-4-].

Figure 6 – SW-FV2D : Simulation de rupture de barrage dans la Vallée du Toce (Alpes du
Nord - Italie).

5.2 Code SW-DG2D

Descriptif : SW-DG2D est un code de calcul pour le système Shallow Water 2d. Il repose
sur une méthode Eléments Finis type Galerkin discontinu.

Langage : FORTRAN. Contribution : 100 %

Caractérisitques :
• Maillages triangulaires.
• Ordre de précision arbitraire en espace.
• Préservation des états d’équilibre au repos à tout ordre.
• Préservation de la positivité de la hauteur d’eau à tout ordre.
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• Gestion des chocs.

Article associé : Ces travaux sont disponibles dans [-5-].

Figure 7 – SW-DG2D : Simulation de tsunami sur une ı̂le conique.

5.3 Code GN-DG1D

Descriptif : Il s’agit d’un code de calcul basé sur une approche Galerkin discontinu, destiné
aux équations Green - Naghdi 1d.

Langage : FORTRAN. Contribution : 100 %

Caractérisitques :
• Ordre de précision arbitraire en espace.
• Préservation des états d’équilibre au repos à tout ordre.
• Préservation de la positivité de la hauteur d’eau à tout ordre.
• Méthode LDG (Local Discontinuous Galerkin) pour les dérivées d’ordre élevé.
• Gestion du déferlement.
• Gestion de plusieurs modèles (Shallow Water, Bonneton et al ([6]), Lannes et al ([17])).

Article associé : Ces travaux ont été publiés dans [-3-].
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Figure 8 –GN-DG1D : Cas test de Dingemans [10] : Propagation d’ondes périodiques fortement
non linéaires en présence de topographie. Schéma de l’expérience (haut) et comparaison avec la
solution expérimentale aux trois premières sondes (bas).

5.4 WaveBox

Descriptif : Extension du code précédent aux maillages triangulaires. Code développé en
collaboration avec Fabien Marche. Il s’agit à ce jour du premier solveur 2d pour les équations
dispersives fortement non linéaires sur maillages triangulaires.

Langage : FORTRAN. Contribution : Majeure (>50 %)
C++ (en cours).

Caractérisitques :
• Ordre de précision arbitraire en espace.
• Préservation des états d’équilibre au repos à tout ordre.
• Préservation de la positivité de la hauteur d’eau à tout ordre.
• Méthode LDG (Local Discontinuous Galerkin) pour les dérivées d’ordre élevé.
• Gestion du déferlement.
• Gestion de plusieurs modèles (Shallow Water, Bonneton et al ([6]), Lannes et al ([17])).

Article associé : Ces travaux sont soumis à la publication [-9-].
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Figure 9 – WaveBox : Propagation d’une vague sur un récif 3d : Maillage, topographie et
aperçu 3d de l’écoulement après la submersion. Le maillage est raffiné dans la partie centrale.

5.5 Autres développements

Descriptif : Extension “Asymptotic Preserving” du schéma Volumes Finis Hydrostatic Up-
wind proposé par Christophe Berthon et Françoise Foucher [5], destiné à l’approximation des
solutions faibles du système Shallow Water 2d avec friction et topographie variable. Travail en
collaboration avec Christophe Berthon et Rodolphe Turpault.

Langage : FORTRAN. Contribution : 100 %

Caractérisitques :
• Maillages non structurés (géométries Cell-Centred et Vertex-Centred).
• Préservation des états d’équilibre au repos.
• Préservation de la positivité de la hauteur d’eau.
• Gestion des termes de friction : stabilité au voisinage des fronts secs, et propriété type
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“Asymptotic Preserving”.
• Reconstruction MUSCL : ordre 2 (formel) en espace.

Article associé : Ce code a fait l’objet de la publication [-2-].

Figure 10 – Evolution de fronts secs soumis à une loi de friction quadratique dans un bassin à
double pente.
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