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Savoir-Faire

1 Calcul explicite de déterminants par opérations élémentaires.
2 Opérations élémentaires sur des matrices de taille n.

3 Utilisation de la définition de det pour montrer ses propriétés.
4 Utilisation de la n-linéarité.

1. CALCULS EXPLICITES

Exercice 1. Calculer les déterminants suivants

4 -3 5 123 ; _21 _44 _32

3 -2 8|, |4 5 6|, 3 1 4 _9|

1 -7 -5 7 8 9 1 0 1 1
Exercice 2. Calculer les déterminants suivants

1 0 1+1 a T T sinae cosa 1

0 1 i , |l B ox, |sinf cosf 1},

1 - —i41 T x 7 siny cosy 1

ou ¢ le nombre complexe, a, 3, v et x sont des nombres réels.

Exercice 3. Calculer les déterminants suivants

1 1 1 1 7T 6 3 7 3 -5 2 —4
1 -1 1 1 3 5 7 2 -3 4 -5 3
1 1 -1 1’ 5 4 3 5|’ -5 7 =7 5
1 1 1 -1 5 6 5 4 8 -8 5 —6
Exercice 4. Démontrer les identités suivantes
1 a be a1 +bix aix+b ar b1
1 b cal=0B—-c)lc—a)c—b), |az+bx ax+by co|=(1—2*)|az by caf.
1 ¢ ab a3+ bsxr asxr+bs c3 ag by c3

2. MANIPULATIONS

Exercice 5. Soit A € M,,(C) telle que A = A. Montrer que det A € R.

Exercice 6. Soit A une matrice antisymétrique d’ordre 2n + 1. Montrer que det A = 0.
Ce résultat est-il encore vrai lorsque A est d’ordre pair ?

Exercice 7. Comparer det(a; ;) et det((—1)"7a; ;) ou (a; ;)1<ij<n € Mn(K).

Exercice 8. Soit A € M,,(R) vérifiant
V’L,] S {L...,n},ai,j € {1,—1}

Montrer que 2"~ ! divise det A.



3. DETERMINANTS DE TAILLE 1

Exercice 9. Soient a # b et A\1, Ao, ..., A,. On pose

Mtz a4z a+x

An(z) = b+x M+u
: a+x
b+x b+zxz N, +x

(n]

a. Montrer que A, (z) est une fonction affine de x.
b. Calculer A, (z) et en déduire A, (0).

Exercice 10. Calculer en établissant une relation de récurrence

0 1 -1
-1
D, =
S
-1 -1 0 ]
Exercice 11. Soient 1, --- ,z, des nombres complexes. Le but de cet exercice est de calculer le déterminant de
Vandermonde suivant
1 T e :L';l71
V(xh... ,wn) B
1 Tn “e x271
a. On suppose z1, - - , T, 1 fixés et 2 & 2 distincts et on se donne une indéterminée X. Montrer que V(x1, -+, p—1, X)
est un polynéme en X de degré au plus n — 1 que nous noterons P.
b. Montrer que x1,--- ,x,—1 sont des racines de P.
c. En déduire qu’il existe A ne dépendant que de x1,--- ,z,_1 tel que

n—1
P(T) =\ [[(T = 2n-y).
i=1

d. Montrer que A = lim;_,o P(1/t)t" 1.
e. En déduire que

1 xq N x?_l
A=lim| ° : L = VDM(z1, - aa).
t—0 ]_ Tp_1 - xz:%
tnfl tnfl . 1
f. En déduire que
Vizy, - ,xn) = (x; — ;).
1<<i<j<n

Exercice 12. Soient A, B € M, (R). Démontrer que

A B
det (B A) = det(A + B)det(A — B).

4. EXERCICE DE SYNTHESE

Exercice 13.

a. Soit a,b,c,d : R — R des fonctions dérivables. Montrons que f = 'Z est dérivable et que

d
/ a(z) b(x)| , |a(z) b'(z)
F@=lo@) a@)| @) @@
b. Généraliser & un déterminant de taille 3.
c. Calculer le déterminant
1 COS & sinx

1 cos(zx+ ) sin(z+ a)|.
1 cos(z+ ) sin(z+ )



