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Plan du chapitre

@ Introduction
@ Motivation
@ Représentation des réels et erreur numeérique
@ Conditionnement, stabilité et complexité
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Lanalyse numérique est une discipline des mathématiques et de
l'informatique. Elle s’'intéresse a la conception et I'étude d’algorithmes
pour obtenir des solutions (approchées) a des équations venant de
modeles issus de la physique, de la biologie, de la finance, etc.
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Exemple: aérodynamique

Expérience Simulation numérique
Objectifs:
@ Proposer une solution approchée, calculée a I'aide de I'ordinateur

@ Etudier la convergence et la stabilité de la méthode numérique
@ Etudier le codt algorithmique



Exemple: apprentissage de reconnaissance d’objets

N
cheetal hand glass
dlﬂh sci
leopard hand glass
snow leopard frying pan
Egyptian cat stethoscope
Exemple réussi Exemple d’échec

Objectifs:
@ Proposer des algorithmes d’apprentissage efficaces
@ Etudier la convergence, la stabilité et le colt algorithmique

\[E:




Principe de I'analyse numérique

Motivation

@ Les modeles considérés sont composés d’ensemble d’équations
dont on ne sait pas déterminer de solutions explicites

@ Proposer une solution approchée, calculée a 'aide de 'ordinateur.

Développer des algorithmes efficaces
@ Convergence et stabilité de la méthode numérique
@ Co(t algorithmique
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Quelques exemples

Mouvement du pendule

@ Equation
\ {e"(t)+?sin(< ) =0,
6(0) = 69,6’ (0) = 64

@ Solution exacte ?

@ Solution approchée pour § << 1

6"(t) + 96(t) = 0,
6(t) = 6p cos ([ ) \/>91 sin ([ )

@ Utiliser une approximation numérique de la solutiorlMSA!::




Quelques exemples

Calculer les racines du polynéme p(x) = ax? + bx + ¢

=»> a = 10A(-20);

2> bo=-12

»> c=1;

»> x1 = (-b + sgrr(bAZ - 4*a*c))/(2*a)

xl =
o]
»> %2 = (-b - sgrt(bAZ - 4*a*c))/(2%a)

*2 =

-1.0000e+20
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Quelques exemples

Temps de calcul pour l'inversion d’'une matrice

=

== N = 2710
N =
1024
== N = 2A10;
== A = rand(M,NJ;
== tic;
AM(-1)
toc

Elapsed time is 1.033932 seconds.
== B = rand({2*N,2*N);

= TiC)

BAC-1);

toc

EWafsed time iz 9.313878 seconds.

g - ®




Représentation des réels en base b

@ Tout nombre réel x peut étre représenté sous la forme

x=4+mb*® ou beN* b>2.

@ avec la mantisse m:
m=mb '+mb2+., et me{01,.,b-1}
o et l'exposant e :
e=egb’+eb' +..es_1b°", avec seN*

@ Représentation unique ?
@ Ordinateur : mémoire finie !

e La mantisse est tronquée au bout de r chiffres,
o Valeur maximale pour s
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Le standard IEEE (754-1985)

@ Float double précision : utilisation de 8 octets ( 64 bits ), b =2

F

Signe: 1 bit e: 11 bits m : 52 bits

@ Pour la mantisse : utilisation de 52 bits
m=2"14m22%+mg2 3+ ... + mg273,
@ Pour I'exposant : 11 bits : e € [-1022,1025] avec
e=0c2+ci2' + ... +¢2'°-1022, avec ¢ e {0,1}

@ Les valeurs extrémes e = —1022 et e = 1025 sont réservées a la
représentation de 0, de Inf et de NAN (not a number)

INSA

@ On appelle F 'ensemble fini de ces nombres




Exercices

Exercice 1

Calculer xmax le nombre le plus grand de F et X,,smin, le nombre positif
le plus petit de F

v

Exercice 2

Proposer deux algorithmes pour déterminer respectivement une
approximation numeérique de Xmax €t Xposmin




Erreur d’arrondi

@ Sur 'ordinateur toutes les données initiales et tous les résultats de
calcul sont automatiquement dans F

@ Un nombre réel x = £m 2%, m = 0.1m>ms... avec
Xposmin < |X| < Xmax €st arrondi de la maniere suivante

O.1m2...m532e si ms4 =0,
(01 Mmo...Ms3 + 2_53)26 Si Mgy =1,

fi(x) = sign(x) {

Exercice 3

Quel est le plus petit nombre de F supérieur a 1 ? Proposer un
algorithme pour retrouver numériquement la différence entre ce

nombre et 1.
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Erreur d’arrondi

o Sl X € R, Xposmin < ’X| < Xmax, aIOrS
o Lerreur d’arrondi absolue est

1
Ix —fi(x)] < é2_5329.

e Lerreur d’arrondi relative est

1 2—5326
= 2 |m|2e

x — fl(x)
X

<278~ 1016




Conditionnement d’un probleme numérique

Supposons qu’on souhaite calculer la solution y d’'un probleme a partir
de données x. Le procédé est décrit par I'application

f:Xasx—y=f(x)eY,

avec X, Y des espaces normés. Les données seront toujours
erronées, en pratique on obtient un résultat y a partir de données X.

Définition
Les erreurs absolues et relatives sont définies par
- - . ox 0
X = ||Xx —X||x, oy =¥ — ylly, respectivement —-—, Y
[IxIlx " 11y lly

B3
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Conditionnement d’un probleme numérique

Définition
Le conditionnement représente la sensibilité du résultat par rapport a
de petites variations des données ...

On dit qu’'un probleme est
- bien conditionné si une petite variation des données entraine une

petite variation du résultat
- mal conditionné si une petite variation des données entraine une

grande variation du résultat

Exemple : soitf:R — R
@ Développement de Taylor

f(x + 0x) = f(x) + f'(x) 6x + o(6x)
§f := f(x + 0x) — f(x) ~ f'(x)dx
@ Conditionnement
of x xf'(x) @
fx)ox| | f(x)

~

|



Conditionnement des opérations arithmétiques

élémentaires

@ Soit f € C2(R",R). Quel est le conditionnement de f ?
@ D’aprés le développement de Taylor de f,

SF(X) = F(X+ 0X) — F(X) = > _ 9, f(X)dx; + O(|6X[?).

i=1
@ Le conditionnement est donc déterminé par les nombres

D f(X) X;

S e

Exercice 4
Calculer le conditionnement de I'addition et de la multiplication




Stabilité d’'un algorithme

Définition

La stabilité d’'un algorithme se référe a la propagation des erreurs au
cours des étapes du calcul, a la capacité de I'algorithme de ne pas
trop amplifier d’éventuels écarts, a la précision des résultats obtenus.

Exemple : I'algorithme qui calcule les racines du polynéme
p(x) = ax? + bx + ¢ basé sur les formules

—b+ Vb2 —4ac —b—Vb? —4ac
1= , Xo =
2a 2a

s’avére instable en pratique : exemple avec a= 10", b=1,c =1

Exercice 5
Proposer un autre algorithme plus stable 'J




Complexité algorithmique

Définition (Codt algorithmique)
Nombre d’opérations élémentaires effectuées par I'algorithme }

Exemple : Evaluation du polynéme p(x) = S oaix:
o Nombre de multiplications : 7 i = 22H)
@ Nombre d’additions : n

@ Co0t algorithmique de I'ordre O(n?)
Définition
O(n*) — colt polynomial

O(a") — colt exponentiel
O(n!) — codt factoriel




Complexité algorithmique

Exemple : Evalutation du polynéme p(x) = >, aix’ :
@ Schéma de Horner

p(x)=ap+x(ar +x(a+x(...)))

@ Co0t algorithmique ?




Exercice 6

Soit n € N*. On s'intéresse a la fonction f définie pour tout x € [—1, co) par

,(X):{% six € [-1,00) \ {0}
1/n six =0

Montrer que cette fonction est bien continue en x = 0.

Lutilisation de cette expression pour déterminer la valeurs de f en x ~ 10~ renvoie la valeur 0. Justifier un tel
résultat?

Lorsque que I'on trace plus précisément cette fonction au voisinage de x = 0, on observe de fortes oscillations.
Déterminer une majoration de ces oscillations en fonction de x au voisinage de 0.

En remarquant que Z;;& yk = (y" —1)/(y — 1), montrer que f vérifie

1

f =
0= S g

Justifier que l'utilisation d’'un nouvel algorithme basé sur cette nouvelle expression sera mieux conditionné.

INSA:




Plan du chapitre

e Méthode des moindres carrés linéaires
@ Parametres optimaux et calcul de gradient
@ Exemples d’exercices
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Cadre mathématique et modele

@ Un échantillon de données D = {(x(), y())},.
Par exemple un nuage de points.

@ Un modéle composant un ensemble de fonctions hypothése
H = {h(x; )}y paramétrées par le jeu de parametres 6.
Par exemple dans le cas d’une régression linéaire,

h(X;H) =0y + 01x.



Cadre mathématique et modele

@ Une mesure d’erreur (fonction de colt) J(6; D) décrivant une
distance du modéle par rapport au données.
Par exemple, une erreur quadratique:

50 =3 (x0:0) 0"
i—

@ Le meilleur choix de paramétre # minimisant la fonctionnelle J
= nécessite des algorithmes d’optimisation



Exemples de modele dans le cas linéaire

Supposons pour linstant D = {(x(), y()}m < (RZ)™
@ régression linéaire, 6 = (6o, 61)

h(X; 9) =0y + 01x
@ cas général, § = (g, ..., 04)
h(x;0) = bogo(X) + ... + Ogda(X)

avec certaines fonctions ¢y, . . . , ¢q-

Exemple : cas de polyn6me de degrés d

Le choix ¢g(x) = 1, ¢1(x) = X, ..., dq(x) = x9 permet d’utiliser un
modeéle polynomiale de degré d.

INSA =



La fonction de co(t

@ Dans le cas de la régression linéaire, la fonction de co(t est
définie par

m . - L . 2
J0) =~ (hx:0) =y )" =3 (60 + 01x) — y)
i=1 i=1
@ Et de fagon analogue dans le cas général, on utilisera

2

m d
J0) =Y (hx:0) —y0) = 3 (Z Orn(x) - y“’)
i=1 i=1 \k=0

B®

st
DES
s6eL0



Parametres optimaux et calcul de gradient

e Méthode des moindres carrés linéaires
@ Parametres optimaux et calcul de gradient
@ Exemples d’exercices
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Cas particulier d’'une droite

Proposition

|

Le jeu de parametres optimal (6, 67) qui minimise
. N\ 2
0) = ((60+ 01x7) — )"
i=1

vérifie

O =5 (L y DXL (x0)2 = 3 x0T x(y0)

07 =5 (MY xOyD 571 x0T y0),
ot D=my [T (xD)2 — (37, x(0)2 0.




Cas général

On cherche le jeu de paramétre optimal (65, 07, - - - , 0;) qui minimise

2

-5 (St

i=1

Proposition (formule vectoriée)
La fonctionelle J s’identifie a

J9) = |1X0 - yll3,
ou
go(x(M) - g(x(M) y
X = :

bo(x(™M) -+ da(x™) g




Définition du gradient d’une fonctionnelle

Définition (Différentielle de J)

La différentielle de J : R°P — R en # dans la direction ¢ est noté

DJ(0
U2 J(0 + to) — J(O)

DJ(9)() = lim ; -

Définition (Gradient de J)

Le gradient d’une fonctionnelle J : RP — R en 6 par rapport a un
produit scalaire (.,.) donné est alors défini par

(VJ(0), ¢) = DJ(6)(¢), Vo €RP.

Proposition
Dans le cas du produit scalaire canonique (x, y) = Zf:o XiVi,

(Ve(0)); = 99,6(0)-




Proposition
Les gradients des fonctionnelles suivantes vérifient

Ji(0) =<0,y > = VJ(0)=y

(
h(0) =< X0,y > = Vb0 =XTy
J(0) =5 < X0,X0> = Vds(0) = X" X0
@) =3 <X0—y,X0—y> = V() = XT(X0 - y)

INSA!



Solution: cas général, approche analytique

@ Le gradient de J(0)

2

m
Joy=>" (Z Okpr(x) y“’) = [1X0 - y|3
i=1
s’identifie a
VJ(0) =2(XTX0 — XTy).

@ Le jeu de paramétre optimal §* est donc solution du systeme
d’équations

XTX0* =Xy

wsa= @



@ Silerang de la X € R™(9+1) gst égal & rang(X) = d + 1, alors la
matrice X7 X est inversible et la solution du probléme 6* vérifie

0 — (XTX)_1XTy

EnMatlab la solution A~'b d’un systéme linéaire Ax = b (A
inversible) peut étre calculée a l'aide de la commande \:

@ Dans le cas contraire ou rang(X) < d + 1, le probleme
d’optimisation admet plusieurs solutions et une des solutions 6*
peut étre calculée a I'aide de la matrice pseudo-inverse de X7 X
disponible en Mat1ab avec la commande pinv

INSA';




Exemples d’exercices

e Méthode des moindres carrés linéaires
@ Parametres optimaux et calcul de gradient
@ Exemples d’exercices
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Exercice 7
Montrer que dans le cas de la régression linéaire, on a bien

X = (e B X Ty ( 2y
X <(Z,-";1 x) (2,-”;1()(('))2)) st Xy —<z,.n;1 X(/)y(/)>'

Exercice 8
Dans le cas d’'un modéle de la forme

h(x; 0) = 0y + 01>,

donner I'expression de la matrice X7 X et du vecteur X7 y.
En déduire la parabole paire qui approche au mieux les points

{(x1, y)}; = {(~2,8.5),(~1,1.5),(0,0), (1,1.5),(2,3.5)}



Exercice 9

On s'intéresse a I'approximation d’'une fonction f & partir d’'un ensemble de mesures de f et de sa dérivée f’ sur un échantillon
(Xi)i=1:n: ¥i = f(x;) et y,-’ = f/(x;). Pour cela on introduit un modéle & k paramétres g (x) = E;‘:1 0;¢j(x) et on cherche les
coefficients 6 = (04, 02, - - - 0,)! qui minimisent I'erreur

n n

J(O) =D — 9o ())° + Dy — gh(x))?.

i=1 i=1

@ Montrer que J sidentifie & J(0) = [|X0 — y||2 + [|MO — y' 12,00y = (y1,¥2, - » ¥n)' ¥/ = (V1: Vs -+ » Y
M ;= 6j(x;) et X; j = ¢ (x;).

@ Déterminer I'expression du gradient de J

@ En déduire que le meilleur jeu de coefficients 6 est solution du systéme
(M'M+X'Xx)0=My+X'y.

On souhaite maintenant approcher la fonction sin(x) avec un modéle a k = 2 parametres gg (x) = 61X + 02)(3 a partir
de I'échantillon {x;};—1.5 = {0, 7/6, /4, 7 /3, = /2}. Montrer que le jeu optimal de coefficients 6* = (65, 65 )' est

soluton du systéeme
9.45 211 01\ _ (6.37
21.11 86.3 6>) — \8.95
On pensera a préciser les valeurs des matrices M et X.

@ Tracer sur un méme graphique les points x; et le modele optimal obtenu g (x)




Optimisation et méthode du gradient

e Optimisation et méthode du gradient
@ Exitence, unicité et caractérisation d’'un minimum de J
@ Principe de la méthode du gradient
@ Méthode du gradient a pas fixe et stabilité
@ Cas quadratique avec pas de descente optimal
@ Variantes
@ Exemples d’exercices
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@ Un modgle de la forme h(x, §) = cos(fox + 61x?)

@ Trouver les meilleurs coefficients 6* qui minimisent




@ Le gradient de J vérifie

_ 0 (’) sin(90x(,-) + 01 X ,))X(,)
VJ(Q 2 Z X 9 ) (an(eoX(,') + 61 X( ))2X(/)

@ Trouver 0* = (65,067) tels que
VJ(6*) =0,

nécessite la résolution d’'un systéeme non linéaire !

— Utiliser un algorithme itératif pour trouver un minimimum de J.

INSA



Optimisation et méthode du gradient

@ Objectif: soit J : E — R, une fonction continue définie sur un
espace vectoriel E normé. Nous recherchons ici un minimum
global de J, c’est a dire un point x* € E, qui vérifie

J(x*) = min J(x).

xeE

@ Question: Existence, unicité d’'un tel minimum?



Exitence, unicité et caractérisation d’'un minimum de J

e Optimisation et méthode du gradient
@ Exitence, unicité et caractérisation d’'un minimum de J
@ Principe de la méthode du gradient
@ Méthode du gradient a pas fixe et stabilité
@ Cas quadratique avec pas de descente optimal
@ Variantes
@ Exemples d’exercices
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Exemple d’'une fonction J convexe

@ Exemple ou J est quadratique

J(x) =2x2 + x5

@ Son gradient est linéaire et s’identifie a

VJ(x) = <4X1)

2X>




Exemple d’'une fonction J non convexe

@ Fonction de Rosenbrock
S0 = (6 = 1 +p(d —x)?
@ Son gradient est non linéaire et s’identifie a

2(x1 — 1) +4p(x? — xo)x
w0 = (2 300 % )




Existence, unicité et caractérisation

On suppose ici que E est une espace de dimension finie.

Proposition (Existence)

Soit J : E — R une application continue telle que J(x) — oo lorsque
| x|| — oo, alors il existe x* € E solution de J(x*) = minycg J(X).
Si de plus J est différentiable en x* alors VJ(x*) = 0.

Proposition (unicité)

Soit J : E — R une strictement convexe alors il existe au plus un
x* € E solution de J(x*) = minycg J(X).

A\




Principe de la méthode du gradient

e Optimisation et méthode du gradient
@ Exitence, unicité et caractérisation d’'un minimum de J
@ Principe de la méthode du gradient
@ Méthode du gradient a pas fixe et stabilité
@ Cas quadratique avec pas de descente optimal
@ Variantes
@ Exemples d’exercices
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Algorithme itératif et méthodes du gradient

Lalgorithme : Lidée est d’'approcher le minimum x* d’'une
fonctionnelle J en utilisant un algorithme du gradient:

Définition (Algorithme du gradient)

XoERn
Xk41 = Xk + e Vk>1,

ou di est une direction de descente et o, > 0 un pas de descente.

Critere d’arrét : En pratique, 'algorithme s’arréte lorsque les xx
n’évoluent plus. On pourra par exemple utiliser avec un critere d’arrét
de la forme ||xx.1 — xx|| < &, ou encore ||VJ(xx)|| < e.

Dans chaque cas, I'approximation sera d’autant plus précise que

=0 msaz= @




Choix de la direction de descente djx

Questions:

- Comment choisir une direction de descente pour minimiser J ?
- Quelle est la meilleure direction de descente ?

Définition
Un vecteur d est une direction de descente pour la fonction J en x si

J'(x)(d) < 0 ou J'(x)(d) représente la dérivée directionnelle de J en x
dans la direction d:

(x4 hd) = J(x)
= lim - = (VJ(x), d).

J'(x)(d)




Exemple avec d = —VJ(x)

Proposition

Lopposé du gradient d = —VJ(x) représente la meilleure direction de
descente.




Choix du pas de descente

@ Méthode du gradient a pas fixe :
ak=a>0, VkeN.

Comment s’assurer de la décroissance de J?
@ Méthode du gradient a pas optimal : trouver oy tel que

J(Xk + Oékdk) = mira J(Xk + Oédk).
a>

C’est un probleme d’optimisation qui peut étre compliqué !
@ Variante de Wolfe : adaptation du pas de temps mais en relaxant
son coté optimal.
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Méthode du gradient a pas fixe et stabilité

e Optimisation et méthode du gradient
@ Exitence, unicité et caractérisation d’'un minimum de J
@ Principe de la méthode du gradient
@ Méthode du gradient a pas fixe et stabilité
@ Cas quadratique avec pas de descente optimal
@ Variantes
@ Exemples d’exercices
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En dimension 1

Proposition

Soit J est une fonction 2 fois dérivable telle qu’il existe une constante L
telle que pour tout x € R,

|J"(x)| < L.

Side plus a < 1, alors
J(41) < S0 — 5 ()

ou Xk41 = Xk — OzJ'(Xk).




Preuve : On vérifie tout d’abord que Vh € R,

L

h?.
2

J(x+h) < J(x)+ I (x)h+
Par ailleurs

L
J(Xkr1) = Jxk + adk) < J(xk) + ad (X)dk + ~a?d?

2
< J(xk) —a(1 — %O‘)J’(xk)2 < J(xk) — g(J/(Xk))2

La contrainte de stabilité o < 1[ permet donc d’assurer la décroissance
de J au cours des itérations.



Cas général

SiJ: E — R est 2 fois dérivable avec ||D?J|| < L, et sia < 1, alors
o 2
J(ie1) < J0x) = S IIVIlI,

ou Xk1 = Xk — OéVJ(Xk).

Proposition
Si on suppose de plus que J(x) — oo lorsque || x|| — oo, alors

lim ||[VJ(xk)||? = 0.
k—o0

Si la suite minimisante {xx }x>o converge, alors elle converge vers un
minimum local de J.




Convergence?

Preuve : On rappelle que J est continue et vérifie J(x) — oo lorsque
|x|| — oo. En particulier, on en déduit que J est minorée, c’est a dire
qu’il existe m € R telle m < J(x), Vx € E.

La suite {J(xk)}« est donc décroissante et minorée par m, il existe
donc ¢ € R telle que limy_, o J(Xx) = £. Au final,

IVIG0IP < Z(J0x) — J(Xes1)) — O

(%
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Optimisation avec la méthode du gradient a pas fixe

@ Fonction de Rosenbrock :
J(x) = (x4 — 1)2 +10(x2 — x2)?
@ Méthode du gradient a pas fixe : a = 0.01
@ Critére d’arrét : e = 103
@ Nombre d’itérations nécessaire N. = 907

ISA



Cas quadratique avec pas de descente optimal

e Optimisation et méthode du gradient
@ Exitence, unicité et caractérisation d’'un minimum de J
@ Principe de la méthode du gradient
@ Méthode du gradient a pas fixe et stabilité
@ Cas quadratique avec pas de descente optimal
@ Variantes
@ Exemples d’exercices
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Cas quadratique et méthode du gradient a pas optimal

On s’intéresse maintenant au cas quadratique ou J s’exprime sous la
forme

J(x) = %(Ax,x> —(x, b)

ol A est une matrice symétrique définie positive et b € RV,

Proposition

Le gradient de J vérifie

VJd(x)=Ax—b

La direction de descente di s’identifie donc

dx = —VJ(Xk) = —(AXk — b) =b— Axg

INSA =



Cas quadratique et choix de ay

On choisit ax comme le pas qui minimise J dans la direction d :
:](Oé) = J(Xk + adk).
Avec

J(a) = < VJ(xx+ ady),dk >
< A(xx + ady) — b, dx >
= a<Ad di > — < dk,dg >,

on en déduit que

o — <dk7dk>
K= ZAdk, di >




Algorithme (Méthode du gradient cas quadratique et pas de

temps optimal)
Donnée: xg€R", ¢ >0
While ||Axx — b|| > €
dk =b- AXk
a =< dk7dk > / < Ad;ﬁdk >
Xk1 = Xk + akdi

End
Exemple avec A= (1,0;0,5), b= (0,0) et xo = (1,0.2)’

Inngdinny ,
',',"..,,'lu',"lllnlnnrnnntlllnlll,l,l,l,'iy,
i
17

-
L

ogyHintagyy, saritifo

R I T

i Gl
{717

27

I
i
1

En pratique et dans le cas non quadratique, il ne sera pas touj
facile d’obtenir une expression explicite du pas de temp




Variantes

e Optimisation et méthode du gradient
@ Exitence, unicité et caractérisation d’'un minimum de J
@ Principe de la méthode du gradient
@ Méthode du gradient a pas fixe et stabilité
@ Cas quadratique avec pas de descente optimal
@ Variantes
@ Exemples d’exercices
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Pas de descente optimisé et Regle de Wolfe

Trouver un parametre a qui vérifie les regles de Wolfe :
avec 0 < wy <wo < 1,

J(Xk + Ozdk) < J(Xk) + wr OzVJ(Xk) - d, (1)

VJ(xk + adk) - dx > waVJ(Xk) - dk. (2)
J(x_k + \alpha d_k)

omega_2 <\nabla J(x_k),d_k

J(x_k) +\omega_I \alpha <\nabla J(x_k).d_k>

INSA



Algorithme de Fletchert-Lemaréchal

@ Soit aminp = 0 and amax = +o0, 77 €]0,1/2[ et 76 > 1,
@ Tant que (1) et (2) ne sont pas vérifiées :
e Si (1) n'est pas Vvérifiée, alors poser amax = « et
o = (1 - Ti)amin + Timax
@ Sinon et si (2) n'est pas vérifié, alors poser amin = a et

o= {Oé = (1 — 7i)min + TiCmax, Si amax < 400,

INSA



Méthode du gradient avec les pas de descente

optimisé
@ Fonction de Rosenbrock :
J(x) = (xg — 1) +10(xZ — xp)?

@ Choix du pas de descente ay : critéeres de Wolfe
@ Critere d’arrét: e =103
@ Nombre d’itérations nécessaire N, = 347




Phénomeéne de zigzag

—> Rajouter de l'inertie sur les directions de descente ?ﬁém‘




Variantes : méthodes du gradient conjugué non

linéaires

@ Méthode du gradient conjugué
o — —VJ(xk) sik=1
k= —VJ(Xk) + Prdk_1 Sik>2
@ Choix du coefficient S :

Définition (Approche Fletcher-Reeves)

50— VI
V0612

Définition (Approche Polack-Ribiere )

_ V(i) - (VI (xk) = VI(xk-1))
IV J(Xk—1)]I2

Bk




Méthode du gradient conjugué de Fletcher-Reeves :

@ Fonction de Rosenbrock :

J(x) = (x1 — 1)2 + 100 — xp)?
@ Choix du pas de descente ay : critéres de Wolfe
@ Critere d’arrét: e =103
@ Nombre d’itérations nécessaire N. = 28




Calcul des gradients et formule de rétropropagation

e Optimisation et méthode du gradient
@ Exitence, unicité et caractérisation d’'un minimum de J
@ Principe de la méthode du gradient
@ Méthode du gradient a pas fixe et stabilité
@ Cas quadratique avec pas de descente optimal
@ Variantes
@ Exemples d’exercices
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Existence, unicité et caractérisation

Exercice 10

Que peut-on dire de I'existence, de I'unicité et de la caractérisation de
minimum de J dans les 3 cas 1D suivants ?




Exercice 11

On souhaite apliquer minimiser la fonction f : R? — R définie pour
X = (X1, x2) € R? par

f(X):2X12+X22—X1X2—3X1 — X+ 4

@ Montrer que cette fonction admet bien un minimum X* et expliciter
la valeur de celui-ci.

@ Appliquer un pas de l'algorithme du gradient avec un pas fixe
a = 0.5 et en partant de Xp = (0,0)

@ Appliquer un pas de I'algorithme du gradient a pas optimal en
partant de Xp = (0,0).




Exercice 12

Dans cet exercice, on s'intéresse a la minimisation de la fonction f définie pour tout x = (x4, Xp)! € R? par

f(x) = (A1X1 4+ /\2)(2)

@ Quelles conditions sur les paramétres A1, A assurent I'existence d’'un unique minimiseur pour f identifié &
X* = (0, 0)!. Par la suite, on suppose que Ay = 1 et Ap = 1/2.

@ Montrer que la k-ieme itérée de I'algorithme du gradient avec un pas fixe « > 0, en partant de la condition initiale
X0 = (xD, x9)!, vérifie

k

k0 k Ot
X' =((1—aX)'xy,(1 —aX)'x) .

@ En déduire les conditions de stabilité sur le pas de descente « pour assurer la décroissance de f.

@ On souhaite maintenant déterminer un pas de descente fixe v qui optimise la vitesse de convergence de I'algorithme du
gradient. Montrer que

max(|1 — aXq|, |1 — ara))2K min(|x0], 1x2])2 ka” < max(|1 — aX|, |1 — arg])® ||x°H

@ on suppose par la suite que min(|x10 [l ng\)2 > 0. Que peut-on dire de la vitesse de convergence asymptotique de
I'algorithme ?

@ Surtintervalle [1/X1, 1/Xz], tracer les fonctions o +— |1 — aX |, a — |1 — aXp| et
a — max(|1 — aXq|, |1 — aXz]|). En déduire que le pas optimal o vérifie o = ﬁ :

@ Dans ce cas, en déduire que |\Xk|| = ‘ >\1+A2 HXOH
@ six0= , 1) , combien doit-on effectuer d’itérations de I'algorithme du gradient afin d’obtenir une erreur sur la solution

optimale X* inférieur 2 10~# ? Méme question dans le cas ol Ay = 1 et A, = 104,




Plan du chapitre

e Régression logistique
@ Introduction
@ Expression du gradient de la fonctionnelle J
@ Exemples numériques
@ Exemples d’exercices
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@ Dans cette partie nous allons développer un algorithme
d’apprentissage pour des problemes de classification:
@ e-mails: spam (oui/non)
e transactions en ligne: frauduleuse (oui/non)
e tumeurs: bénigne/maligne

@ Exemples: D = {(x(), y())}; ¢ R™ ou

x(’:) eR" vecteur de caractéristiques
y) e {0,1} 0: classe négative
1: classe positive




Introduction

Objectif: Optimiser un modele h(x; §) dépendant de paramétres 6 pour
approcher la classe de x:

h(x;0) ~ P(y = 1|x)

La classification d’'un nouvel élément x s’effectuera a I'aide de h avec
@ Si h(x;0) < 0.5, prédire y =0
@ Si h(x;0) > 0.5, prédire y = 1

Remarque 1

Un modéle linéaire comme pour la méthode des moindres carrés de la
forme

d
h(x;0) = Oké(x)
k=1

ne sera pas vraiment adapté ici car on souhaiterait que le modele
h(x; 0) vérifie
0 < h(x;0) <1




Fonction logistique (sigmoide)

Définition (modéle de classification)

Pour les problémes de classification il est plus efficace d’utiliser un
modele de la forme

d
h(x;0) = g (Z emk(x))
k=1

ol g est une sigmoide définie par g(z) = 5=

Graphe de g:




Exemple de choix de modeles

Une fois le modéle fixé ( choix de fonctions ¢y), le probleme de
classification revient a déterminer le meilleur jeu de coefficients 6* qui
permet de séparer-classifier au mieux les données :

@ Premiere exemple (a gauche) ¢1(x) =1, ¢2(x) = x1 et ¢3(x) = x2
et en utilisant 0 = (-3,1,1).

@ Deuxieéme exemple (& droite) avec ¢1(x) = 1, ¢o(x) = x2 et
¢3(X) = x5 et en utilisant § = (—1,1,1).

|
Yo b e w s




Frontiere de décision

Définition
A 0 fixé, la frontiere I (en vert) entre la décision pour y = 0 et celle
pour y = 1 est définie comme la ligne de niveau 1/2 de h:

= {x; h(x;0) =0.5}.

Proposition
En remarquant de plus que

h(x;0) = 0.5 g( ) Okok(x)) =05 Y Okok(x) =0,
k k

on en déduit que la frontiere de décision est définie implicitement par
I'ensemble vérifiant

M= { X;ng¢k(X) :0}
k




Optimisation du jeu de parametres ¢

Idée: minimiser une fonctionnelle d’erreur dans I'esprit de la méthode
des moindres carrés

m

. N\ 2
J(o) =Y (h(x®:6) - y)
i=1
Difficultés :
@ Les erreurs de classification ne sont pas assez pénalisées!

@ cette fonctionnelle n'est a priori pas convexe et peut donc avoir
des minimas locaux.

B®
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Modele entropique

On rappelle que h(x; #) est un modéle pour P(y = 1|x).
@ Siy =1, les prévisions h(x; 6) proche de zéro doivent étre
fortement pénalisées en utilisant par exemple un poids de la forme

—log(h(x; 0))

@ Siy =0, les prévisions h(x; 6) proche de 1 doivent étre fortement
pénalisées en utilisant par exemple un poids de la forme

—log(1 — h(x; 6))

Définition (Fonction de régression logistique)
La fonction de co(t de la régression logistique s’écrit

3

== (¥ 1og((xM;6)) + (1 = yD) log(1 — h(xV; 0)))

i=1




En résumé

@ Le choix du jeu de parametre #* optimal et permettant d’obtenir le
"meilleur” modele h(x; 6*) est définie comme le minimum de la
fonctionnelle J :

6* = argming{J(0)}

@ La classification d’un nouveau vecteur de caractéristiques x
s’effectue alors simplement en regardant la valeur de la fonction

logistique
X 9* Z 0k¢k

INSA




Calcul des gradients et formule de rétropropagation

e Régression logistique
@ Introduction
@ Expression du gradient de la fonctionnelle J
@ Exemples numériques
@ Exemples d’exercices

INSA



Optimisation et méthode du gradient

La fonctionnelle J étant non linéaire, nous utilisons par la suite une
méthode du gradient pour trouver 6*. Nous avons donc besoin de
I'expression du gradient de J

m

J0) = = _yDiog(hy) + (1 = yV)log(1 — hy)
i=1

ol hi(0) = g(>x Ok ok (X)),



Expression du gradient de J

Proposition
Le gradient de J vérifie

(VIO = D_(hi(8) — YD)y (x7))

i=1

Preuve: Il suffit de montrer que

m (0 1=yl m gD
V) = =3 vhi 1—yh,- Vh":_z<yh,-_ 1_yh,~>Vh"
I

i=1 i=1
En remarquant ensuite que la sigmoid vérifie g'(z) = g(z)(1 — g(2)),
on en déduit que

0E

(Vhi(9))k = hi(0)(1 — hi(9))pr(x1D). INSA =




En pratique, nous utiliserons la formulation vectorisée suivante :
J(O) = XT(h—y),

ou
o1(xM) o og(x) y
- cety=| |,

X = : :
1(x(M) oo gy(x(™) y(m

et
h = g(X®).




Dérivée seconde et convexité

Proposition

La dérivée seconde (Hessienne) de J vérifie

m

(V2IO)km = D mi(O)(1 = hi(9))dx(x ) pm(x D),

i=1

En particulier, on en déduit que J est convexe avec

z"V2J(#)z > 0,pour tout  z € RY




Exemples numériques

e Régression logistique
@ Introduction
@ Expression du gradient de la fonctionnelle J
@ Exemples numériques
@ Exemples d’exercices
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Régression logistique avec les données

Modeéle avec d = 3, et ¢1(x) =1, pa(Xx) = X1 et ¢3(X) = Xz :

D " Okdr(x) = 01 + 021 + O3
P

Question: existence d’un jeu de parametres 6* optimal INSA



Existence, unicité et Régularisation

Remarque 2 (Probleme d’existence de solution)

Si le modéle permet de séparer exactement les deux nuages de
points, bien que convexe, la fonctionnelle J n’est pas coercive et
n’admet pas de solution bornée.

On peut éviter ce probléme, on ajoute en général un terme de
régularisation a la fonctionnelle J

J8) = =3 (v 1og((xt%;8)) + (1 — ) og(1 — hx;0))) + 102

i=1

ce qui I'a rend coercive et convexe !
Lexpression du gradient J vérifie alors

VJO) = XT(h—y)+ N\
INSA @




Résultat avec régularisation (A = 1):

6
N
N
N
IR ., . N
. N
a4
s,
—— A N N
v T * *
2 v — a4 AT
M vy —
. T aa
v vy —
v M v
0 v v vV
v v
v
A\ v v Ty
v v v

2

Maintenant 6y =~ —6.3, 61 = 1.8, 6, =~ 2.4




Exemple avec le modéle d = 3 et ¢1(X) = 1, ¢o(x) = X2 et ¢3(x) = x2,

0T p(x) = O + 01X2 + O2x2

2
2 A 0 1 2

Sans régularisation on obtient 6y ~ —14.6, 61 ~ 17.4, Hmﬂ‘a

E & @




Calcul des gradients et formule de rétropropagation

e Régression logistique
@ Introduction
@ Expression du gradient de la fonctionnelle J
@ Exemples numériques
@ Exemples d’exercices
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Exercice 13
On considére les modeéles suivant:

h(x,y;0) = g(0o +01x — y) (3)
h(x,y;0) = g((x* — 60) + (y* — 61) — 1) (4)
h(x,y;0) = g(fo + 01x + 2sin(03x) — y) (5)

ou x, y et les 0; sont des réels, et g(x) est la fonction sigmoide vue en
cours.

Pour chague modeéle, tracer un exemple de la frontiere de décision
définie par h(x, y; ) = 0.5 dans un plan (x, y) et faire apparaitre les
parameétres 6; (on les choisira non nuls).




Exercice 14

On souhaite utiliser un modéle de régression logistique a partir de données { X', Y"};:te composées de 6 points dans R?
associés a 2 classes différentes. Plus précisément, les points X' = (—0.5, —1.5), X2 = (1, —1) et X3 = (1.5, 0.5) sont de
classe 1 (Y' = Y2 = Y3 = 1) alors que X* = (0.5,1.5), X5 = (—1,1)et X8 = (—1.5, —0.5) sont de classe 0

(v =
o

Y5 = v8 = ).

Est-ce qu’un modeéle de la forme hg (X) = g(61X1 + 02x2) ou X = (xq, Xo) serait efficace pour distinguer ces données
? Justification. On rappelle que g correspond ici a la fonction sigmoide.

Par la suite, on propose d'utiliser un modele linéaire de la forme hy (X) = g(61 + 62x1 + 63x2). On propose de plus
d'utiliser I'algorithme du gradient en partant de la condition initiale 00 = (0,0, O)T. Déterminer les valeurs du vecteur
h(©® qui évalue le modele sur chacun des points X' en utilisant 6(9). En déduire le gradient de la fonction de colt
d’entropie croisée J en 0.

Déterminer, en fonction de «, les valeurs du jeu de parametres 6(") obtenu en effectuant une itération de I'algorithme du
gradient avec un pas de descente «.. En déduire la courbe de démarcation des deux classes obtenue avec ce modéle
que vous tracerez sur un graphique.

Déterminer, en fonction de «, le vecteur (1) qui évalue le modéle sur chacun des points X en utilisant 6() . En déduire
la limite de J(9(1)) quand o« — co. Remarque ?

INSA == @
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@ Introduction
@ Application pour un probleme de classification
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Probléme d’approximation et modele

@ Un échantillon de données D = {(x, y)}ic ey .

@ Choix d’'un modéle
h(x;0) = 01¢1(x) + ... + 0gda(X)

@ Optimisation des parametres # en minimisant

m

J0) =Y (hx;0) —y0)°
=1 INSA




Probléme d’approximation et optimisation

@ Minimisation d’une fonctionnelle quadratique
m . N2
J©O) =3~ (hxD:0) - y)
i=1
@ Equation d’Euler,
VJ@O)=0= X"X0=XTy,
avec
Pp1(x1) o gg(x(M) 01 yM

70: E 7y:

X = : : :
P1(x(M) e pg(x(M) Oa y(m



Probleme d’approximation,exemples numériques

w
I " s ” ‘ 0Es soeces
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Probleme de classification

@ Exemples d’applications
@ e-mails: spam (oui/non)
e transactions en ligne: frauduleuse (oui/non)
e tumeurs: bénigne/maligne

o Données: D = {(x1, yD)}jcy.... my € R™ ol

x() e R" vecteur de caractéristiques
y@ e {0,1} 0: classe négative
1: classe positive

INSA



Probleme de classification, modéle mathématiques

Trouver une approximation de
Py = 1[x),
avec un modele de la forme

d
h(x;0) =g (Z 9k¢k(x)>
P

ol g est une sigmoide définie par g(z) = 14—

10

08

06

o4

0.2

0.0

-100 -75 -50 -25 00 25 50 75 100



Probléme de classification, régression logistique

Trouver les meilleurs parametres 6 qui minimisent
J(O) == (P 10g(h(xD;0)) + (1 = yV) log(1 — h(x(M; 0)))
i=1

@ Si y() =1, les prévisions h(x(); §) proche de zéro doivent étre
fortement pénalisées en utilisant par exemple un poids de la forme

—log(h(x"; 6))

@ Si y() =0, les prévisions h(x(); §) proche de 1 doivent étre
fortement pénalisées en utilisant par exemple un poids de la forme

—log(1 — h(x;0))

@ La fonctionnelle J est alors convexe, donc facile 2 minimiser avm
une approche itérative. INSA



Probléme de classification, exemples numériques




Réseaux de Neurones

@ Remplacer le modeéle linéaire

P(X,0) = 0191(X) + ... + Ogda(X),

par un réseau de neurones
@ Un Neurone

¢(X) = ReLU(W1 X1y + WoXo + W3X3 + b)

ou g(s) = max(s,0).
@ Exemple de réseaux de neurones

AN

[

O

T

SR
DO

=l

I

Q¢

7
=
v,

—
OO
.I.

=
Q)
X

e

ol 6:4.

o




Réseaux de Neurones: Optimisation

@ Modéle non linéaire !
6(x) = g (W1[2]g <W1[11XJr bp]) +whg <W2[11X+ bg]) n blzl)

@ La fonctionnelle a minimiser est non convexe = éviter les
minimums locaux

@ Algorithme d’optimisation avec une méthode du gradient

@ Accélération
= inertie + approche stochastique

@ Calcul du gradient? couche par couche
@ Beaucoup de degrés de liberté mais cela fonctionne en pratique !

B®
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Exemple numérique, cas approximation

Exemples avec un réseau a 4 couches (16,8,4,1)
@ Cas 1D

@ Cas 2D




Exemple numérique, cas classification

Exemples avec un réseau a 4 couches (16,8,4,1)

INSA



https://playground.tensorflow.org

Q-

DATA

Which dataset do
you want to use?

Ratio of training to
test data: 5

Noise: 0

.

Batch size: 10

—e
REGENERATE

Epoch

000,464

FEATURES
Which propertie:
you want to feed

Leaming rate

Activation Regularization
0.03 - Tah - None
+ — 2 HIDDEN LAYERS
Y=
4neurons

G -
—

s

Regularization rate

0

i

OUTPUT

Test loss 0.400

Training loss 0.309

weight values

w test data

INOA

Problem type

Classification

O Discretize output

e
ity
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Concepts de base

P Classification binaire

Présence
. d’un chat? ; {;P;the chat)
é L J

|

< nx - y
SR

216

212

i ]

m) x = 189 € RIwxll

avec ny = ny X 0y, X 3

198




Concepts de base

P> Base de données

. |
i
-

Base de données composées de
m échantillons

e Introduction de la matrice de
données X

X = x(l) - x(i) . x(m) ?IX

X € R[nx xmy|




Concepts de base

» Base de données

e Introduction du vecteur de
classe y

y=[y® . y® . ym] i1

PEE—

m

y€ R[lxm]

Base de données composées de
m échantillons




Utilisation d’'un réseau de neurones

Xq Fonction de décision
*2 o plus complexe
X2
y
X3
X4

Fonction de décision du
réseau de neurones

Hlustration de l'utilisation d’un réseau de
neurones pour de la classification

@ La derniere couche utilise une fonction d’activation de type

sigmoide
J INSA': @




Apprentissage de la fonction de décision

P Définition d’une fonction d’erreur a minimiser

e Lorsque I'on a {x, y} en entrée d’un neurone, on
souhaite que sa sortie ¥ soit la plus proche de y

e Fonction d’erreur classiguement utilisée

LB, y)=-[ylog® + (1 —-y)log(1-7y)]

Entropie croisée




Apprentissage de la fonction de décision
P Fonction d’erreur a minimiser

e Application a I'ensemble de la base de données
1 m
Jw.b) = — " £(5,y®)
m
i=1

e La minimisation de J(w, b) a pour but de trouver les
paramétres du neurone {w, b} qui permettent de
reconnaitre pour chaque échantillon x() de la base de
données la classe y(¥ associée




Modélisation d’un neurone

X1

P Un neurone en résumé X,
, x= y

e Entrée X3

x € ]R[HXX].] X4

e Comportement

Ayant x en entrée, estimation de
e Paramétrage

w € R™>1 b e R, fonction d’activation g(-)
e Sortie

y=gw'x+b) €R




D’un neurone a un réseau

X1 X1
xX= Xy
o xz j‘, L ‘ y
3
X3
Un neurone = régression logistique




Exemple du réseau 3-4-1

P Les différentes couches d’un réseau de neurones

X1 L nombre de couches
-~ L=2
x =|*2 y
3 [ numéro de couche
L€ [0,2]
L J L J 1 J
T T T
Couche Couche Couche de
d’entrée cachée sortie

=0 [=1 =2




Exemple du réseau 3-4-1

P Les différentes couches d’un réseau de neurones

/n[” nombre de \

X
1 neurones
x=|%2 o pour la
Y couche [
3 [1] indique que
la variable
est rattachée

L — v . ] I \ ala couche I /
Couche Couche Couche de
d’entrée cachée sortie

nl0l =3 altl = 4 nl2 =1
INDA 5 «.J




x1

Apprentissage de la fonction de décision

*3.

» Fonction d’erreur a minimiser

e Application a I'ensemble de la base de données

m

J(wt,p1 Wiz pizl) = % Z £(79,y®)
i=1

e La minimisation de](W[l], bl w2 2]) a pour but de
trouver les parameétres du réseau de neurones
{W[l], p wi2l p [2]} qui permettent de reconnaitre
pour chaque echantlllon x® de la base de données la
classe y(9 associée

INSA';
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Apprentissage de la fonction de décision

P Fonction d’erreur a minimiser
3) Calcule des dérivées suivantes

aJ aJ aJ aJ
apll’ awll’ apl2l’ awl2]

4) Mise a jour des parameétres du réseau

bl Wil pi2l  pyiz)




Formule de rétropropagation et calcul des dérivées

partielles

e Introduction aux réseaux de neurones
Introduction

@ Application pour un probleme de classification
@ Formule de propagation et rétropropagation
°
o

Expériences numériques
Exemples d’exercices
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Cas d’un réseau 1-1-1

Nous nous intéressons tout d’abord au cas simple d’'un réseau 1-1-1 a
2 couches qui conduit a une fonction de décision y de la forme

y(x) = g®@WPRB g (wlllx 4 plly 4 pl2hy.
On minimise alors la fonctionnelle
J(W,b) = L(y, ).

avec
L(s,y) = —(ylog(s) + (1 — y)log(1 — s)),

et
9®(s) = 1/(1 + exp(~s)).

st "
DES
s6eL0




Formule de propagation dans le cas d’un réseau 1-1-1

@ Premiére couche :
2 = wlilx 4+ pl' et al'l = gM(Wlx + pl1Ty = gD (MM
@ Deuxieme couche :
221 = Wl gl 4 plal et g2l = g@ (Wl 4 pll) = g(@)(2]),

@ Calcul de l'erreur
J=rc(d?,y)




Formule de propagation

Proposition

Avec la condition d'initialisation &% = x, on en déduit I'expression de
J=r(a"y)
avec les formules de récurrences suivantes

zl = wldgle—11 4 pld
all = g(zh

ou L représente le nombre de couche, c’est a dire L = 2 dans ce cas
preécis.

INSA




Cas du réseau 3-4-1

» En résumé

Gyant X en entrée \

z[U = witly 4 plt]

X1 RMAx1] REx3] RB3x1]  gAx1]
v = |x2 ¥ alll = g[l] (2[1])
RI4x1] RI#x1]

x3 7121 — wi2lglll 4 pl2]

RI1x1] RAx4] @lex1]  @i1x1]

? — a[Z] — g[z](z[z])

RIX1 RI1x1] R\lxl\/

/

3 wil pitl 1 gl 2 p2] 2] gl




Formule de rétropropagation dans le cas d’un réseau

l=i=1

Cast¢ =2

Avec J = E(a[z]’}"/)’ al?l = g(z)(z[2]) et z[4l = wial gl + b[Z]’ on en
déduit que

O = [26L(a),$)] g (2) = 0@
8W[2]J = [8s£(a[2]’j\/)] g(2)/(z[2])a[1] = gz gl

avec )
dal?l = 9s(a?, y), et dzl = dallg®’ (1),

INSA =



Formule de rétropropagation dans le cas d’un réseau

l=i=1

Cas /=1

Avec J = 5(3[2]7 9, gl = 9(2)( 2[2]), Z21 — g(2)(W[2] al'l + b[2]),
alll = g(”(z[”)’ al'l = witlglol + pll et gl0 = X,
on en déduit que

Ond = [9sL(a?), )] g (2B)yWIGOY (201 — gl
8W[1]J = [6S£(a[2]7j\/)] g(z)l(z[zl)W[Z]g(”/(z[ﬂ)a[ol — dz11400

avec
dalt~1 = gal Wi, et dzl = dalg® (214).

B®
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Formule de rétropropagation

Proposition
Avec la condition d'initialisation

dall = dsc(a, y) = (—y/dH + (1 - §)/(1 - &),

on en déduit les expressions des dérivées de J par rapport aux
paramétres bl et W) 3 I'aide des formules de récurrences suivantes

3b[Z]J =dqdz [Z],
8W[Z]J — dzl¥ aV—”,
dall = daldw,

azt4 = damg(f)/ (z[Z])’




Exemple du réseau 3-4-1

Propagation arriére

> 1% étape: calcul des db!! et dW!! pourl € [1, 2]

—dwld

—{ dpl2!

e

Y 1-¥
2] @ _ Y 17V
>‘iz_4"_ a4 Bt am

Deuxiéme couche

— awi1l

—] db[l]

Premiére couche




Calcul des gradients et formule de rétropropagation

e Introduction aux réseaux de neurones
@ Introduction
@ Application pour un probleme de classification
@ Formule de propagation et rétropropagation
@ Expériences numeériques
@ Exemples d’exercices

INSA



Cas d'un réseau a 1 neurone

P Classification pour la reconnaissance de chat dans une
image

Base de données d’entrainement (209 images)

o)
AAAAAAAAAAAAAAAAA
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Cas d'un réseau a 1 neurone

P Classification pour la reconnaissance de chat dans une
image

Base de données de test (50 images)




Cas d'un réseau a 1 neurone

P Classification pour la reconnaissance de chat dans une

image
Learning rate = 0.005

0.8

0'6 s . . o
. Précision: 68 %
go.a ,.
o Quand méme !

0.2

0
] 5 10 15 20 25

iterations (per tens)

Evolution de la fonction d’énergie lors de la
minimisation par descente de gradient




Cas d’un réseau de neurones profond

Résultats

P> Classification pour la reconnaissance de chat dans une

image
Learning rate = 0.01
0.6
oa Précision: 78 %
= N
8 Quand méme !
0.2 .
Pourquoi pas plus ?
1]
(V] 5 10 15

iterations (per tens)

Evolution de la fonction d’énergie lors de la
minimisation par descente de gradient




Exemple de réseaux de neurones CNN avec Keras

sur Python

99,38 % de réussite!
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Réseau de neurones et parameétres

Exercice 15
Déterminer le nombre de parametres du réseau suivant :




Approximation d’'une fonction triangle avec un réseau

2-1

Exercice 16
En 1D, expliciter la fonction triangle entre [—1,1] :

x+1 sixe[-1,0]
f(x)=<1-x sixel0,1]
0 sinon
sur un réseau de Neurones a 2 couches avec respectivement 2 et 1

neurones sur les différentes couches et en utilisant I'activation non
linéaire ReLu. Cette décomposition est-elle unique ?

B3

INSA



Exercice 17

Les données d’entrée correspondent maintenant a des éléments

x € R. On s’intéresse a un réseau a 1 couche cachée contenant 3
neurones et dont la fonction d’activation correspond a la fonction
Relu, et on met un neurone d’activation linéaire en sortie.

On suppose que W =[2,1,2]" et bl = [2,0,-2]7 et

WPl =1, -1, —1] et bl?l = 0. Tracer la réponse de ce réseau pour
x € [-2,3].




Exercice 18

Lobjectif de cet exercice est de mettre au point une architecture de réseau de neurones permettant de classifier des points dans
le plan selon un damier.

@ On s'intéresse tout d’abord a I'architecture d’un réseau hgo,o) {R2 o [0, 1] qui permet de classifier le plan R? en deux

classes: y = 1six € c0.9 et y = 0 sinon, ou

C(O*O):{x:()q,xz)ethelque —1<x <1et —1 §x2§1}.

@ En suivant la convention du cours, quelles valeurs doit prendre le réseau hgo,o) en fonction de x pour que la
classe 1 soit exactement associée au carré ¢(©:0),

@ Soit ¢ la fonction définie pour tous x € R? par (©:9(x) = 1 — \%| — | 5572 |. vériier que ¢ est bien
positive pour x € €(©:9) et négative si x # ¢(©:9).

@ En déduire des paramétres du réseau h(eo’o) qui permet une classification exacte du probléme et dont la

structure comporte deux couches, 2 neurones sur la premiére couche (avec la fonction o : z — |z| comme

fonction d’activation) et une couche de sortie (avec la sigmoide comme fonction d’activation).

@ On souhaite maintenant construire un deuxiéme réseau h(9z1 22) classifianty = 1six € c(#1:22) et y = Osinon. Le

carré C(?1:22) est défini par
ctr®) — {xeRPrelquez —1<x <z +letzp—1<xp<z+1}

a . ap a zq ,2: R
En reprenant la méthodologie précédente, proposer une structure de réseau h(g 1:%2) et les valeurs de ses parameétres

qui permettent une classification exacte du probléme considéré.

. . N - 2,2 . er . . "
@ On souhaite maintenant construire un réseau th,O),( 2) qui permet la classification des deux classes noir/blanc d’'un

damier a 4 cases dans [—1, 3]2. Proposer une achitecture de réseau a 3 couches qui permet une telle classification en
spécifiant ses paramétres 6 qui permettent une classification exacte de ce damier a 2 x 2 = 4 cases.
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