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Définition 1 (Espace Vectoriel) |
Un espace vectoriel V sur K = R, C est un ensemble muni d’une loi de
composition interne d’addition + : V x V — V et d’'une loi de composition
externe de multiplication . : i x V — V satisfaisant les propriétés
suivantes
1) Propriété de la loi interne + : ¥(u, v, w) € V3,
-uUu+v=vV-+udu,
-ut(v+w)=(Uu+v)+w,
- Il existe un élément0 € V telque u+0=u,Yue V
2) Propriété de la loi externe . : ¥(u,v) € V2,¥(4,u) € K2
- A(uu) = (Au)u,
- Au+v)=Au+ v,
- (A+pu=au+pv,
- Il existe un élément 1 € K telque 1lu = u, Yu e V

3) Stabilité : ¥(u,v) € V2, V(A u) € K2,

Au+pveV
INSA. = B



Exemples d’espaces vectoriels

De dimension finie
RS ={x = (x1,%2,x3); ¥Yi=1:3, xi € R}
CN:{X:(X1,X2,"' ,XN) s Yi=1:N, x; € C}

RN[X] = Ensemble des polynémes réels de degré N
De dimension infinie

RN = {x = (x4, X2, X3+ -+ ); Vi=N*, x; € R}

C°([0,1],R) = {f: [0,1] = R ; f continue}

L%(R _{f:RHR; f(x)d oo} e
(R) fRI(X)I X < INSA!:
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Définition 2 (Famille libre)
Une famille {ej}i=1.ny de V est dite libre si

N
liei=0— 14 =0,Vi=1:N
i—

Définition 3 (Famille génératrice)

Une famille {ej}i—1:n de V est dite génératrice si pour tout u € V,
(A1, 22+ An) € KN tels que

N
u= Z A€
i=1

Définition 4 (Base) |
Une famille {e;}i=1.n est une base de V si c’est une famille libre et
génératrice.

INSA"Q/
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Exemple
La famille {1, X, X2} est une base de R?[X]. En particulier, tout polynéme p
de degré 2 peut s’écrire sous la forme

p(x) =ao+ aix + 82X2.

Exercice 1

Montrer que la famille {X(X + 1), (X + 1)(X = 1), X(X — 1)} est une base
de R2[X] et expliciter la décomposition d’un polynéme p € R?[X] dans
cette base.

INSA i~ @



Cas de la dimension infinie

Soit V un espace vectoriel de dimension infinie :

Définition 5 (Famille libre)
Une famille {ej}icy de V est dite libre si, YN € N*,

N
Z/l,-e,-:O:/l;:O,Vi:1 N
i=

Définition 6 (Famille génératrice)

Une famille {ej}ien de V est dite génératrice si pour toutu € V, (21,22 -)
tels que

N
u no_n ,\llinoo Z /l’el
i=1
Probleme : Il faut définir une notion de distance entre les éléments de

I'espace vectoriel V INSA ==~ @



Notion de norme

Définition 7 (Norme)

Soit V un espace vectoriel. Une application || - || : V — RT est une norme
si elle vérifie les propriétés suivantes :

1) Positivité : Yu e V,
lul =0, et |lul=0=u=0,
2) Homogénéité : ¥(A,u) € K x V,
llaull = 1] llull,

3) Inégalité triangulaire : ¥(u, v) € V?,

llu =+ vil < llull + [IvII.

Définition 8 (Espace vectoriel normée)

Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel muni d’'une norme || - ||

™

et



Exemples de normes

Soit V = RN, alors avec x = (xg, X1, , Xn) € V,
Ixlle = [N, x?
IXlloo = maxi=1:n {IXil}
1/p
Ixlle = (ZN, 1xiP)
Soit V = C°([0,1],R), alors avec f € V,
i
Ifl. = /[y If(t)Pdx

Ifllc = SuPteqo,1] {|’:(/t)|}
ifle = (5 rCor)

Exercice 2
Montrer que I'application || - |l est bien une norme de V = C°([0,1],R)
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Définition 9 (Famille génératrice)

Soit V un espace vectoriel de dimension infinie muni d’une norme ||.||

ne famille {ej}ien de V est dite génératrice si pour tout u € V, A(14,2---)
tels que

N
lim ||u - Z dieill =0
N—oo P

Probléme : Comment déterminer 'facilement’ la décomposition d’'une
élément v € V dans la base {ej}jen

INSA = @
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Définition 10 (Produit scalaire)

Soit V un espace vectoriel. Une application (-,-) : V. x V — C estun
produit scalaire si elle vérifie les propriétés suivantes :

1) Positivité : Yu e V,
(u,uy >0, et Luy=0=>u=0,
2) Linéarité : V(A,u,v,w) € K x V3,
(Au+ v, w) = AU, w) + (v, w)
3) Symeétrie : V(u,v) € V2,
(u,v) = (v,u)

Définition 11 (Espace de Hilbert) |

Un espace de Hilbert V est un espace vectoriel normé complet dont la
norme ||.|| découle d’un produit scalaire <, -) :

vl = V{v,v), VveV.
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Exemples de produits scalaires
- Soit V = CN, alors ||x]lo = V{x, X} ou,

X y) = Zx,y,, (x.y) € V2.
- Soit V = C°([0,1],C), alors [Ifl. = ~/ [} If(t)dt = V(T y ou

1
(f,g):f f(t)g(t)dt, V(f,g) e V2
0

INSA



Produit scalaire et norme induite

Soit V un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire (-, -).
A partir du produit scalaire (:, -), on peut définir une norme (norme induite)

|| - || définie Yu € V
lull == v{u, u).

V(u,v) e V2,
(b, vy < lull Ivll.

-

Exercice 3

Soient (x, y) € V2. Etudier le déterminant du polynéme p défini par
p(t) = lIx + tyl? = (x + ty, x + ty)

En déduire I'inégalité de Cauchy Schwarz et que I'application u — {u, u)
est bien une norme de V

.




Norme induite et égalité du parallélogramme

Si|| - || est la norme induite d’un produit scalaire -, -) alors, ¥Y(u, v) € V2,

llu+ VIR + llu = viP = 2(jlull? + [IvIP)

Et inversement,

Re ({u,v)) = (llu+ vIP - llul® - [IvI?)/2,
Im((u,v)) = Re ((u,iv)) = (llu+ vl —lull® - IvI?)/2,

Exercice 4

Soit V = RN. Montrer que la norme ||x||.c = maxij—1:n{|Xj|} ne peut pas étre
induite d’un produit scalaire.




Famille orthogonale, orthonormée

Définition 12
Soit V un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire (-, -).
Une famille {e;}ic| est dite orthogonale siV(i,j) € I?,

leill®  sii=j
(ei, ) = { l !

0 sinon

Elle est de plus dite orthonormée si Vi € I,

2
lleill” = 1.

Une famille {e;}jc; orthogonale est libre.
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Remarque
Si V est un espace vectoriel de dimension N et si {gj}jc; est une famille
orthogonales a N éléments, alors {ej}ic; est une base orthogonale de V.

Exercice 5
Soit V = C°([-1,1],R) I'espace de Hilbert muni du produit scalaire (-, -)
défini pour tout (f, g) € V2 par

h9) = f CHha(t)et.

1

Les familles {1, X, X?} et {1, X, X2 — 1/3} sont elles orthogonales ?

INSA = @



Soit V un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire (-, -) et soit
{ei}ic; une base orthogonale. Alors,

Décomposition dans une base orthogonale :

Z<v e e, VYveV

2
]

Egalité de Parseval :

(U, eiXVv, e

joe VY
1

u, vy =
iel

En particulier

lKu, e;)?

lleill?

2
lull® =

iel

17/55




Preuve

On admet que V est un espace de Hilbert de dimension N et que
{ei}ic(1--n) €St une base orthogonale de V.
Décomposition dans une base orthogonale :
Soit v € V. Comme {ej}i¢(1..n) €St une base orthogonale, il existe des
coefficients {A;}ie(1...n) tels que

N
V = Z Ai€j.
i=1

Alors pour tout j € {1---n},

N N
(v.e) =) A g) = Y Ake; ) = liglPay,
i=1 i=1

et donc

N

(u, ej)
Z 2 &
! |leill




Preuve

Egalité de Parseval
Soient (u,v) € V2. Comme {ei}ie1..ny est une base orthogonale, on en
déduit que

N
v o (v,e,- _Z(U )

Tl &)
— led llejli?

Et donc
N N
(u, e (v, e >
(u, vy = <E e-,g €
i gl " & el

(u, &) (v, e) 5 (U, eV, )
= ZZ — (e, e j>_ i ~12

EEER 2 el

INSA
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Exercice 6 (Transformée de Fourier discréte) |

Soit &y = CN I'espace des suites finies a valeurs complexes

X = (X0, X1, ..., XN—1) OU Xp € C pour n € {0,1,--- , N — 1}. Lespace ¢y est
un espace de Hilbert muni du produit scalaire (X,y) = 3, ,’:’;8 XnYn- On
s'’intéresse alors a la base de Fourier discrete composée des éléments wy
de ¢y définis pourk = 0,...,N — 1 par

N-1)k j2x
wy = (1,w’,§,,w,2\,k,...,wf\, ) ) avec wy=e'N

@ Expliciter les 5 éléments {wg, W1, W2, W3, Wy} lorsque N = 5.
@ Quel est le lien ici avec les séries de Fourier?

@ Montrer que la famille {wg}x—o... n-1 forme une base orthogonale de

EN.

.....

INSA ==~ @
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Exercice 7 (Transformée de Fourier discréte, suite)
@ Lélément x € £y admet donc la décomposition
N-1
X = 5\(ka, avec )?k e C.
k=0
Exprimer Xk en fonction des composantes x,, de Xx.

@ Lapplication x = (Xg, ..., Xn-1) — * = (Xo,...,Xn—1) €St appelée
transformée de Fourier discréte. Trouver la transformée de Fourier
discréete inverse

@ Quelles sont les matrices associées aux applications x — % et & — x7

@ Calculer (%, %) en fonction de (X, y) pour X,y € {y.
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Exercice 8 (Polynémes de Tchebychev) |

Soit V = C°([-1, 1], R) I'espace vectoriel des fonctions réelles continues
de [-1,1] dans R muni du produit scalaire

1 1
fgy=| f ——dx, f,g) € V2
(.9)= | (0= pour (1)

@ Montrer que l'application (., .) est un produit scalaire sur V.
@ On introduit les polynémes de Tchebychev

Ta(x) = cos(n arcos(x)), pourtout x € N.

Montrer que T, est un polynéme de degré n.
@ Montrer que {Tn}nen €St une famille orthogonale.

@ Montrer la relation de récurrence Tny1 = 2xTp — Tpq.
En déduire To, T1 , T2 et T3.

NS ©



Projection orthogonale

Soit V un espace de Hilbert et W un sous espace vectoriel de V de
dimension n et muni d’'une base orthogonale {ei};c[1 -

Définition 13 (Projection orthogonale)

Pour tout v € V, on note Py(v) I'élément de W définie comme la
projection orthogonale de v sur W et vérifiant la propriété suivante :

(v—Pw(v),w) =0, pourtoutwe W.

.
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Exercice 9 |
Soit V un espace hilbertien et {ej}jen+ une famille orthonormée de V. On
note de plus W le sous espace vectoriel engendré par les n premiers
éléments de cette famille W = Vect{ey, eo, - - - €,}. Soit v un élément de V.
On s’intéresse alors au probléme de minimisation suivant

w* = arg minyew {llv — wll},

qui détermine I'élément w* le plus proche de v dans W.
@ Avecvy; = (v, gj) et ci = (w, ej), montrer que Yw € W,

n n
2 2 2 2
w = VI = IVIP = )" il + ) lei = il
i=1 i=1

@ En déduire que I'élément w* s’identifie a la projection orthogonale de
v dans W.

INSA ==~ @
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Exercice 10

Soit V = C°[-1, 1] muni du produit scalaire (f, g) = f_1 } f(x)g(x) dx
@ Montrer que la famille composée des trois éléments suivants
po(x) = 1, pi(x) = x, et pa(x) = 2= est orthogonale.
@ Soit f(x) = x*. Déterminer la prOJect/on orthogonale de f dans R2[X]. )

INSA i~ @
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0 Espace de Hilbert et base orthogonale
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Séries de Fourier complexes

Soit V = C7(C) 'ensemble des fonctions continues, T périodiques, de
R — C muni du produit scalaire et de la norme induite suivants

1 T 1 T
oy =7 [ gD 1F = [ P
0 0

La série de Fourier complexe de f € V s’écrit

Si(t) = Z e’ T ol cp=

nez

17 -iZnT
= f(t)che™ 7" dt.
T Jo

L’égalité de Parseval montre de plus que

1 T 2 2
i£WMm:ZM|

nez




Série de Fourier réelles

Soit V = C7(R) 'ensemble des fonctions continues, T périodiques, de
R — R muni du produit scalaire et de la norme induite suivants

f _2 Tft t) dt ||f||2—3fot2dt
o =7 [ oo wnF =3 [ o

Soient

en: t — cos(2rnnt/T) et &, = sin(27nt/T)
des éléments de V.
Alors {en}nen U {€én}nen+ €5t une famille orthogonale et

leol®> =2, llesll? =1 et [|&nl> =1, pour tout n € N*.

INSA



- La série de fourier réelle de f € V s’écrit alors

Si(t) = % + 3" [ancos(2xnt/T) + bysin(2xnt/T)].

neN*
ou

2

T T
== f f(t) cos(2rnt/T)dt et by = = f £(t) sin(2rnt/ T)at.
0 0

T T

L'égalité de Parseval montre de plus que

lfo(t)zdt:a—g+1232+b2
T Jo AT L BT

neN*

29/55
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Soit une fonction f : R — C, T-périodique et C' par morceaux. Alors la
série de Fourier de f réelle et complexe définie par

Si(t) = Znez cne?™/T - ou
Si(t) =2 + Ynaw [ancos(27nnt/T) + bysin(2znt/T)]

converge simplement vers la fonction f définie par

INSA &=
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Exercice 11
Soit f la fonction 2r-périodique définie pour par

—1 si —-n<t<0
1 si 0<t<nm

@ Tracer la fonction f sur l'intervalle [-2n, 2x].
@ Déterminer la série de Fourier réelle de f et étudier sa convergence.
@ En déduire la valeur des séries suivantes :

_S P .
S1= ,,Z: (2p+1) Z 2p +1)2
Exercice 12 |

Soit f la fonction 2r-périodique définie par f(t) = e pourt € [-r, n]. Tracer
la fonction f et déterminer la série de Fourier complexe de f. I
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Exercice 13
On considere le circuit

w) v(t

1
K

Soit u(t) = Veos(wt), V > 0, w = &, T la période.
@ Quelle est la tension v(t) en sortie et quelle est sa période ?
@ Développer v en série de Fourier et étudier sa convergence.

@ Calculer
i 4n2 -1
n=1

INSA = @



Exercice 14

Soit w € R\ N. On considére I'équation différentielle y” (t) + w?y(t) = x(t),
oul la fonction x est 2r-périodique et définie par x(t) = t2 pour t € [, n].

Q
Q

33/55

Développer x en série de Fourier.
Déterminer les solutions de
2 —)f"

17 7T 17
¥g + wPyo = 3t v + WPyp =

Pz cos(nt).

Astuce : on pourra chercher des solutions de la forme y, = ¢, cos(nt).

En déduire la solution générale de I'équation différentielle sous la
forme d’une série de Fourier.

INSA == @
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Limite d’'une suite de fonctions
Soit f, définie par
fa(x) = nRect(nx),¥x € R.

Sachant que ffn x)dx = 1 et que f,(x) — 0 pour tout x € R*.
Quelle est la limite de f, ? Et en quel sens ?

Dérivée de la fonction échelon
Soit U la fonction échelon définie par U(x) = 1g+(x).
Quelle est la dérivée de U ? En quel sens ?

Transformée de Fourier
Quelle est la transformée de Fourier de la fonction unité : x — 1 ? En quel
sens ?




@ En 1927, Paul Dirac introduit I'impulsion du Dirac ¢

6(t)_{0 sit#0, etfé(t)dt_t
R

40 sit=0

e Probléme : rimpulsion du Dirac 6 n’a pas de sens en tant que
fonction.

@ Laurent Schwartz (médaille Fields en 1950) introduit un cadre pour
définir rigoureusement cette "fonction".

@ Idée : regarder une fonction f : R — R par l'intermédiaire d’un
ensemble de filtres ¢

o fR F(t)g(t)dt.




Filtres et fonctions tests

Définition 14 (Ensemble de fonctions tests)
On note I'ensemble des fonctions tests noté D(R) :

D(R) = {p € C*(R); IM > 0 tel que supp(y) c [-M, M]},

ol le support de ¢ est défini par supp(¢) = {t € R; ¢(t) = 0}.

Exemple de fonction test : soit p € D(R) définie par

1
e 12 silt <1
p(t) :{

0 sinon

INSA



Définition d’une distribution

Définition 15 (d’une distribution)
Un distribution T est une application

T:-DR) » R
¢ = Tlp]=(T,¢p)
qui est linéaire et continue. C’est a dire

klim (T,ok) =0 sigx — 0dans D(R).




Premiers exemples

Définition 16 (Notion de convergence dans D(R))
On dit que px — ¢ dans D(R) si :

M > 0 tel que supp(¢k) € [-M,M], Yk € N,
limg—co ||<p,((m) ~¢M|l, =0, VmeN.

Exercice 15
Montrer que les applications ¢ et T;1) définies par

5.9 ¢(0), etT:¢— f(p(t)dt, Yo € D(R)
R

sont des distributions.




Notion de distibutions régulieres

Définition 17 (distribution réguliére)

Une distribution T est dite réguliere si il existe une fonction f € L,LC(R) telle
que

(T o) = fR f(t)p(t)dt, Ve € D(R).

On notera par la suite Ty la distribution réguliére associée a la fonction
fell (R).

Lespace L,OC( ) est 'ensemble des fonctions localement intégrables

Lipe(R) = {fﬁRHR;IMIf(t)Idt<oo, VM>0}

M

Exercice 16

@ SoitfeL! (R). Montrer que I'application Ty : ¢ — ﬂ%f t)dt est

bien une distribution.

@ Montrer que la distribution Dirac 6 n’est pas une distribution réguliére.



Premiéres opérations dans I'espace de distributions

Définition 18 (Somme de deux distribution)

Soient Ty € D'(R) et To € D' (R), alors la distribution Ty + T, est définie

par
(Th + To,0) = =(T1,0) + (T2, ) Yo € D(R)

Définition 19 (Multiplication d’une distribution par un scalaire)
Soient T € D'(R) et € R, alors la distribution a T est définie par

(aT,p) :=a(T,p) Yo e DR)

Définition 20 (Multiplication par une fonction réguliere )
Soit T € D' (R) ety € C*(R), la distribution y T est définie par

WT,0) :=(T.yp), VYoe D(R)

INSA= @
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Exercice 17
Soity € C*(R) et la distribution 6, définie par
(0a, ) = p(a), Ve e D(R).

@ Montrer que

Yoa = y(a)oa.

@ En déduire une simplification des deux distributions suivantes

Ty = ((1 +t)cos(t) +sin(t))s et To,= (tcos(t) + 12 sin(t)) oz

V

INSA i~ @



Dérivée d’'une distribution

Remarque

Si f est une fonction réguliére telle que f € L} (R) et f' € L} (R) alors on
souhaiterait vérifier que T{’” = Tr. cette égalité implique en particulier
que

(T @) = ~(Tin @) = = fR f(t)g'(t)dt = fR f'(t)e(t)dt = (Tiry, @)
Définition 21
Soit T une distribution. La dérivée de la distribution T au sens des

distributions est la distribution notée T’ définie par

<T,"P> = —<T,()0’>,V(p € D(R)

Exercice 18

Soit U la fonction échelon, montrer que T{’U} = 0.

_/
~’

L LA LS
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Exercice 19
Soity € C*(R) et soit T € D'(R).
@ Montrer que
WT) =¢'T+yT.

@ Dans le cas ou T = 65, montrer que

Yo, = y(a)s, — ' (a)da.

@ En déduire des expressions simplifiées des deux distributions
suivantes

Ty = ((1 +t)cos(t) +sin(t))s" et To= (tcos(t) + 12 sin(t)) 6’,21.

INSA = @
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Exercice 20
On consideére la fonction f définie par
t+2 si t>0
f(t) = { ‘2[ * , .
t sinon

La fonction f est-elle dérivable (au sens des fonctions) ? Soit T, la
distribution réguliere associée. Déterminer la dérivée de Ty.

4

Soit f une fonction de classe C' par morceaux sur R, admettant des
discontinuités en les points ay,- - - , ap. Soit o le saut en a;, c’est-a-dire
que o = lim,_, o+ f(x) — limy_,5- f(x). Alors

Ty =T + Z Tida
i




Limite de Distributions

Définition 22
Soit {Th}new une suite de distributions. On dit que T, converge vers la
distribution T aux sens des distributions si

Exercice 21
Déterminer les limites des suites de distributions suivantes :

Tip=0netToy= O1/n

Exercice 22
Soient les fonctions f : t — x[_1/2,1/2] €t fn : t > nf(nt).
@ Tracer les fonctions f, pour différentes valeurs de n

@ Montrer que la suite de distributions T, = Ty, converge vers la
distribution Dirac 6.

- — = =9y



Résolution d’équation dans D’(R)

A noter que I'ensemble des définitions précédentes permettent de
généraliser assez facilement les opérations classiques sur les fonctions.

La contrepartie est que la résolution d’équation au sens des distributions
devient délicat.

Exercice 23

On souhaite résoudre I'équation tT = 0 au sens des distributions.Soit
¥ € D(R) telle que y(0) = 1.

@ Montrer que pour tout ¢ € D(R), la fonction

o(t) — o(0)y(t)

p:tH
s t

est continue en zéro.
On admet par la suite que § € D(R).

@ Montrer T = C,6 ot on donnera I'expression de C, en fonction de y
@ Montrer que C, ne dépend pas du choix de .




Transformée de Fourier de distribution

Soit ¢ € D(R) et f € L'(R), on rappelle que
@ Transformée de fourier

80 = T1el(t) = [ exe 2o
R
@ Transformée de fourier inverse
o) =7 l0) = [ plt)et o
R

@ Formule de Parseval
f F(x)6(x)ax = f f F(x)e(t)e 2™ dxalt — f Ht)e(t)at

INSA




Transformée de Fourier de distribution

Définition 23
Soit T une distribution. La transformée de Fourier de T est la distribution
notée ¥ [T| définie par

(FIT]. @) :=(T,p), VYope?

ou { est la tranformée de Fourier de ¢ aux sens des fonctions.

Exemple
Avec

FTl @) = (T, ) = f B(t)dlt = ¢(0) = (6.).

on en déduit que 7 [T1)] = 6.
Probleme : Si ¢ € D(R), ¢ n’est pas a support compact et ne peut étre
inclu dans D(R).
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Exercice 24
Déterminer les transformées de Fourier des distributions

Ti=6 Ty=6k, T3= Tie2ioty,  Ta = Ticos(entyt)), 15 = Tisin2rot))s

ou fy e R.




Espace de Schwartz S(R)

Définition 24
On note I'ensemble des fonctions tests noté S(R) :

S(R) = {¢ € C=(R): ¥(m.p) € N2, Jim ™ (x)| = 0.}

Exemple de fonction test : soit p € D(R) définie par
p(t) = e

Définition 25 (Notion de convergence dans S(R))

On dit que ¢, — ¢ dans S(R) si :

lim sup{|x|k|¢,p(nm) - ¢(m)|} =0, V(mk)eN2
R

n—oo y
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Ensemble de distributions tempérées S’(R)

Définition 26 (d’'une distribution tempérée)
Un distribution tempérée T est une application

T:DR) » R
¢ = Tl =(T.,¢)
qui est linéaire et continue. C’est a dire
(TLAp+ ) = KT, 0) +(T,¢), et

klim (T,ok) =0 sigx — 0dans S(R).




Notion de distibutions tempérées régulieres

Définition 27 (distribution tempérée réguliere)
Une distribution tempérée T est dite réguliére si il existe une fonction

f e L) (R) a croissance lente telle que

(T.¢) = fR f(De(t)dt, Ve € D(R).

On notera par la suite Tis la distribution réguliére associée a la fonction
fell (R).

Une fonction f € C*(R) est a croissance lente si Ym € N, il existe une
constante C € R et k € N tels que

M) < CI + ]I
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Exercice 25 |

Montrer qu’une distribution réguliére tempérée est bien une distribution
tempérée.

Exercice 26 |

Lapplication Teyp(x2); est-elle une distribution ? Une distribution tempérée
? T,x2y est-elle une distribution ? une distribution tempéréee ?
Montrer que Ty = 3., n°s, est une distribution tempérée.

Exercice 27 |

Soit T une distribution et soit a € R, on note D5 T la dilaté de T d’un facteur
a et définie par (D, T, (X)) := (T, I%I‘P(X/a»‘ Montrer que

1
F[DaT) = EDUaT[T].
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Exercice 28

Résoudre I'équation T" = 0.

Astuce : Appliquer la transformée de Fourier a I'équation et utiliser le
résultat de I'exercice sur la résolution de xT = 0

Exercice 29

Soit la distribution Ap = Y ez 0np. On souhaite montrer que

T[AP] = %Znez 5n/P-

@ Développer en série de Fourier la fonction P-périodique définie sur
[0, P] par f(t) =t - P/2.

@ Etudier la convergence de cette série de Fourier

@ Nous admettons par la suite que la série de Fourier converge vers T
au sens des distributions tempérées. Calculer les dérivées de Ty, et
de la distribution associée a la série de Fourier de f.

@ En déduire le résultat souhaité.
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