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Plan du cours

@ Résolution de systémes linéaires
@ Résolution d’équations non-linéaires
e Résolution d’équations différentielles ordinaires

@ Résolution d’équations aux dérivées partielles




Résolution de systéemes linéaires

@ Résolution de systémes linéaires
@ Méthodes directes: factorisation LU et Cholesky
@ Méthodes itératives: point fixe et méthode Jacobi, Gauss-Seidel
@ Conditionnement et erreur numérique
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Ce chapitre s’intéresse a différentes méthodes numériques pour la
résolution de systemes linéaires

Ax = b.

Motivations : La plupart des méthodes numériques conduisent a la
résolution d’un systéme linéaire qui représente en général, la tache la
plus colteuse d’un point de vue algorithmique !

2 types de méthodes :

@ Méthodes directes : factorisation de la matrice A et résolution
exacte du systeme linéaire.

@ Méthodes itératives : résolution approchée du systéme linéaire

Cout algorithmigue : (a I'exception de matrices particuliéres) O(n®)
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Cas simples

Matrices diagonales

ai 1 0 X1 by X1 = by/ay 1
. Sl=1 | = {xi=0bi/a
0 an,n Xn bn Xn = bn/ann

Codt algorithmique -4, O(n)
Matrices triangulaires

a1 @2 - an X1 by X, = b
a
0 ap an X2 b o Boi=an_1¥s
: . . = . = n—1= An—1,n—1
. : . : Xo — b= ki1 AKX
o - 0 ann Xn bn k= ak k

Co(t algorithmique -¢ O(n?)

B®
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Résolution de systéemes linéaires

@ Résolution de systémes linéaires
@ Méthodes directes: factorisation LU et Cholesky
@ Méthodes itératives: point fixe et méthode Jacobi, Gauss-Seidel
@ Conditionnement et erreur numérique
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Décomposition LU : idée générale

La décomposition LU consiste a factoriser A sous la forme

PA=LU,
avec
1 0 0 U1qp Uz -+ U
| by 1 : ot U 0 Up 2 U2-,n
/n-,1 . /n_1-,n 1 0 -~ 0 unn

et P, une matrice de permutation (en particulier P! = P~1).

Motivation : La résolution du systéme Ax = b s’effectue en 2 étapes :

B®

Ly = Pb

LUx:be:{
Ux=y
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Décomposition de Cholesky

La décomposition de Cholesky consiste a factoriser A sous la forme
A=LL ou

hy 0 - 0

[ | k1 ke '
: 0
In,1 o ln—1,n /n,n

Motivation : Comme pour la décomposition LU, la résolution du
systeme Ax = b s’effectue en 2 étapes :

Ly=»b

LL'x=b= <~
L'x=y

Lavantage par rapport a la factorisation LU est
@ de n'avoir gu’une seule matrice a stocker
@ de présenter un algorithme 2 fois plus rapide ! INSA &5 @



Definition 1
Une matrice A est définie positive si

<X, Ax>>0 et <x,Ax>=0= x=0.

Un exemple de telles matrices sont les matrices a diagonale
strictement dominante !

Théoréme 2

Si A est une matrice symétrique définie positive, alors il existe une
unique matrice L triangulaire inférieure avec coefficients diagonaux
positifs telle que

A=LL




Exemple en dimension 2 :

Soit A= < i Z ) une matrice définie positive.

En particulier, I'hypothese de positivité implique que

a=<e,Aes > >0
ab — ¢ = det(A) > 0

Avec

12 I
L= < hi O ) et LL'= ( o gl )
/2,1 /2,2 /271/1,1 /171 + /2,2

On en déduit que

hy =va
hi =7
b

by =4\/b—%



Algorithme (Décomposition de Cholesky)
Fork=1:n
lkk =/ @Kk — Z,I-(:_J e
Fori=k+1:n
bik = (ak,i — ij;1 fk,jfi,j) [Pk k

End
End

Exercice 1
Calculer le codt algorithmique de la décomposition de Cholesky




Exercice 2
Appliguer I'algorithme de Cholesky pour factoriser la matrice

4 2 1
A= 2 4 2
1 2 4
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Résolution de systéemes linéaires

@ Résolution de systémes linéaires
@ Méthodes directes: factorisation LU et Cholesky
@ Méthodes itératives: point fixe et méthode Jacobi, Gauss-Seidel
@ Conditionnement et erreur numérique
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Méthode itératives classiques

Motivations :
@ Le co(t de la résolution des méthodes directes est en O(n®) !

@ Dans de nombreuses situations, les matrices A sont creuses (peu
des coefficients non nuls) et la décomposition LU perd cette
propriété — probleme de place mémoire !
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Algorithme du point fixe

Le principe est de rechercher la solution x* du systéeme linéaire
Ax = b,
comme le point fixe d’'une application ¢ : R” — R :
(x*) = x*.

Lalgorithme du point fixe construit alors la suite x, définie par

Xp € R”
Xk41 = O(Xk)

en espérant qu’avec de bonnes propriétés sur ¢,

lim X, = x*
k—o0
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Exemple en dimension 1

Avec des fonctions ¢ de la forme ¢(x) = ax — b.

f(x) o) f(x)

0(x)

1 X XXX, X, X,

une condition nécessaire et suffisante pour que xx — x* est

lal <1
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Contraction et existence de point fixe

Definition 3

Une application ¢ : R” — R" est une contraction pour la norme ||.|| s'il
existe A < 1 tel que

[6(x) = o)l < Allx =y

Théoréme 4

Si ¢ est une contraction, alors ¢ admet un unique point fixe noté x*.

Démonstration :
@ Existence : admise (suite de Cauchy)
@ Unicité : si xy = ¢(x1) et xo = ¢(x2) alors

X1 = x| = lé(x1) — d(x2)|
Alx1 = x|

-l siox#ogusnz @

<
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Convergence de I'algorithme du point fixe

Théoréme 5

Soit ¢ : R"” — R" une contraction et x; € R". Alors la suite xx définie

Xo € R"
Xk+1 = d(xx) Yk >0
converge vers l'unique point fixe de x* et
1 Estimation a posteriori

[1X* = x| <

1

2 Estimation a priori

*

LLA L e




Démonstration :
1 Il suffit de remarquer que

[1X* = Xi]| X = X1+ Xiepr — Xkl < X7 = Xiqa ||+ Xk — X
[6(x*) = o) =+ [1Xk+1 — Xl

AXE = Xkl + [ X1 — Xkl

ININ A

2 Avec l'inégalité (1), on a

. 1 1
I =l = e = Xl < 5116060 = 606 1)]
k
1—-A

Xk — Xk—1]] <

< 2 1% — ol
< 7 1= X0

B3
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Algorithme avec une précision ¢

Algorithme (Méthode du Point fixe)

Donnée: xp € R", e >0

X1 = ¢(Xo), k=1

While || xx — xk_1]| > c.

X1 = D(Xk)

End )
Exercice 3
Comment choisir ¢, pour que I'algorithme s’arréte avec une précision
de e sur x* ?




Application pour la résolution de systéme linéaire

On s’intéresse a des applications ¢ de la forme
d(x) = M~ (Nx + b).
oOUA=M—-N.

Exercice 4
Montrer que si x* est un point fixe de ¢ alors

Ax*=b

Lapplication ¢ est une contraction si
IIMINI| < 1.
On remarque de plus que xx1 = ¢(xk) est solution de systeme
linéaire
Mxy 1 = Nxx + b.

Idée : choisir M proche de A et facile a inverser !



Méthode de Jacobi

La méthode de Jacobi utilise
M=D, N=-L-U.

Exercice 5
Montrer que

Théoreme 6
Si A est a diagonale strictement dominante, alors la méthode de
Jacobi converge

Démonstration : Avec M~'N = —D~1(L + U), il ressort que

_ aj
|M~"Nljs = max; (Z =

I#j

ii



Méthode de Gauss-Seidel

La méthode de Gauss-Seidel utilise

Exercice 6
Montrer que

(Xk+1)i ( Zau Xk1)j — Z aij(Xk)j> (1)

Jj=i+1

Théoréme 7

Si A est symétrique définie positive, alors la méthode de Gauss-Seidel
converge

o

Démonstration : Admise ( regarder la norme |||M~'N||jpIgA ‘@




Résolution de systéemes linéaires

@ Résolution de systémes linéaires
@ Méthodes directes: factorisation LU et Cholesky
@ Méthodes itératives: point fixe et méthode Jacobi, Gauss-Seidel
@ Conditionnement et erreur numérique
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Conditionnement d’'une matrice

Motivation : Il s'agit ici de comprendre comment une erreur §A sur
la matrice A et une erreur b sur le vecteur b influencent la solution x
du systéme linéaire

Ax = b.

En particulier, en notant x + dx la solution de
(A4 0A) (X + dx) = b+ dp,

on souhaite controéler I'erreur relative

9]

Ix]
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Norme matricielle induites

Definition 8

Soit ||.|| une norme sur R”. On note |||.||| la norme induite sur I'espace
vectoriel des matrices carrées de taille (n x n) définie par

[A[l] = max [[Ax]|
lIx[<1
Exemples :
I1All2 = v/Amax

IJAll[1 = max; 3574 |a|
1Al = max; 3574 |,

ol Amax est la plus grande valeur propre de A'A.

INSA




Conditionnement

Definition 9

Soit A € R™ une matrice inversible. Le conditionnement de A par
rapport a une norme donnnée ||.|| est défini par

cond(A) = [||A]| [||A~"]]

Exercice 7
Calculer le conditionnement par rapport a la norme ||.||~ de la matrice

0.2161 0.1441

A ( 1.2969 0.8648 )




Théoreme 10

Soit x et x + dx les solutions des systemes linéaires

Ax=>b
(A+6A) (x +0x) = b+ db
Alors

16x]] __ cond(A) (Il5b|| N H<5A||)
Il (1 = WIIANLSAND \ (ol (1Al

Preuve, cas 6A = 0:
Il suffit de remarquer que

T _ Al
Ax = b= |bl| < [[[AlIl IXll = =7 < T
1ol < [IIAl] [l x| = |Ib]|

et
Asx = 8b = |[ox]| < [[|A7]|] [|p]

ST NATINAL
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Résolution d’équations non-linéaires

e Résolution d’équations non-linéaires
@ Méthode de la Dichotomie
@ Méthode du point fixe
@ Méthode de Newton
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Ce chapitre s’intéresse aux méthodes numériques pour la résolution
d’équations non linéaires de la forme

fi(Xt,...,Xn)
f(x) = : =0
fn(X1,. .., Xn)
Exemples :
@ Calcul de la racine carré v/a : Premier algorithme, Babyloniens

@ Méthode des Moindres carrés non linéaires : Trouver la fonction
de la forme

9(a, 8, x) = ax?
qui minimise I'énergie
n

o 8) = (v ox’)’

=1
La solution s’obtient en résolvant
V¢ =0.




Résolution d’équations non-linéaires

e Résolution d’équations non-linéaires
@ Méthode de la Dichotomie
@ Méthode du point fixe
@ Méthode de Newton
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Méthode de la Dichotomie

Hypothéses
Soit f : [a, b] — R, continue telle que f(a)f(b) < 0

Principe
On regarde la fonction f au milieu
de[ab], c = (a+ b)/2,

Si f(a)f(c) <0 = 3Ix* € a,c] ]
Si f(a)f(c) >0 = 3Ix* € [c, b



Algorithme (Méthode de la dichotomie)
Donnée: az=a,by=b,xp=(a+b)/2ete>0
For k=0: N,
If f(xx)f(ax) <O
k1 = ak
br1 = Xk
else

k41 = Xk
bry1 = by

end
Xk41 = (@k41 + brs1)/2
End




Exercice 8
Avec Iy = by — ax, montrer que

En déduire que le nombre d’itérations N, nécessaire a I'algorithme
pour obtenir une précision de e sur la solution vérifie

In((b— a)/e)
LG

Exercice 9

Application pour I'estimation de /2 & une précision de 10~2 avec
f(x) = x2 - 2.




Limite de I'approche de la Dichotomie
@ Cas pathologiques !
@ Vitesse de convergence linéaire.
@ Extension en dimension supérieure ?




Résolution d’équations non-linéaires

e Résolution d’équations non-linéaires
@ Méthode de la Dichotomie
@ Méthode du point fixe
@ Méthode de Newton
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Méthode du point fixe

Principe :
Transformer le probléme f(x) = 0 en un probleme équivalent de la
forme g(x) = x.

Exemple pour le calcul d’'une racine carré /a:
Cette racine peut s’obtenir en résolvant f(x) = x> — a = 0, ou encore
en regardant les points fixes des fonctions g suivantes

01(x) = a/x
p(x)=x2+x—-a
g(x) = (1 —1/m)x + a/(mx),

Question : Comment choisir une fonction g optimale ?

INSA



Méthode du point fixe

Algorithme (Méthode du Point fixe)

Donnée: xo€R", e >0

for k=0: N,
Xkp1 = 9(Xk)
End
f(x) o) f(x)
000
e
RE £




Théoreme 11 (Version globale en dimension 1)

Soit g : [a, b] — [a, b] de régularité C'([a, b]) telle que

9'(x)| <A<1, Vxelab]

Alors g possede un unique point fixe x* € [a, b] et xx — x* lorsque

k — oo. Plus précisément,
1 Estimation a posteriori

1
* <
I = xl < 57—

Xk — X1l

2 Estimation a priori

k

L <
I = Xl < 77

X1 — Xol|

ST NATONAL
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Démonstration :
Existence : Avec h(x) = g(x) — x, remarquer que h(a)h(b) < 0
Unicité : Avec x4 = g(x1) et x2 = g(x2), remarquer que

X2

X — x| = [g(x) — g0)| < / 19/(x)]dx < Alx; — X

X1
Vitesse de convergence : voir cours résolution systemes
linéaires.

Exercice 10
Montrer que le nombre d'itérations N, permettant a I'algorithme
d’obtenir un précision de I'ordre de ¢ sur la solution x* du probleme

vérifie )
1—X)e
N~ In <7||xﬁx()||)

= In())




Théoreme 12 (Version locale en dimension 1)

Soit x* un point fixe d’une fonction g de régularité C' au voisinage de
x* telle que

9'(x")| < 1.
Alors il existe un réel o > 0 tel que Vxp € [x* — a, x* + ], I'algorithme
du point fixe converge vers le point fixe x*

Démonstration :
Appliquer le théoreme global sur l'intervalle I, = [x* — a, x* + o] avec
« suffisamment petit.




Cas de plusieurs points fixes

Definition 13

Un point fixe x* d’une fonction g est dit

attractif si  |g}(x*)| <1
répulsif si  |g}(x*)| > 1

Definition 14

Le bassin d’'attraction d’un point fixe x* est 'ensemble des valeurs
initiales xo pour lesquelles x, tend vers x* lorsque k tend vers l'infini

Exercice 11
Etudier le bassin d’attraction des points fixes de

g(x) = x + (x2 = 1)x.




Vitesse de convergence

Le taux de convergence est donné par |g’(x*)|.

si |g'(x*)| > 1 = [algorithme diverge
si|g(x*)|<1etd(x*)#0 = convergence linéaire
si|g'(x*)|=0 = convergence quadratique

Exercice 12 (Cas ou f(x) = x2 — a)

Etudier la convergence de I'algorithme du point fixe dans le cas des
fonctions suivantes

g1(x):a/
P(x)=x2+x—a
g3(x) = (1 —1/m)x + a/(mx)

Déterminer une approximation de v/2.




Méthode du point fixe en dimension supérieure

Théoreme 15 (Version globale)
On introduit

B(x,R)={y eR"; |y — x| < R},
Soit g : B(X, R) — B(X, R) est une contraction, i.e. 3\ < 1 tel que
l9(x) =9Il < Allx = yll,  ¥(x,y) € B(x,R).

Alors g admet un point fixe x* € B(X, R) et x, — x*

Théoreme 16 (Version locale)

Soit g : R” — R" de régularité C' au voisinage d’un point fixe x* de g.
Si ||[Dg(x*)|| < 1, alors il existe un réel « > 0 tel que Vxg € B(x*, ),
I'algorithme du point fixe converge vers x*.




Exercice 13
@ Déterminer les solutions de

X2+ x2 -2

@ Montrer que ces solutions s’obtiennent aussi comme les points
fixes de I'application

2
2—X5

(1—=1/m)xy + X,

2
(1—1/mxe + 7

G(X) =

@ Etudier la convergence de I'algorithme du point fixe dans le cas ou
m=4.




Résolution d’équations non-linéaires

e Résolution d’équations non-linéaires
@ Méthode de la Dichotomie
@ Méthode du point fixe
@ Méthode de Newton

INSA




Méthode de Newton : cas dimension 1

Principe
Approcher la fonction f par sa tangente en (xp, f(Xp)) :

1) p(x) = f'(x0)(x = X0) + f(X0)
2) Résoudre p(x) =0:

Algorithme (Méthode du Point fixe)

Donnée: xp €R", e >0, xy = Xp — f(x0)

'(xo)
While [lxk1 — xil| < /2,

f(X
Xk+1:Xk_fir(71%

End




Méthode de Newton : cas dimension 1

Remarque 17

Choisir xp suffisamment proche
de x*

Remarque 18
Il s’agit d’'une méthode de point fixe avec

f(x)

Q(X):X—m

En effet, si f/(x*) # 0 alors "g(x) = x < f(x) =0".




Théoréme 19 (Cas de zéro simple)
Soit f € C?([a, b]) et x* € [a, b] tel que

f(x*)=0
f'(x*) #0,
Alors il existe o > 0 tel que Vxg € I, = [x* — a, x* + a], I'algorithme de

Newton converge vers x*.
Sa vitesse de convergence est de plus quadratique :

M
X1 = X7| < 5 |Xk = x*[2, Vk €N

. supyey, {1"(X)[}
ouM= - o .
infxer, {1F ()}

INSA &5 @



Démonstration :
Idée : appliquer le théoreme de convergence du point fixe local a la

fonction g(x) = x — 755-
@ Régularité de g : f étant C? et f'(x*) # 0, il existe un voisinage
lo = [x* — a,x* +a] tel que g € C'(1,).
@ Valeur de g'(x*) : en remarquant que

oo 4 PP = ()" (x) _ f(x)Ff"(x)
g(x)=1- 7/(x)2 T f(x)2

on en déduit que |g'(x*)| = 0.
@ Vitesse de convergence : La formule de Taylor montre que

0 = F(x*) = Fx)—F (M) (X" X+ ()X 3, avec & € [ x

et

_ f(Xk) _ 1 f//(E) . )
i)~ 27000 misil - @

X1 — X = (X — X7)



Exercice 14 |

Ecrire I'algorithme de Newton dans le cas de la fonction f(x) = x2 — 2
et calculer une approximation de /2.

Exercice 15 [

Ecrire I'algorithme de Newton dans le cas de la fonction
f(x) = exp(x) — 1. Vérifier que la vitesse de convergence au voisinage
de zéro est bien quadratique.

Exercice 16 [

Méme exercice pour la fonction f(x) = sin(x)?. La vitesse de
convergence au voisinage de zéro est-elle quadratique ? Pourquoi ?

INSA== ‘@



Méthode de Newton : Cas de racines multiples

Hypotheses :  f(x) = (x — x*)™h(x) avec m > 1 et h suffisamment
réguliére.
Exercice 17

Montrer que 'algorithme de Newton converge mais que sa vitesse de
convergence est seulement linéaire.

Exercice 18
En appliquant I'algorithme de Newton a la fonction f(x) = f(x)"/™,
montrer que la variante de I'algorithme de Newton

f(xk)
f'(Xk)’

admet cette fois-ci une vitesse de convergence quadratique.
Application dans le cas de la fonction f(x) = sin(x)2.

Xk+1 = Xk — M

LA e ~



Algorithme de Newton, cas dimension supérieure

Hypothése : Soit f : R” — R” de régularité C2.
Principe : Le développement de Taylor montre que

f(x) = f(x0) + Df(xo)(x — x0) + O(||x — Xo|%)

ou
o o
0Xq e OXn
D) = | ;
Oy Ofy
X4 e OXn

Algorithme (Algorithme de Newton)
Donnée : xp €R", ¢ >0, x; = xo — Df~"(x0)f(x0)
While [|xiy1 — Xcl| < €/2,
Xk1 = Xk — DF 1 (%) F(x)
End




Théoréme 20
Soit f : R? — RY de régularité C? et x* un point fixe de f tel que Df(x*)
soit inversible. Alors il existe un réel a > 0 tel que Vxp € B(x*, ),

I'algorithme de Newton converge vers x*. Sa vitesse de convergence
est de plus quadratique.

Exercice 19
Déterminer les solutions de

2 2
X5+ x5 -2

0= (g% ) -0

puis calculer 2 itérations de I'algorithme de Newton en partant de

= (3)




Exemple : Méthode des Moindres carrés non linéaires

On cherche la fonction de la forme

g(a. 8,x) = ax’
qui minimise I'énergie

n

30, 8) =3 (yi—ox)"

i=1

Exercice 20

@ Montrer que les coefficients optimaux («, 3) vérifient

_ a3 (X0 - L, yix! _
)= ( Q2 S0, () (7 — a2yl in() ) T

@ Expliciter I'algorithme de Newton pour déterminer les coefficients

(a; B)-




Résolution d’équations différentielles ordinaires

© Résolution d’équations différentielles ordinaires
@ Analyse mathématiques des solutions
@ Discrétisation numérique des EDOs
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On s’intéresse a la résolution numérique et aux propriétés qualitatives
des solutions d’équations différentielles ordinaires (EDO)

y'(t) = f(y(1).1)
y(to) = yo € R",
ou f: R x R™ — R" est supposée suffisamment réguliére.
@ Existence, unicité

@ Solution stationnaire et comportement asymptotique
@ Schéma de discrétisation numérique




Exemple 1 : Le pendule

me" = —ald' — mgsin(0)
6(0) = 6o, et 0/'(0) = 65,

Le probléeme peut se réécrire sous la forme (1) avec

r=(o) 0=y, oy )0t 70= (%)

@ Existence de solution ?
@ Fréquence d’oscillation du pendule ?




Exemple 2 : Péche en Méditerranée avec les

équations de prédation de Lotka-Volterra

Impact des quotas de péche en Méditerranée sur les populations de
thons et de sardines ?

@ Inconnues: population de thons 7(t) et de sardines s(t)

@ La quantité de sardines augmente naturellement mais elles sont
mangées par les thons et sont péchées :

s'(t) = css(t) — dss(t)7(t) — ps,

@ La quantité de thons augmente en présence de sardines mais
diminue dans le cas contraire et sont péchées :

7(t) = c-s(t)r(t) — d,7(t) — pr

@ Solutions stationnaires en fonction des parametres de 'EDO ? @

INSA




Exemple 3 : Rentrée atmosphérique

On cherche a établir le point d'impact sur Terre d’un vaisseau en
phase de rentrée atmosphérique

@ Inconnue: position du vaisseau x(t) € R®\ B(0, Ry),
@ Force gravitationnelle

Gmsmy

xR X

Fo=

@ Force de frottement
Fr = —a([x()[) X (1)|x'(1).

@ Lois de Newton

mex” = Fo + Fr — ‘W“” (XD OIX().

@ Existence de solution? Stabilité de la solution? Contréle‘ de la
solution ? INSA



Résolution d’équations différentielles ordinaires

Cas linéaire d’'ordre 1 et 2

© Résolution d’équations différentielles ordinaires
@ Analyse mathématiques des solutions
@ Discrétisation numérique des EDOs




Equation linéaire d’ordre 1

@ Equation linéaire homogéne d’ordre 1:
Soit a : R — R une fonction continue. Les solutions de I'équation
y'(t) + a(t)y(t) = 0 sont de la forme

y(t) = cexp ( /Otoz(s)ds).

@ Formule de Duhamel et variations de la constante:
Soient o : R —+ R et 8 : R — R des fonctions continues. les
solutions de I'équation différentielle

y'(t) + a(t)y(t) = B(1)

sont de la forme

Y(t) = cexp (- | /0 ta(s)ds> + /0 ' 3(s) exp (- | /s tl;;(s}m) dsm




Equation linéaire d’ordre 1

Exercice 21

Déterminer les solutions des EDO suivantes :

y+ty=t

et

(1-)y —ty=0.

INSA




Cas d’équations homogenes d’ordre 2

@ Lensemble des solutions de I'équation
y'(t) + Py (t) = 0,
sont de la forme

y(t) = cqrexp(iwt) + c_1exp(—iwt)
= aj cos(wt) + by sin(wt)

@ Lensemble des solutions de I'équation
y'(t) —wPy(t) =0
sont de la forme

y(t) = c1exp(wt) + Cc_1exp(wt)
= aich(wt) + bysh(wt)

INSA=



Cas d’équations homogenes d’ordre 2

Plus généralement, la forme de I'ensemble des solutions de I'équation
ay"(t)+ by'(t) + cy(t) =0
dépend des propriétés des racines du polyndme caractéristique
p(X)=aX?+bX +c
@ Si p admet 2 racines simples Ay et \, alors y est de la forme
y(t) = c1 exp(A1t) + Co exp(Aat)
@ Si p admet 1 racine double X alors

y(t) = c1 exp(At) + Cotexp(At)

INSA



Cas d’équations homogenes d’ordre n

Exercice 22
Quelle est la forme des solutions de I'équation

y™ —y =07




Résolution d’équations différentielles ordinaires

Existence et unicité des solutions d’EDO
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Existence + unicité de solution

On s’intéresse aux solutions de I'équation différentielle

0 y'(t) = f(y(t), 1), Vte]a,b]
y(th) =yo €R", avecty < [a,b]

ou en regle général, f : R” x [a, b] — R"” est supposée continue et
localement Lipschitzienne par rapport a la premiére variable.

Definition 21 (Localement Lipschitzienne)

On dit que f: R" x [a, b] — R" est localement Lipschitzienne par
rapport a la premiere variable, si tout pour uy € R”, il existe un
voisinage U de ugp et un réel L > 0 tels que

If(u t) — (v, )| < Lilu—vll,  V(u,v) € U2

Pour simplifier les choses, on pourra aussi supposer que f est C' s
Rixlab nsaz @



Exercice 23
Exemple avec
{y’(t) = V@I, vteR
y(0)=0

La fonction f(¢t, u) = /|u| n’est pas lipschitzienne par rapport a u !
Montrer que cette équation admet plusieurs solutions !

Exercice 24
Exemple avec
y'(t)=y(t)?, VteR
y(0) =)o >0
La fonction f associée est bien continue et localement Lipschitz.
Montrer que ce probleme admet pour solution

1

= pour t<ty+y;.

y(1)



Résolution d’équations différentielles ordinaires

Solution d’EDO dans le plan a coefficient constant
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Systeme d’EDO linéaire dans le plan a coefficient

constant

On s’intéresse dans cette section un systeme 2D :

y/(t) = Ay(t), avecA= <i 2) ety = @;)

Les solutions de ce systeme sont de la forme

() = ) (1),

2

ou exp(A) est I'exponentielle de la matrice A définie par

exp(A) = Y 2

n’

n=0 ‘3




Exemple de calcul de I'exponentielle de matrice

@ Cas d’une matrice A diagonale

A= (AO‘ f2> — exp(tA) = (exP(otm exp(ot)\g))’

ce qui conduit a des solutions de la forme
y(t) = (o exp(thy), ag exp(tha)).

@ Cas d’'une matrice de rotation A

a= (0 ) = emta= (5 ).

ce qui conduit a des solutions de la forme

y(t) = (aycos(t) + apsin(t), o cos(t) — azsi g&’ @



Solutions explicites 1

Premier cas : matrice diagonalisable dans R :
Si A admet des valeurs propres \q, \» associées aux vecteurs propres
eq et e,
M0

—1 o
P AP_<O .

>, avec P = [ey, &],

alors n) 0
—1 [ €Xp 1t
P~ exp(tA)P = < 0 exp(/\gl‘)>

et les solutions sont de la forme

y(t) = ajexp(Ait)ey + ag exp(Azt)ez

INSA



Solutions explicites 1

@ Cas A\ > 0 et \s > 0: nceud instable
@ Cas Ay > 0 > Xy : point-selle
@ Cas \y < 0et Ao < 0: noesud stable

INSA



Solutions explicites 2

Deuxieme cas : Valeurs propres réelles mais non diagonalisable :
Dans ce cas, la valeur propre est nécessairement unique, \ et d’'apres
le théoreme de Jordan, la matrice se décompose sous la forme

s (A1
PAP(O)\.

Alors
exp(At) l‘exp(/\t)>

P~ exp(tA)P = < 0 exp(A)

et les solutions sont de la forme

y(t) = (a1 + aot) exp(At)er + az exp(At)es

INSA



Solutions explicites 2

@ Cas A\ = Mo > 0: nceud dégénéré instable
@ Cas \{ = A2 < 0 : nceud dégénéré stable




Solutions explicites 3

Troisieme cas : cas de valeurs propres complexes :
Dans ce cas, les valeurs propres sont complexes conjuguées

AL = atib,

et la matrice se décompose sous la forme
1 N a b .
P 'AP = (—b a) = pRy,

ou

i , cos(0)  sin(0)
06’ —atib et Ry— <_sm(9) 008(9)>

Alors

P~" exp(tA)P = exp(ta) < cos(bt)  sin(bt) )

—sin(bt) cos(bt)
et les solutions s’expriment sous la forme

y(t) = exp(at) [(cv1 cos(bt) + agsin(bt))es + (aqsin(bt) —msw@bt))m



Solutions explicites 2

@ Cas A\ = a+ ibavec a> 0: foyer instable
@ Cas A\ = a+ibavec a=0: centre
@ Cas A\ = a+ ibavec a < 0 : foyer stable

INSA
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Systeme d’EDO autonome

On considére maintenant un systéme d’EDO autonome :

y'(t) = f(y(1)),

ol f: RY — RY et telle qu'il existe une solution pour t > 0.
On dit de plus que ye est un point d’équilibre si

f(ye) = 0.




Notion de stabilité

Definition 22
Un point d’équilibre y, est :
@ Stable si

Vo >0,30 >0, {[[y(0)—yel <n} = {Vt>0,[y(t) — yell <6}
@ Attractif si
30 >0, {lly(0) = yell <n} = {lim y() = ye}

@ Asymptotiquement stable s'il est stable et attractif
@ Instable s'’il nest pas stable




Stabilité et cas d’'un systéme linéaire

Dans le cas d’'un systéeme linéaire

y'(t) = Ay(1),

ou A est une matrice de taille d. Alors, y. = 0 est un point d’equilibre
et
@ Le point yo = 0 est asymptotiquement stable si toutes les valeurs
propres de A sont de partie réelle strictement négative

@ Le point yo = 0 est instable des qu’une valeur propre de A a une
partie réelle strictement positive.




Cas général et linéarisation

On considere maintenant un systeme d’EDO autonome

et ye un point stationnaire avec f(ye) = 0.

Létude de la stabilité du point fixe ye peut s’effectuer en linéarisant
I'équation au voisinage de ye.
En remarquant que

x(t) = y(t) = Ye,
on vérifie que
X(t)=y(t) = f(y(t)—f(ye(t))
~  Df(ye)(y(t) — ye) = Df(ye)(x(1))
INSA':




Stabilité, cas général

Theorem 24
On considére un systeme

y'(t) = f(y(1)),

ou f est une fonction de classe C' telle que f(ye) = 0.

Alors ye est un point d’équilibre et on note A = Df(ye) la matrice
Jacobienne de f en ye. De plus

@ Le point yo est asymptotiquement stable si toutes les valeurs
propres de A sont de partie réelle strictement négative

@ Le point ye est instable dées qu’une valeur propre de A a une partie
réelle strictement positive.




Cas du systéeme de Volterra-Lotka

Exercice 25
On s’intéresse au systeme de Volterra-Lotka

{ym) = y1(t)(a - bya(t))
Yo(t) = yo(t)(—c + dyi(t))

@ Trouver les points d’équilibre de ce systeme
@ Etudier la stabilité de ce systéme en

Ye = (c/d,a/b).




Cas de I'équation du pendule

Exercice 26
On s’intéresse aux points d’équilibre pour le probléeme du pendule
simple

0"(t) = —sin(0)

@ Etudier la stabilité des points d’équilibre pour le probléme du
pendule simple

@ Peut t'on conclure dans tous les cas ?
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Discrétisation de I'équation

On suppose que le probleme (1) admet une solution y suffisamment
réguliere sur [f, fo + T].

@ Discrétisation de l'intervalle [ty, ty + T] avec N points :

Avec h = [, on pose t, = t + hn pour tout n =0 : N.
@ Approximation numérique de y aux noeuds f,
n = Y (tn).
@ Schéma numérique de la forme
Y1 = Yn + ho(ta, ¥n)-
@ Exemple :

Euler explicite = ¢(tn, yn) = f(tn, ¥n)

Euler implicite = ¢(tn, yn) = f(thi1, Vnit)

RK2 = ¢(tn, Yn) = (f(tri1, K) + f(tn, ¥n))/2
ol k = yn + hf(tn, yn) INSA ="




Comparaison Euler Explicite-implicite sur un systéme

raide

On s’intéresse au probléme suivant

y'()+ Ly(t) =0, VteR"
y(0)=yo €R"

@ Calculer la solution exacte de ce probleme

@ Déterminer I'approximation numérique y, par la méthode d’Euler
Explicite.

@ Déterminer I'approximation numérique y, par la méthode d’Euler
implicite.

@ Déterminer I'approximation numérique y, par la méthode de RK2.

INSA @




Convergence d’'une méthode numérique

Définition (Consistance et ordre d’'une méthode numérique)
Avec

Tnet(h) = y(t”“)hy(t”) — ¢(tn, y(tn)),

La méthode numérique est dite consistante si limy_,o 7n+1(h) = 0.
Elle est de plus d’ordre p si

ITns1 ()l < ChP.

Définition (Stabilité)
La stabilité d’'un schéma numérique consiste a contrdler, pour un pas
de temps o; fixé, I'erreur

en = Y(t) — ¥n,

au cours des itérations.




Résolution d’équations différentielles ordinaires

Méthodes d’Euler explicite-implicite
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Résolution d’équations différentielles ordinaires

© Résolution d’équations différentielles ordinaires
@ Analyse mathématiques des solutions
@ Discrétisation numérique des EDOs

INSA



Méthode d’Euler explicite

ldée :

1 t
y(t) - y(to) = [yt = [ f(t.y(t)at = hi(to,y(1))

b b

Algorithme (Euler explicite)
Donnée : yy € R,
for k=0:N—1
Yo+t = Yn+ h f(tn, ¥n)
End




Euler explicite : Consistance et ordre de la méthode

On remarque que

—_

Tny1(h) = h [y (tas1) — y(ta) — hf(tn, y(tn))]
= 1 [y(ta + h) — y(ts) — hy'(tn)]
hzéy (n) avecn € [ty thit],

Avec M = supscy, -+ 17 11Y"(2)]}, on en déduit que

Théoreme 25 (Consistance méthode Euler explicite)

M
a1 (B)] < b

La méthode d’Euler explicite est donc consistante et d’ordre 1.
INSA':=




Euler explicite : Stabilité

Avec e, = y(tn) — yn, On montre que

ent1 = Y(the1) — Yne

th1
— Yt + /t F(t, y(1)dt — (Vo + Bf(ta. yi))
— et / "y ()t — bt y)
th

tht1
_ et [ /t (8, y(8))dt — hf(tn, y(1a)) | + BIF(tn, Y (1)) — F(tn, i
= en+ hrp1(h) + hif(ts, y(tn)) — f(tn, ¥n)]

On rappelle que f est L-localement Lipschitzienne et donc

h2
len1] < (14 Lh)[en| + ?M-

B®
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Euler explicite : Stabilité

Au final,

IA

h2
(1 +Lh)len| + 5 M
h2
(1 + Lh)?|en—1| + 5 M (1 + (1 + h L))
h2 n-1
k
(1+ Lh)"|eo| + 2/\/1/(2(1 +hL)

lent1]

IN

IA

h, 1
< exp(Ltn)|eo| + EMZ [exp(tnL) — 1]

On en déduit le théoreme suivant

Théoreme 26 (Stabilité algorithme Euler explicite)

Mh
ly(tn) = ynll < exp(LT)lly(f) — yoll + - T exp(LT)




Exemple: Le pendule

mlo" = —alt — mgsin(6)
6(0) = 6o, et 6'(0) = 6,

mg

Avec y = ( 90/ ) cette équation se réécrit sous la forme

YO == oy Yognin )

— Y2 — 7sin(y1)

Exercice 27

Ecrire I'algorithme d’Euler explicite dans le cas particulier de I'équation
du pendule.




Le pendule sans frottement : simulation numérique

avec la méthode d’Euler explicite

15 : .
—— h=0.02
—— h=0.01
n h=0.001 |
0.5¢
O L
-05
1+




Méthode d’Euler implicite

ldée :

t

t
y(t) —y(o) = | y'(t)dt= [ f(t y(t)dt = hf(ti,y(t))

b b

Algorithme (Euler explicite)

Donnée : yy € R",
for k=0:N—-1
Déterminer y,1, solution de

Fly)=y—hf(th1,¥) —ya=0
End

Exercice 28
Montrer que le schéma d’Euler explicite est bien consistant d’ordre 1




Equation du pendule

Exemple: Le pendule

mlo" = —att’ — mgsin(6)
0(0) = 6y, et 6'(0) = 6},

Avec y = < 90/ > cette équation se réécrit sous la forme

YO == oy Yognn )

— Y2 — 9sin(y1)

Exercice 29

Ecrire I'algorithme d’Euler implicite dans le cas particulier de I'équation
du pendule. On utilisera I'algorithme de Newton pour évaluer y,. 1 en
fonction de yj.




Le pendule sans frottement : simulation numérique

avec la méthode d’Euler implicite

—h=0.02
— h=0.01
h=0.001

25 30 35 40 ' @



Résolution d’équations différentielles ordinaires

Méthodes d’ordre supérieur
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Schémas numériques d’ordre supérieur a 1 pas

On suppose que le probleme

1) y'(t) =f(t,y(1)), Vtelab]
y(to) =yo € R", avec ty € [a, b]

admet une solution y suffisamment réguliere sur [f, {h + T].

@ Discrétisation de l'intervalle [ty, ty + T] avec N points :
Avec h = L, on pose t, = ty + hn pour tout n =0 : N.

@ Approximation numérique de y aux noeuds f,
Yn == y(tn).
@ Schéma numérique de la forme
Ynt1 = Yo+ ho(tn, yn).
Objectif : Trouver des schémas numériques d’ordre Blp8rieur a 4@



Méthode de Taylor

Idée :
2
Vi) = Yl )= y(t) + ¥ )+ (1) 5+ O(F)
2
= Ylt) + YDA+ I Y]y, o+ O(F),
ou

i[f(h}’(f))] = Odf(t,y(1) + 0y f(t, y(1)y'(t)
= Ot y(1)) + Oy f(t, y () (¢, y (1))

On en déduit que

2
Vltnit) = Y) + flto, Y-+ 5 00 (1 V(1)

h2
+5 0y F(tn. Y (1)) F(tn, ¥ (1)) + O(H)
msaz= @



Méthode de Taylor

Algorithme

Donnée : y, € R",
For k=0: N -1

Y1 = Yn+ f(tn, yn))h + % [0tf(tn, Yn) + Oy f(tn, Yn)f(tn, ¥n)]
End

@ Consistance : Ordre 2 : |rp1| < Ch?

@ Extension dimension supérieure :
Utiliser les dérivées partielles d’ordre supérieur

ogf, Opf, et O f

@ Difficultés : Pas de connaissance systématique de ces dérivées

partielles !



Exemple: Le pendule

mlo" = —alt — mgsin(6)
6(0) = 6o, et 6'(0) = 6,

mg

Avec y = ( 90/ ) cette équation se réécrit sous la forme

YO == oy Yognin )

e~ fsin(y1)

Exercice 30

Ecrire I'algorithme de Taylor d’ordre 2 dans le cas particulier de
I'équation du pendule.




Méthode de Runge Kutta d’ordre 2

|dée : On souhaite déterminer des coefficients (a1, ap, as, as) tels
que

Y(thi1) = y(tn) +arh f(tn, y(tn))
+axh f(t, + ash, y(t,) + ash) + O(h®)

En remarquant que

f(th+ash, y(tn)+ash) = f(tn, y(tn)) +ashoif(tn, y(tn)) +ashoy f(tn, y(tn))

On en déduit que

A — y(tn) + a1 h f(tn7y(tn)) + azh f(tn + ash,y(tn) + a4h)
= y(ta) + (a1 + a2)h f(tn, y(tn)) + a2ashPoif(tr, y(tn))
+3234h23yf(tn7}/(tn)) + O(hs)

B®
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On rappelle que le développement de Taylor montre

2
Yltnir) = ¥lto)+ Htn Y () + 5 04F (1 (1)

2
10yt Y (1))t V(1) + O(F).

Les coefficients (ay, ao, as, a4) doivent donc satisfaire les conditions
suivantes :

a+a =1
aoas = 1/2
doay = f(tn, ¥(tn))/2



Méthode d’Euler modifiée (RK2)

Choix des coefficients (a1, az, as, as) :
ag=ap=23, a=1, et as=1(tny(tn))
Algorithme (Runge Kutta 2)

Donnée : yp € R",

for k=0:N—-1

ki = yn + hf(tn, yn)
Yn1 =Yn+ g (f(tn’yn) + f(t” + h’ k1))
End

Lien avec la méthode des trapezes
th1
Vi) =yt = [ty
h
= 3 [f(th, ¥ (1)) + F(toy1, Y (t1))] + O(H?)

h qocomgn
= 5 [t y(ta)) + F(tos1, v+ Wi (to, y B+ o



Méthode du point du milieu

Choix des coefficients (a1, az, as, as) :
ar=0, a=1 a3=1/2, et as="~F(ty(tn))/2

Algorithme (Méthode du point du milieu)
Donnée : yp € R,
for k=0:N-1
ki = Yo+ h/2 (tn, yn)
Ynit1 = Yn+ hf(t, + h/2, ky)
End

Lien avec la méthode des rectangles
tn+1
Yltne) = y(t) = [ V()= hilta+ h/2.y(ta + h/2)) + OF)
tn

B®

— hf (tn + g,yn + gf(tn,y(tn)))> +O(h?)
INSA ==




Le pendule sans frottement : simulation numérique

avec la méthode RK2
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Le pendule sans frottement : Exemple simulation

numeérique avec la méthode RK2
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Méthode Runge Kutta d’ordre 4 (RK4)

Méme idée avec des développements de Taylor d’ordre supérieur :

Algorithme (Méthode RK4)

Donnée : yp € R™,
for k=0: N -1
k1 = f(tnvyn)
ko = f(tn + h/2,yn aF h/2k1)
ks = f(tn + h/2,yn + h/2k?)
ks = f(ta + h, yn + hka)
Yot = Yn+ & (K + 2Kz + 2k3 + Ka)

End

@ Méthode d’ordre 4, trés utilisée en pratique ...
@ Voir le lien avec l'intégration de Simpson !
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Méthodes d’ordre supérieur multi-pas : formule

D’Adams-Bashforth

|dée : Utiliser les estimations de ¥, Yn_1, Yn—2...Vn_x pOUr Obtenir
une approximation de yp 1.

Exemple avec k=1

Interpolation linéaire de y'(t) = f(t, y(t)) au noeuds t, et t,_1. Avec
fn = f(tn, yn), alors

V) = £t y(0) = ot ' 4

et finalement,

tn+1

tnt1
Yit)—y(t) = [ y(tat= /t f(t, (1))t

in

1 t—t t—t,
/ o1 "f, h” ! at
tn INSA'::

12




Méthode d’ordre supérieur multi-pas : formule

D’Adams-Bashforth

Exercice 31
Montrer que

Vlta1) ~ y(t) = 213~ Fo1]

Algorithme (Méthode d’Adams-Bashforth d’ordre 2)
Donnée : y, € R,
for k=0:N—1
fo = f(tn, ¥n)
Y1 =Yn+ g (3fy — fa_1)
End

@ Extension ordre supérieur // explicite-implicite !
INSA':
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Utilisation d’un pas adaptatif

Motivation : Lutilisation d’'un pas de temps h uniforme est trés
colteux dans certain cas, et il devient plus efficace d’utiliser un pas de
temps h, adaptatif, choisi plus petit dans les zones ou y évolue

fortement !

Rappel :
Schéma numérique: yn1 = Yn + hnd(tn, yn)
Consistance: 7,(hn) ~ wah? + O(A2™)
Erreur: maxp|en| < C(T) >, hnlma(hn)|

INSA



Estimation de w, a I'instant t,

@ Consistance:
7'n(hn) =~ wnhﬁ + O(hg—H)

@ Evaluation d’'une approximation de y"*' en utilisant 2 pas de
temps différents:

Yr,;+1 = Yn+ ho(tn, ¥n)
h h/2 h h/2 _hy2
yn_{.21 yn4/r1/2 + §¢(tn7yn4/r1/2)a ou yn4/r1/2 = Yn+ hé(tn, yn)

@ Estimation de w, en comparant les deux solutions

h/2 h
Yni1 = Ynit

“n = et~ 2-p)

INSA



Choix d’'un pas de temps optimal h,

@ Controler I'erreur uniformément en n:

max|ep| < €
n
@ Estimation de l'erreur:
max |ep| < C(T Zhnm hn)|

@ Uniformiser 'erreur:
C(T)|mn| <¢/T

de sorte que

max |en| < C(T Zhn\f,, (hn)| <Zh,, <e

e Estimation de h,, avec 7,(hn) ~ wph? + O(R2T):

|Tn| < < h, < <6>1/p
= TC(T) "~ \TC(T)|wnl ) INSAIE



Résolution d’équations différentielles ordinaires

e Résolution d’équations aux dérivées partielles
@ L’équation de Poisson
@ |’équation de la chaleur
@ L’équation de transport
@ ’équation des ondes
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Ce chapitre s’intéresse aux méthodes des différences finies pour la
résolution d’équations aux dérivées partielles. On regardera en
particulier le cas des équations suivantes :

Equation de Poisson :
—Au(x) = f(x)
Equation de la chaleur :
oru(x,t) = Au
Equation de transport :
oru(x, t)+v.vu=0
Equation des ondes :

8”U( ) - CZAU

INSA



Méthodes des différences finies

Approximation des dérivées d’ordre 1 :
Schéma centré :

_u(x+h)—u(x—h)

U(x) = 5F + O(H?)
Schéma décentré a gauche :
U/(X) — U(X) — Z(X_ h) + O(h)

Schéma décentré a droite :
U (x) = u(x + hf)7_ u(x) o)
Approximation des dérivées d’ordre 2 :
X+ h) —2u(x) 4+ u(x + h)
h2

U//(X) — U( + O(hz)
Exercice 32

Montrer les approximations précédentes en explicitant les constantes
dans les O(h) et O(h?)




L'équation de Poisson

e Résolution d’équations aux dérivées partielles
@ L’équation de Poisson
@ |’équation de la chaleur
@ L’équation de transport
@ ’équation des ondes
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Equation de Poisson

On s’intéresse a la résolution numérique de I'équation

(P)) {—u”(x):f(x) pour x € [0,1]
VU0 =g u(t) =g

Discrétisation de l'intervalle [0, 1] avec N + 2 points :
On pose x; =i hpour i € [0, N + 1] et ol h = 1.
Approximation numérique de u et f aux noeuds x;

uy ~ U(X,'), Up = 9o et UNt1 = O1
fi = f(x;)

Approximation de 'EDP :

1
2 (Ui—1 —2U; + Ujyq) = 1,




Approximation de I'équation de Poisson

Avec
U fi + go/h? 2 -0
Us o ] -1 .
Up = : b = : 7Ah:ﬁ 0
UN-1 fn—1 SO
Un v +9g1/h 0 ... 0 -1

La solution uj, s’obtient en résolvant le systéme linéaire

Ahuh = bh.

Proposition

La matrice Aj, est symétrique définie positive.

] —25)% 4+ - oo o
Preuve Montrer que < Z, ApZ >= 2 (Z1—2)F ;;(ZN*‘ pérei




Propriétés de la matrice Aj

Exercice 33

Montrer que les vecteurs {v"},_., dont les composantes sont
définies par v{" = sin(nrx;), sont des vecteurs propres de A, associés
respectivement aux valeurs propres

Ap = — cos(nrh)).

e (1

En déduire que pour N suffisamment grand, les valeurs propres A\, de
Ap sont comprises entre

4
N
A =2 et AN ~ 3
et que
4 _ 1
1Anlle = = et 145"} = —.

On admet aussi par la suite que



Consistance de la méthode des différences finies

Soit u la solution du probleme (Py) et Uy, le vecteur défini par
(Un)i = u(x;)-
Définition
Le schéma numérique est dit consistant si
”h(U) = AhU_h = bh — 0 quand h— 0.

En particulier, le schéma est d’ordre p pour une norme ||.|| donnée si

IMa(u)|l < ChP.

Proposition
Supposons que la solution u de (P;) soit de régularité C*([0, 1]). Alors
le schéma est consistant d’ordre 2 pour la norme ||. ||, i.€.

2

h
Np(U)|lo < —= sup ¢ [u™®(x
IMn(@lle < 35 sup {1u9001}




Convergence de la méthode des différences finies

Démonstration : utiliser un développement de Taylor de u :

_ _ 2
W(x) = WX Z 2000 Fulx = h) o1 ) Tx), avec 1y € (x—h, x+1
he 41

Théoréme 27

Supposons que la solution u de (P;) soit de régularité C*([0, 1]).
Alors, le schéma est convergent d’ordre 2 pour la norme ||. ||, i-€.

h2
Up — Upllo < == sup u®(x
Iun —Tnll < gg sup {19001}

Démonstration :
Utiliser la propriété précédente et ||A, [l < § ‘@



’équation de la chaleur

e Résolution d’équations aux dérivées partielles
@ L’équation de Poisson
@ |’équation de la chaleur
@ L’équation de transport
@ ’équation des ondes
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Equation de la chaleur

On s’intéresse a la résolution numérique de I'équation de la chaleur

owu(x, t) = Au(x, t) + f(x,t), pour (x,t)€][0,T]x][0,1]
(P2) u(x,0) = up, pourx € [0,1]
u(0,t)=u(1,t)=0, pourtel0,T]

@ Discrétisation de l'intervalle [0, 1] avec N + 2 points :
On pose x; = i hpour i € [0: N+ 1]etou h= gl

@ Discrétisation de l'intervalle [0, T] avec M + 1 points :
On pose t, = n d; pour n € [0 : M] et ou &; = 7.
@ Approximation numérique de u et f aux noeuds (Xx;, t,)

Ul ~ u(xi, tn), 1= f(Xi t), U§=up,, =0, etu=up(x)

INSA @




Méthode d’Euler explicite

Approximation de I'EDP :

n+1 n n
umt =l Ul 20+ Ul .

5t h2 "
V(i,n) € [1:N] x[0,M—1].
Schéma numérique :

up™ = (lg — 0+An)Up + 047,
ou
Uf,; = (U?7 Ugv T 7UI,\7/)t7 et ff? = (f1n7 f2n’ ) fl?l)tv
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Méthode d’Euler explicite

On note Uy, le vecteur défini par (4}); = u(x;, t,) ou u est la solution du
probleme (P»).
Proposition

Supposons que la solution u de (P,) soit de régularité
C?([0, T], C*([0, 1])). Alors le schéma est consistant d’ordre 2 en
espace et d'ordre 1 en temps pour la norme ||. ||, i.e.

INA()lloo < C (6 + 7).

ou

Na(u) = (@t —apt’)/o; + 6:Antp — £

Démonstration : Utiliser un développement de Taylor.



Proposition
Le schéma d’Euler explicite est L?-stable sous la condition

12
< — .
6t_2h

Démonstration : Regarder les valeurs propres de la matrice
(Ig — 0tAp).

INSA




Méthode d’Euler implicite

Approximation de I'EDP :

n+1 n n+1 n+1 n+1
ui Ui Ui 22U + U

5 e
Y(i,n) € [1: N] x [0,M — 1].

Schéma numérique :
Le vecteur u]™ est donc solution du systéme linéaire

n+1
+f

(lg + StAp) U™ = ufl 4 5

Exercice 34

On suppose que la solution u de (P») est suffisamment réguliere.
Montrer que le schéma d’Euler implicite est consistant d’'ordre 2 en
espace et d’ordre 1 en temps et qu'il est inconditionnellement L2-stable




Schéma de Crank-Nicolson

Approximation de I'EDP :

+1 n+1 n+1 n—+1
ut —uf _ [ Yin —2u7 Ui L 2
5t h2 i
—2u 4+ u
+ < i+1 = _|_ f/n> /2

Schéma numérique :
Le vecteur u™ est donc solution du systéme linéaire

(lg + 0tAn/2)upt™ = (lg — 6:An/2)up + 6 (f/? + f/;“) /2

Exercice 35

On suppose que la solution u de (P,) est suffisamment réguliere.
Montrer que le schéma d’Euler implicite est consistant d’ordre 2 en
espace et en temps et qu'il est inconditionnellement L2-stable




’équation de transport

e Résolution d’équations aux dérivées partielles
@ L’équation de Poisson
@ |’équation de la chaleur
@ L’équation de transport
@ ’équation des ondes
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Equation de transport

On s’intéresse a la résolution numérique de I'équation de transport

(P3) oru(x, t) + coxu(x,t) =0
’ u(x,0) = up

qui a pour solution
u(x,t) = up(x — ct).

Cette équation vérifie en particulier des principes de stabilité qu’on
souhaiterait conserver numériquement !

@ Stabilité L>° :
Co < Up < €1 = Cp < u(x,t) < ¢

@ Stabilité L2

lu(x, )2 < l|uoll2
INSA




Schéma explicite différences finies centré

Schéma numérique :

n+1 n n n
u. — Uu; U,- — Uu: .
+1 i—1 o 0 I
= avec Uy = Ul X;
5t oh 0 0( /)

Ce schéma est inconditionnellement instable et s’avére inutilisable.
[l ne vérifie aucun des principes de stabilité précédents !
Exercice 36

Avec up(x) = eP*, calculer la solution exacte de (P3) et la solution
numerique up. Remarques ?

B3
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Schéma explicite décentré en amont

Schéma numérique (cas ¢ > 0) :

n+1 n n n
u™t u—ul .
i i i i—1 i )
5 +cC P =0 avec uy= Up(X;)

Proposition

Ce schéma est L*°-stable sous la condition de
Courant-Friedrichs-Levy (CFL)

cod; < h.

Démonstration : Montrer que sous la CFL, u{’“ est une combinaison

convexe des {uf'}, .
Exercice 37

Si up € C?(R), montrer que le schéma numérique est consistant a
I'ordre 1 en temps et en espace!




Résolution d’équations différentielles ordinaires

e Résolution d’équations aux dérivées partielles
@ L’équation de Poisson
@ |’équation de la chaleur
@ L’équation de transport
@ ’équation des ondes
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Equation des ondes

@ On s’intéresse a la résolution numérique de I'équation des ondes

opu(x,t) = PAu(x, t)
(Pa) { u(x,0) = uo(x)
dru(x,0) = ugy(x)

@ Formule de d’Alembert

1 X—+ct
u(x,t) = > [Uo(x — ct) + up(x + ct)] + 26 / t up(y)dy
X—Ci

@ Conservation de I'énergie

£(t) = % / ((@ru(x. 1) + (@xu(x. ))?) ot




Approche directe explicite
Approximation de 'EDP

n+1 n n—1 n 0o _ )
utt 2o o 2 ul g —2u +ul ot {U,- = Uo(X;)
)

2 2
bY h
Schéma numérique :

upt = (21g — 2oFA,) up — up .

Proposition

On suppose que la solution u de (P4) est suffisamment réguliere.
Alors, le schéma est consistant a I'ordre 2 en temps et en espace. Ce
schéma est de plus stable sous la condition CFL

h
< —.
C(St_2
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