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Introduction

La théorie des probabilités a pour objectif de modéliser des expériences
ou plusieurs résultats sont possibles, mais ou leur réalisation n’est pas
déterminée a l'avance : lancer de dés, prix d’'une action, perturbations sur
une ligne téléphonique, files d’attente, etc.
Ceci pour évaluer les risques et mettre sur pied des stratégies pour
"faire face" aux aléas.
Définition 1 (Espace de probabilité)
Lespace probabilisé (2, P(S2), P) permet de décrire le probleme ou

@ ) représente l'univers, I'espace des observables.

@ P(Q) représente les parties de Q2 (dans le cas discret).

@ P: P(Q) — [0, 1] est une probabilité sur Q.
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Exemples (univers)

@ Pour le jeu de pile ou face, on prendra Q = {p, f} ou Q = {0, 1}.
@ Pour une suite de 10 lancers d’une piéce, on prendra Q = {p, f}'°,
'ensemble des 10-uplets composés de p et de f.
© Nombre de lancers d’une piece avant qu’elle ne tombe sur pile
Q = N* (on peut ajouter +oco a cet ensemble si on le souhaite).
© Durée de la prochaine communication téléphonigue a une cabine
Q=RT.
Les ensembles 3. et 4. ne sont pas de cardinaux finis. On pourra
remarquer que € peut trés bien ne pas étre un ensemble de nombres.




Vocabulaire

Définition 2

Evénement élémentaire : un résultat possible de I'expérience aléatoire. J

Exemples
@ lancer d’'un dé a 6 faces non pipé :
A = {obtenir 6 a l'issue du lancer}.
© tirage d’une carte dans un jeu de 52 cartes :
B = {tomber sur le "valet de tréfle"}.
© pile ou face :

C = {obtenir "pile" lors d’un jet d’une piéce}.




Vocabulaire

Définition 3
Evénement : sous-ensemble de Q2 composé d’événements élémentaires.

Un évenement est représenté par un sous-ensemble de I'univers Q2. Si
I'une des issues de 'évenement A est réalisé, on dit que A est réalisé.

Exemples
@ lancer d’'un dé a 6 faces :
E={obtenir un nombre pair strictement supérieur a 3} ={4, 6}
@ A = {le lancer de dé donne 1, 3 0ou 5} = {1, 3,5}.

Dans cet exemple, si le dé tombe sur 3, on dit que A est réalisé.




Probabilité (cas €2 de cardinal fini)

Définition 4 (Probabilité)

Une probabilité P est une fonction de P(2) dans [0; 1] telle que :
Q P(Q) =1;
Q P(AuB)=P(A) +P(B) si A et B sont disjoints.

.

Exercice 1
Démontrer ces propositions




Dénombrement et équirépartition

Définition 5
On dit que P est équirépartie sur Q) si pour tout élément w € Q,
P((0)) = o
= Za

ou #X) représente le cardinal de Q2 (nombre d’éléments).

Si P est équirépartie sur 0, alors

p(a) = 24
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Equirépartition ?

Exercice 2

On s’intéresse au jet de deux dés non pipés, différenciables et dont la
modeélisation conduit a introduire 'univers suivant

Q = {(x1,x2),x; € {1,2,3,4,5,6}}

@ La loi de probabilité associée est-elle équirépartie ?
@ Combien d’éléments contient Q2 ?

@ Déterminer la probabilité d’obtenir au moins 1 six avec un lancer de 2
dés.

Exercice 3

Méme question lorsque les 2 dés ne sont pas différenciables avec

Q = {(x1, %), X €{1,2,8,4,5,6} et x; < Xo}




Partition de Q2

Définition 6

Soit {Aj}ic; une partition de Q2 si
@ UicAi =Q
@ ANA =0,Y(i,j) e P

Soit {Aj}ic une partition de 2, alors pour tout événement A € P(£2),

P(A)= > P(ANA)

i€l

.

INSA &=



11/79

Exercice 4 (Grille) |

Un pion se déplace sur une grille case par case suivant les deux directions
Est et Nord qui sont prises avec la méme probabilité. Si on note (0,0) sa
position de départ, quelle est la probabilité qu'il passe par le point de
coordonnées (7,3) ? Que devient cette probabilité si Est est deux fois plus
probable que Nord ?

Exercice 5 (Paradoxe des anniversaires) |
Dans votre classe, quelle est la probabilité que deux personnes fétent leur

anniversaire le méme jour ?
Exercice 6 (Poker)

Quelle est la probabilité au Poker d’obtenir un carré ? Et un full ?
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Cas en dimension "infinie" : 'ensemble des parties de (2

Définition 7 (Tribu (c—algébre):)

Un ensemble de partie de 2, F est une tribu sur Q2 s’il satisfait aux trois
axiomes:

Q0ecF.

©Q SiA e F, alors son complémentaire A° = Q \ A est aussi dans F.

© Sion a une suite finie ou dénombrable As, ..., An, ... d’éléments de
¥, alors leur réunion | J,1 An est aussi dans F .




Cas en dimension "infinie" : probabilité

Définition 8 (Probabilité)
Une probabilité P est une fonction de ¥ dans [0; 1] telle que :
Q P(Q) =1
© (Axiome d’additivité dénombrable: ) pour toute suite A, Az, ..., An, ...
d’événements de ¥ qui sont deux a deux incompatibles, alors la série

—+o0
Z P(Ax) converge et a pour somme P [U Ak).
k=1 k>1




Cas en dimension "infinie" : propriétés

Q@ SiAcF,P(A°) =1-P(A);

Q P(0) =0;

©Q SiA,BeF etsiA c B alorsP(A) <P(B);

Q SiA,BeF,alorsP(AuB)=PA)+PB)-P(ANB);

Q SiAL A, A eF,alorsP(AjU---UAp) <P(A) + - + P(Ap);

©Q (Continuité croissante) Si (An)n est une suite croissante
d’événements de ¥, alors nETw P(A,) =P g Anl;

n=

@ (Continuité décroissante) Si (Bp), est une suite décroissante

d'événements de ¥, alors lim P(A,) =P ﬂAn .
n— o0

n>1

INSA':
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Probabilité conditionnelle

Les probabilités conditionnelles ont pour but d’évaluer "le changement
de probabilité” di a I'acquisition d’informations.

Définition 9
Soient deux événements A et B sur (2, ¥,P), avecP(B) > 0. La
probabilité conditionnelle de A sachant B est

P(A N B)

Soient deux événements A et B sur (Q2, ¥, P), avec P(B) > 0 etP(A) > 0,
alors

P(A|B) = %F(BM)




Evénements indépendants

Définition 10
Deux événements A et B sont indépendants siP(A|B) = P(A) ou de
maniére équivalente lorsque P(A N B) = P(A)P(B).

Définition 11
Plus généralement, si (An)n est une suite d’événements, (Ap), sont
indépendants si pour tout ensemble fini d’indices | c N, on a

P (Nier Ai) = [Tie1 P(A).




Deux propriétés tres utiles

Soit {Aj}i=1...n une partition de Q, telle que pour tout i, P(A;) > 0. Pour tout
Be 7:, P(B) = ?:1 P(B|A,‘)P(A,‘).
Soit {Ai}i=1...n une partition de 2 telle que pour tout i, P(A;) > 0. Pour tout

B e ¥ avecP(B) > 0, onapourtoutk =1,...,n:

_ P(BIAK)P(AK)
P(AKIB) = sm5@iayeay-

INSA &=



19/79

Exercice 7 (Mémoire) |

Vous vous rendez chez un ami dont vous savez qu'il a deux enfants, mais
sans savoir s’il s’agit de fille ou de garcon. Vous y rencontrez un seul
de ces enfants qui est un garcon et s’appelle Jacques.

@ Le risque d’erreur est-il plus grand si vous demandez a Jacques des
nouvelles de son frere ? et de sa sceur ?

@ Vous savez que, vu son age, Jacques est le cadet. Cette information
change-t-elle la réponse précédente ?

Exercice 8

Soient A, B deux événements tels que P(A) = 0.4 et P(B) = 0.5.
Calculer P(A U B), P(ANn B|A), P(A|B) dans les trois cas suivants :

@ A et B sont disjoints ;
© A et B sont indépendants ;
Q P(AuB)=0.8.

INSA = B
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Exercice 9

Soit Q2 un ensemble constitué de m boules blanches et n boules noires.
On répartit ces boules entre deux urnes Uy et U>. Uy contient r boules
blanches et s boules noires. On attribue la probabilité p a I'urne Uy et
(1 —p) al'urne Uz. Une urne étant choisie, on tire une boule, les divers
tirages étant équiprobables. Sachant qu’elle est blanche, déterminer la
probabilité pour que cette boule provienne de 'urne Uy .

INSA = @
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Exercice 10

Considérons une expérience a 3 issues incompatibles x,y et z de
probabilités respectives a,b et1 — (a + b). L'expérience est répétée
jusqu’a apparition de x ou de y. Soit A I'événement "x sort avant y".

Montrer que
a

B(A) = a+b’

Pour ce faire, vous conditionnerez A par le résultat de la premiere
expérience.

INSA = @
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Exercice 11 (Hémophilie) |
On rappelle que le genre de l'individu est déterminé par la paire de chromosomes
23 (XX pour une femme, XY pour un homme) et par conséquent ce genre est
déterminé par le chromosome issu de la paire 23 du pére (X ou Y). On supposera
pour une paire de chromosomes donnée I'équiprobabilité des 4 combinaisons
possibles.
L’hémophilie de type A est une maladie héréditaire due a une anomalie du
facteur VIII du chromosome X. Le chromosome anormal est noté Xh. Cette
maladie est surtout visible chez les hommes car les symptémes sont présents
chez les individus dont la paire ne comporte aucun chromosome X sain
permettant la coagulation du sang. Ainsiles hommes XhY et les femmes XhXh
sont dites malades, alors que les femmes XXh sont dites porteuses saines.

@ Une femme n’est pas hémophile, mais son frére I'est. Par contre, aucun de
leurs géniteurs communs n’est hémophile. Quelles peuvent étre les
combinaisons possibles pour les paires 23 de ses parents ? Quelle est la
probabilité qu’elle soit porteuse saine ?

@ Elle attend un fils. Quelle est la probabilité qu'il soit hémophile ? S'il ne I'est
pas, quelles sont les probabilités qu’elle soit porteuse saine et que son

prochain fils soit hémophile ?
TN v/
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Variables Aléatoires, définition

Définition 12
Soit (2, 7, P) un espace probabilisé.
Une fonction X : 2 — R est une variable aléatoire (v.a.) si¥x € R

X<x}={we X(w)<xteF

En général, on désigne les v.a. par des lettres majuscules.
Si la variable est notée X, alors X(2) désigne I'ensemble des valeurs
prises par cette variable aléatoire et correspond au support de X.




Loi d’'une variable aléatoire discrete

Définition 13
Soit X une v.a. discréte.
Vx € X(Q),

px(x) = P({w € Q : X(w) = x}) = P(X7'(x)) = P(X = x)

définit la loi de X.

@ Vx e X(Q), px(x) = 0.
@ Yyex() Px(x) =1.

.




Exemples de variables aléatoires discretes

Exercice 12
Dans le cas ot X correspond a la somme d’un lancer de 2 dés.

@ Que peut-on dire de X(2) ?
@ Déterminer P(X = i), pour i € X(Q2).

Exercice 13

On jette une piece équilibrée, jusqu’a obtenir pile et on note X le nombre
de lancers effectués. X est une v.a. de type dénombrable, susceptible de
prendre toutes les valeurs entiéres non nulles (cf loi géométrique). Montrer
que pour tout n € N*,




Densité d’'une variable aléatoire continue

Définition 14
X peut prendre toute valeur dans un certain intervalle |.

La loi de probabilité de X est donnée par sa densité de probabilité qui
est une fonction fx : R — R définie par la propriété :

Pla<X<b) = fb fx(x) dx,

pour tout (a, b) € R? tels que a < b.

En patrticulier, il est facile de montrer que

@ fx est positive.

—+00
@ fx estintégrable surR et f fx(x) dx = 1.

—00




Fonction de répartition d’'une variable aléatoire continue

Définition 15
Soit X une variable aléatoire. On note Fx la fonction de R dans R définie
par:

Vx €R, Fx(x) = P(X < x).

Si X est une v.a. continue de densité fx, alors

X

VXE€R,  Fx(x) =PB(X < x) = f (1) dt,

—00

et donc F (x) = fx(x), partout ou F est dérivable.

INSA &=



Exemples de variables aléatoires continues

Exercice 14

Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre A > 0 de
densité fx(x) = 1e™*1g+(x). Montrer que X est variable aléatoire sans
mémoire, c’est-a-dire que, pour toust > 0 et ty > 0,

PX<t+h|X=>t)=P(X<t).

Exercice 15
Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1] de densité
fx(x) = Lj0,11(x).

@ Déterminer la fonction de répartition Fx(x) pour tout x € R.

e Calculer la fonction de répartition de Y = -1 In(X), 1 € R?,.

INSA:=



Espérance d’'une variable aléatoire

Définition 16 (Cas d’une variable aléatoire discréte)

Soit X une variable aléatoire discréte (avec X(Q2) = {xi}ie1), alors
I'espérance de X notée E[X] est définie par :

E[X] = Z xiP(X = x;)
i€l

(sous réserve de convergence).

Définition 17 (Cas d’une variable aléatoire continue)

Soit X une variable aléatoire continue, alors I'espérance de X notée E[X]
est définie par :

E[X] = fR A 00 d

INSA ="
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Propriété de I'espérance

Soit X une variable aléatoire et ¢ : R — R une fonction quelconque, alors
'espérance de Y = ¢(X) vérifie

Siere(x)P(X = x;)  si Xest une v.a discréte
i e(x) fx(x)dx si Xest une v.a continue

E(Y) = Elp(X)] = {

En particulier, si X est une variable aléatoire et (a,b) € R?, alors

E[aX + b] = aE[X] + b.

INSA &=



Variance d’'une variable aléatoire

Définition 18
Soit X une variable aléatoire admettant une espérance. La variance de X
correspond a une mesure de sa dispersion autour de son espérance :

VIX] = E[(X - E[X])’]

(sous réserve de convergence).

Soient X une variable aléatoire admettant une espérance alors

VIX] = E[X?] - (E[X])®

.

Soient X une variable aléatoire admettant une espérance et soient
(a,b) € R? alors

V[aX + b] = a®V[X]




Inégalité de Tchebychev

Soit X une variable aléatoire d’espérance u = E(X) et de variance finie
a2 = V(X). Alors pour tout réel strictement positif &:

P(X-ul>¢)<—
&

Preuve
On s’intéresse au cas continu, le cas discret étant similaire :

P(IX-u>e) = L_ N fx(x)dx

= f ifx(x)dx

Ix—ulze €
X — )2 2
< f (= p) fx(x)dx = 7
R 82 82

INSA &=



Exercice 16

Déterminer I'espérance et la variance d’une variable aléatoire
correspondant au lancer d’'un dé a 6 faces non pipé.

Exercice 17

On jette une piece équilibrée, jusqu’a obtenir pile et on note X le nombre
de lancers effectués. Déterminer le nombre moyen de lancers effectués
dans cette expérience.

Exercice 18

Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. Déterminer
I'espérance et la variance de X.

INSA ="



Exercice 19

Quelqu’un joue 1000 fois a pile ou face avec une piece équilibrée. Minorer
sa probabilité d’obtenir entre 480 et 520 faces a I'aide de l'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev puis comparer le résultat obtenu avec celui que
donne la loi binomiale.




Fonction caractéristique

Définition 19
La fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle X est la fonction
a valeurs complexes définie sur R par

ex(t) = E(eitx).

Remarque 1

Dans le cas d’une variable aléatoire continue, la fonction caractéristique
est la transformée de Fourier inverse de la densité

ox(t) = E(e™) = fo(x)eitxdx

V.

¢x(0) = E(X) et ¢%(0) = -E(X?)




Fonction caractéristique

Exercice 20
Déterminer la fonction caractéristique d’une loi normale X ~ N(u, o) de
densité
() = ——e7 ()’
o Ven

Exercice 21
Déterminer la fonction caractéristique d’une loi exponentielle X ~ &(1) de
densité

fx(x) =
x(x) 0 sinon

{Ae-ﬂx six>0
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Couples aléatoires

Lorsque le résultat d’une expérience aléatoire est décrit par une suite de n
variables aléatoires alors cette suite constitue un vecteur aléatoire de
dimension n.

Pour n = 2, on parle de couple de variables aléatoires.
Définition 20
Un couple aléatoire (X, Y) est une application

Q —>R?

SOl {w - (X(w), V().

Yw € Q, (X(w), Y(w)) est une réalisation du couple (X, Y).




Loi d’un couple de variables aléatoires discrétes

Soient (X, Y) deux variables aléatoires discreétes telles que X(Q2) = {Xi}ies
et Y(Q) = {yj}jeJ.

Définition 21 (Loi conjointe)
La loi conjointe du couple (X, Y) est définie ¥ (i, j) € | x J par

P,y (X ¥j) = B(X = xi, Y = y)).

Définition 22 (Loi marginale)
Les lois marginales de X et de Y sont définies Vi € | etVj € J par
px(x) = D B(X = x.Y = y)).
jed
et
pr(y) = D B(X =X, Y =y)).

i€l
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Exercice 22

En terminant d’effeuiller une marguerite, on compte 0 point pour "pas du
tout", 1 point pour "un peu", 3 points pour "beaucoup”, 5 points pour
"passionnément”, 10 points pour "a la folie". On effeuille successivement
deux marguerites. Soit X la v.a. égale au nombre de points obtenus avec
la premiére marguerite. Soit Y la v.a. égale au maximum des deux
nombres obtenus.

@ Déterminer la loi du couple (X, Y)

@ Préciser les lois marginales de X etde Y .

INSA = @



Loi d’un couple de variables aléatoires continues

Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires continues.

Définition 23 (Fonction de densité conjointe)

La loi du couple (X, Y) est donnée par la fonction densité de probabilité
fix.v) telle que : VA c R?

P((X,Y) € A) = f fA focy) (%, y)dxdy.

La fonction densité de couple fx vy verifie fx y) > 0 et

[ fxnx ypaxay = 1.
R2




Loi marginale d’'un couple de variables aléatoires

continues

Définition 24 (Fonction de densité marginale)

Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires continues. Alors, les densités
marginales de X et de Y sont définies par :

fX(X):v[I;f(X,Y)(X’Y)dy,

et
fY(Y)ZfRf(x,Y)(X,Y)dX-




Exercice 23
Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires de densité

% si(x,y)e[0,a]?ety > x

3
foen (X y) = {8 sinon

Déterminer les lois marginales de X etde Y.
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Espérance

Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires et ¢ : R> — R une fonction
quelconque, alors

@ si(X,Y) estdiscret

Ele(X. V)] = > ) ¢(iy)P(X =X, Y = )

iel jed

@ si(X,Y) estcontinu

Bl V)] = [ [ ol n)ioan (e y)axdy.

INSA &=



Espérance, covariance et variance

Définition 25
Soient X et Y deux variables aléatoires admettant toutes les deux une

espérance mathématique. On appelle covariance de X et Y le réel défini
par

Cov(X, Y) = E[(X — E(X))(Y - E(Y))] = E(XY) — E(X)E(Y).

Soient X et Y deux variables aléatoires et a et 8 deux réels. Alors,
@ E[aX + BY] = « E[X] + BE[Y]
@ V(aX +BY) = a?V(X) + 2aBCov(X, Y) + B2V(Y)

INSA &=



Indépendance, définition

Définition 26
Deux variables aléatoires sont dites indépendantes si pour toutes parties
A et B deR,

P((X,Y)e AxB)=P(XeA)xP(YeB).

Deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si et seulement si :
@ si(X,Y) estdiscret :

V(i,j) € IxJd,  px.v)(X,Y) = px(Xi)py(y;)

@ si(X,Y) estcontinu :

V(x,y) €R?,  fixvy(x,y) = f&x(x)fy(y).

m‘: 3 w
:
;



Minimum de variables aléatoires indépendantes

Exercice 24
Soit (X1, X2) deux variables indépendantes et équi-distribuées de loi

uniforme sur [0, 1]. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y définie par
Y = min(X1,X2).

Exercice 25

On considéere n variables aléatoires indépendantes X;, de lois
exponentielles de paramétre A; > 0.

1) On note Z = min(X;). Calculez la fonction de répartition de Z et
déduisez-en la loi de Z.

2) La durée de vie de composants électroniques suit une distribution
exponentielle. Un dispositif comporte 3 composants de durées de vie
moyenne respectives 1000h, 1200h, 1500h, montés en série. Quelle
est la durée de vie moyenne du dispositif ? m

INSA':



Indépendance, propriétés

Soit X, Y deux variables indépendantes, alors pour toutes fonctions
p:R—-Rety:R-R,

E[p(X)u(Y)] = EB(XEW(Y)] )
Proprige2t

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, alors

@ leur covariance est nulle et, pour tous réels « et beta :
V(aX +BY) = a?V(X) + g2V(Y)
@ la fonction caractéristique de la somme vérifie

ex+v(t) = ex(t)ey(t)

@ |a densité de la somme vérifie fxy(z) = fx * fy(z).

= = - =




Somme de variables aléatoires indépendantes

Exercice 26

Soient X1 et X» deux variables aléatoires de loi uniforme sur [0, 1],
indépendante. Déterminer la densité et la fonction caracteéristique de
Z=X;+ Xo.

Exercice 27
Soit (X;) une suite de lois de Bernoulli de paramétre p indépendantes. On
rappelle que X suit une loi de Bernoulli si X € {0,1} avec P(X =1) = p et
P(X=0)=1-p.

@ Déterminer I'espérance et la variance de X.

® En déduire I'espérance et la variance de Y = 1 31" . X; en fonction de
n. Que peut-on en déduire ?

V.

INSA i~ @
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Espérance conditionnelle

Définition 27
Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires, soit h définie par
@ Cas discret :

1
h(y;)) =E[XIY =yl = —— ) X Xi, Yj
(v) [ yil o) ; iPx,y) (Xi» ¥j)

@ Cas continu :
1
h(y) =E[X]Y =y|] = —— | xf X, y)dx
) =EXY =11 = 55 [ Houn(ey)

Alors, I'espérance conditionné E[X|Y] est la variable aléatoire définie par
E[X|Y] = h(Y).

E[X] = E[E[X|Y]]




Variance conditionnelle

Définition 28
Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires, soit g définie par

a(y) = VIXIY = y] = E[X?|Y = y] —E[X]Y = yJ°.

Alors, la variance conditionnée V[X|Y] s’identifie a la variable aléatoire
définie par V[X|Y] = g(Y).

V[X] = E[V[X]Y]] + V[E[X]Y]]

INSA



Applications

Exercice 28 (Deux pieces ou plus)

Vous disposez de piéces (deux au départ) dont les deux faces sont
numérotées 0 et 1.

@ Le premier tirage se fait avec deux piéces, son résultat vous est
inconnu. Vous devez faire un pari sur la somme S obtenue en
additionnant les faces des deux pieces. Quel est votre patri le plus
raisonnable et quel est votre risque d’erreur ?

@ Un deuxieme tirage a lieu avec n = 2 + sy pieces et on note S, le
résultat obtenu. Calculez P(S1 = 1|S; = 2)

@ Calculer E[S;] et V[S,]




Applications

Exercice 29 (Assurance)

Une assurance doit rembourser un nombre aléatoire N de sinistres
(supposés indépendants). Le montant X d’un sinistre est aléatoire et sa
distribution est supposée commune a I'ensemble des sinistres. Calculer
I'espérance et I'écart type du montant total T des sinistres en fonction des
moments de X et de N.
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Convergence presque slre

Définition 29 (Convergence presque sdre)
On dit que (X,) converge presque sirement vers X si

P(I’mn_>ooXn = X) = 1,

ou de maniére équivalente, s'il existe un ensemble négligeable N c <2 tel
que

YoeQ\N, Xp(w) - X(w).




Loi des grands nombres

Théoréeme 1

Soit une suite {Xi}ien de variables aléatoires indépendantes qui suivent la
méme loi de probabilité, intégrables ( c’est a dire E(|Xi|) < o). Alors

— 1
mzﬁgm

converge vers E(X) presque sirement.

.




Convergence en probabilité

Définition 30 (Convergence en probabilité)
On dit que {Xn}nen converge vers X en probabilité siVe > 0,

lim P(IX, — X|<¢) =1.

n—oo

Théoreme 2

Soit X une variable aléaoiter admettant une variance. Soit { Xj}ien de
variables aléatoires indépendantes de méme loi que X. Alors

_ 1 &
xn:E;X,-

converge en probabiité vers E(X).




Convergence en loi

Définition 31 (Convergence en loi)

On dit que {X,}nenconverge vers X en loi si pour fonction g a valeur
réelles, continue et bornée

limn—eE[g(Xn)] = E[g(X)].

En particulier, dans le cas continu, on en déduit que

e f ol bg = f ok

Théoréme 3 (Théoréme de Lévy)

Si ¢n est la fonction caractéristique de X, et ¢ celle de X, alors (X,)
converge vers X en loi si et seulement silimn_, 1« ¢n(t) = ¢(t) pour tout

teR.

INSA':




Théoréme central limite

Théoreme 4 (TCL)

Soit (X;j) une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes et
identiquement distribuées suivant la méme loi d’espérance u et de
variance finie o2 # 0. Alors la suite de variable aléatoire U,, définie par

_7,,—,11_ §7:1Xi_n/‘l
o/n ovn

converge en loi vers une variable aléatoire U de loi normale centrée
réduite N(0,1).

Un




Théoréme central limite

Preuve
Lidée est d’utiliser la fonction caractéristique ¢x d’'une variable aléatoire X:

ox(t) = E[e™] = 1 + itE[X] - ;(V[X] + E(X)?) + o(t?).

Alors, en remarquant que U, =
déduit que

L (ou]E[Y,]_OetV[Y,]_1 on en

pun(t) = El" ] = [ Jow(t/ V)
i=1

t2 n 2
( T o( /n)) —e

qui correspond bien a la fonction caractéristique d’une loi normale centrée

Sduite.
réduite INSA 2 @




Propriété de la loi normale

Soit X une loi normale d’espérance u et de variance 2, alors

22
ox(t) = M2

Soient Xy et Xo deux variables aléatoires indépendantes de loi normale
X1~ N(u1,01) et Xo ~ N(uz, 02), et a et 8 deux réels alors

X1 + 5% ~ N (g + apz, \Ja?o? + p2a3).




Applications

Exercice 30 (Dés)
On lance 30 fois de suite un dé.
1) Quelle est la probabilité que la somme X obtenue soit supérieure ou
égale a100 ?
2) Un autre joueur lance 32 fois de suite un dé. On note Y la somme
obtenue. Quelle est la probabilité de I'évenement X <Y ?

Exercice 31 (Crible)

La taille d’une piéce extraite au hasard d’une production suit une loi
normale. On passe les pieces dans deux cribles de dimension 42.00 mm
et 40.05 mm. On observe que 90.3% et 34.7% des pieces passent
respectivement dans ces cribles. Déduisez-en u et .

V

INSA i~ @



Applications

Exercice 32
1) On désire construire une voie de garage de longueur 450m dans un
chantier. La longueur d’un rail est égale a I, = 9m + 0.03m. Quel est
l'incertitude donnée sur la longueur totale de la voie par un calcul
traditionnel ?

2) On sait que la longueur d’un rail suit une loi de normale. Quel
nouveau calcul d’incertitude peut se substituer au précédent ?




Loi de Poisson, phénomeéne rare

Soit S, ~ B(n, 1/n) une suite de variable de loi Binomiale. Alors S,
converge en loi vers une loi de Poisson de parameétre A

Preuve
Il suffit de remarquer que S, = Y7_; Xk ot Xk ~ B(1/n) est une suite de
variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées avec

, n ;
es, (1) = My () = (1 + Aot - 1)) - ),

qui correspond bien a la fonction caractéristique d’une loi de Poisson de
parameétre A.




Application

Exercice 33

Une installation est équipée d’un éclairage continu constitué de 1000
ampoules dont la durée de fonctionnement suit une loi exponentielle
d’espérance 1200 heures. Un technicien fait le tour de l'installation tous
les jours pour remplacer les lampes défectueuses.

@ Combien le technicien doit-il emporter d’ampoules dans sa tournée
quotidienne pour étre a peu pres sdr de ne pas manquer d’ampoules?

@ Si le technicien était absent pendant 5 jours, quel serait en moyenne
le pourcentage d’ampoules encore en fonctionnement ?
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Loi de Bernoulli (L.D)

Définition 32
On considere une expérience qui se traduit par un succes avec une
probabilité p ou par un échec avec la probabilité 1 — p. On note X la v.a.
definie par : 1 sic'est un succés
X = ., .
0 sic’estun échec

On dit que X suit une loi de Bernoulli de paramétre p et on note :

X ~ B(p).
Sa loi de probabilité est définie par :

P(X=0)=1-petP(X=1)=p.

.

L'espérance et la variance de X ~ B(p) sont données par :

E(X) = p etV(X) =p(1 - pz.

—r -

p,

= — S No}



Loi Binomiale (L.D)

Définition 33

On répéte de fagon indépendante n fois une expérience de Bernoulli dont
la probabilité de succeés est p. La loi de la v.a. X qui compte le nombre de
succes sur ces n expériences indépendantes est appelée loi Binomiale
de parametres n et p, ce que I'on note :

X ~ Bin(n, p).

Elle prend ses valeurs dans {0,1, ..., n} et sa loi de probabilité est définie
par:

Vk € {0,1,....n), P(X =k)= (Z)pkﬁ _p)"k.

V.

L’espérance et la variance de X ~ Bin(n, p) sont données par :
E(X) = np et V(X) = np(1 - p).

.




Loi de Poisson (L.D)

Définition 34
La loi de Poisson de parameétre A apparait comme la limite lorsque
n — +oo, de la loi binomiale Bin(n, 1/n), ou A est un réel strictement

positif. Une v.a. X suivant la loi de Poisson prend ses valeurs dans N. On
dit que X suit une loi de Poisson de parametre A et I'on note :

X ~P(A).
Sa loi de probabilité est définie par : 1
VkeN, P(X=k)= Fe“.

L’espérance et la variance de X ~ (1) sont données par :

E(X) = 1etV(X) = A




Loi géométrique (L.D)

Définition 35

Une v.a. X qui suit une loi géométrique de paramétre p prend ses valeurs
dansN* ={1,2,...,n,...} eton note :

X ~G(p).
Sa loi de probabilité est donnée par :
VkeN, P(X=k)=p(1-p)k'.

C’est la loi du temps d’attente du premier succés dans une succession
d’épreuves de Bernoulli indépendantes.

L’espérance et la variance de X ~ G(p) valent respectivement

1 1-p
E(X) = —etV(X) = .
(X) b (X) e
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Loi uniforme (L.C)

Définition 36
Une v.a. X qui suit la loi uniforme sur l'intervalle | = [a, b], notée

X ~ Ula,b],

prend ses valeurs dans tout l'intervalle | et sa loi de probabilité est définie
par la densité de probabilité :

. = sia<x<b
i { 0 sinon

C’est la loi exacte des phénomeénes continus uniformément répartis sur un
intervalle.

v

Son espérance et sa variance sont données par :

a+b (a—b)2

E(X) =

L

LA L o R



Loi exponentielle (L.C)

Définition 37
Soit A € R, une v.a. X qui suit la loi exponentielle de paramétre A, notée
X~ &(Q),

est une v.a. continue a valeurs dans R .. Sa densité de probabilité est

donnée par : 0 Six =<0
flx) = { A6 six >0,

C’est la loi du temps d’attente d’'un phénomeéne poissonien de taux A :
temps d’attente du premier évenement ou intervalle de temps entre deux
événements consécutifs.

Dans certaines situations on parle de durée de vie. |

Son espérance et sa variance sont données par :

E(X) = % et V(X) = %

-




Loi de Erlang

Définition 38
Soitk e N* et A € Ry. Une v.a. X qui suit la loi de Erlang de paramétres
A, notée

X ~ Erl(k, ),

est une v.a. continue a valeurs dans R... Sa densité de probabilité est
donnée par :
AR xk=1 —Ax
f(x) = exp (—4X)
(k—1)!

pour x > 0.

.

La distribution d’Erlang est la distribution de la somme de k variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées selon une loi
exponentielle de paramétre A Son espérance et sa variance sont
données par :

E(X) = k/A et V(X) = k/22.

] = = = =TT




Loi normale ou loi Gaussienne (L.C)

Définition 39
Soity € R,0 € Ry. Une v.a. X qui suit la loi normale de paramétres u et
o, hotée

X~ N(u, o),

est une v.a. continue a valeurs dans R. Sa densité de probabilité est
donnée par :
1 1 (x-u)2
f(x) = o EET

o Var

4

Son espérance et sa variance sont données par :

E(X) = u et V(X) = 2.

.

De trés nombreuses distributions naturelles sont approximées

Far la loi
normale. NSA ==




Loi de Rayleigh

Définition 40
Soita € Ry. Une v.a. X qui suit la loi de Rayleigh de parameétres o, notée
X ~ R(0),

est une v.a. continue a valeurs dans R,. Sa densité de probabilité est
donnée par :
2

f(x) = = exp( il

5 2) pour x > 0.

V.

Son espérance et sa variance sont données par :

4712

E(X) = o +n/2 et V(X) = B




Loi de Weibull

Définition 41
Soient > 0 et X > 0. Une v.a. X qui suit la loi de Weibull de paramétres
B et o, notée

X ~ Weib(8, o),

est une v.a. continue a valeurs dans R.. Sa densité de probabilité est

donnée par :
f-1 s
f(x) = k (1) exp (— (i) ) pour x > 0.
o \o g

.

Son espérance et sa variance sont données par :

E(X) = oT(1 +1/B) et V(X) = o?(T(1 + 2/8) =T (1 + 1/8)?)

i
rou
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