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On s’intéresse aux propriétés qualitatives des solutions d’équations
différentielles ordinaires (EDO)

{y’(t) = f(y(1), 1)
y(to) = Yo € R",

ou f: R x R" — R" est supposée suffisamment réguliére.
@ Existence, unicité

@ Stabilité par rapport a la condition initiale
@ Solution stationnaire et comportement asymptotique



Exemple 1 : Le pendule

me" = —ald' — mgsin(0)
6(0) = 6o, et 0/'(0) = 65,

Le probléeme peut se réécrire sous la forme (1) avec

= () 0= oy, S ) ot 0= ()

@ Existence de solution ?
@ Fréquence d’oscillation du pendule ?



Exemple 2 : Péche en Méditerranée avec les

équations de prédation de Lotka-Volterra

Impact des quotas de péche en Méditerranée sur les populations de
thons et de sardines ?

@ Inconnues: population de thons 7(t) et de sardines s(t)

@ La quantité de sardines augmente naturellement mais elles sont
mangées par les thons et sont péchées :

s'(t) = css(t) — dss(t)7(t) — ps,

@ La quantité de thons augmente en présence de sardines mais
diminue dans le cas contraire et sont péchées :

7(t) = c-s(t)r(t) — d,7(t) — pr

@ Solutions stationnaires en fonction des parametres de 'EDO ?



Exemple 3 : Rentrée atmosphérique

On cherche a établir le point d'impact sur Terre d’un vaisseau en
phase de rentrée atmosphérique

@ Inconnue: position du vaisseau x(t) € R®\ B(0, Ry),
@ Force gravitationnelle

Gmsmy

Fo = Ty

@ Force de frottement
Fr = —a([x()[) X (1)|x'(1).

@ Lois de Newton

mex” = Fo + Fr — —WX(” (XD OIX().

@ Existence de solution? Stabilité de la solution? Contrble de la
solution ?
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Equation linéaire d’ordre 1

@ Equation linéaire homogene d’ordre 1:
Soit @ : R — R une fonction continue. Les solutions de I'équation
y'(t) + a(t)y(t) = 0 sont de la forme

y(t) = cexp <— /Ota(s)ds)

@ Formule de Duhamel et variations de la constante:
Soient o : R — R et 5 : R — R des fonctions continues. les
solutions de I'équation différentielle

y'(t) +a(t)y(t) = B(1)

sont de la forme

Y(t) = cexp (— Q/O.ta(s)ds> + ./:/3(3) exp (— ./:a(T)dT> ds.



Equation linéaire d’ordre 1

Exercice
Déterminer les solutions des EDO suivantes :

y+ty=t

et

(1-)y —ty=0.




Cas d’équations homogenes d’ordre 2

@ Lensemble des solutions de I'équation
y'(t) +w?y(t) =0,
sont de la forme

y(t) = cqexp(iwt)+ c_1exp(—iwt)
= aq cos(wt) + by sin(wt)

@ Lensemble des solutions de I'équation
y'(t) —wPy(t) =0
sont de la forme

y(t) = cqexp(wt)+ c_1exp(wt)
= ajch(wt) + bysh(wt)



Cas d’équations homogenes d’ordre 2

Plus généralement, la forme de I'ensemble des solutions de I'équation
ay"(t) + by'(t) + cy(t) = 0
dépend des propriétés des racines du polyndme caractéristique

p(X)=aX?+bX +c

@ Si p admet 2 racines simples Ay et A alors y est de la forme
y(t) = crexp(At) + C2exp(Az2t)
@ Si p admet 1 racine double X alors

y(t) = cq exp(At) + Cotexp(A)



Cas d’équations homogenes d’ordre n

Quelle est la forme des solutions de I'équation

y™ —y =07




Existence, unicité, stabilité
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@ Analyse qualitative et stabilité



Existence + unicité de solution

On s’intéresse aux solutions de I'équation différentielle

0 y'(t) = f(y(t), 1), Vte]a,b]
y(th) =yo €R", avecty < [a,b]

ou en regle général, f : R” x [a, b] — R"” est supposée continue et
localement Lipschitzienne par rapport a la premiére variable.

Definition (Localement Lipschitzienne)

On dit que f: R" x [a, b] — R" est localement Lipschitzienne par
rapport a la premiere variable, si tout pour uy € R”, il existe un
voisinage U de ugp et un réel L > 0 tels que

1f(u. t) — (v, )| < Llu—vll,  V(u,v) € U2

Pour simplifier les choses, on pourra aussi supposer que f est C' sur
R x [a, b]



Exercice |

Exemple avec
{y’(t) = Iy, VteR
y(0)=0

La fonction f(t, u) = /]u| n'est pas lipschitzienne par rapport a u !
Montrer que cette équation admet plusieurs solutions !

v

Exercice

Exemple avec

y'(t)=y(1)? VvteR
y(0) =)o >0
La fonction f associée est bien continue et localement Lipschitz.
Montrer que ce probleme admet pour solution
1

=——— pour t<ty+y;'

y(1)

A\




Existence + unicité de solution

Soit
0 y'(t) = f(y(t), 1), Vte]a,b]
y(th) =yo €R", avecty € [a,b]

Theorem (Cauchy-Lipschitz, version locale)

Hypotheses : On suppose que f : R" x [a, b] — R" est continue,
localement Lipschitzienne par rapport a la premiére variable,
Alors (1) admet une unique solution C' sur I, = [ty — «, fy + .




Bornes sur les solutions

Proposition (Lemme de Gronwall)
Hypothéses: Soit w € C([0, T],R) une fonction satisfaisant

3C € R, vt € [0, T], w(t) < w(0) + c/t w(s)ds,
0

alors pour tout t € [0, T],

w(t) < w(0) exp(Ct).

Preuve : il suffit de remarquer que ¢ définie par
»(t) = w(0) + C [; w(s)ds est de classe C' et vérifie

U'(t) = Cw(t) < Cy(t).

La fonction t — exp(—Ct)(t) est donc décroissante.



Elément de preuve de Cauchy-Lipschitz,

La version intégrée en temps de (1)

t
y(t)=yo+ [ f(y(s),s)ds,

fo
s’écrit sous forme de point fixe :

t
y=®(y), avec ®(y) = yo + [ f(y(s).s)ds.

Jt

Avec

[P(y1) — D(y2)lloo < / f(y1(8), 8) — f(y2(8), 8)| ds < (t — to)L[[y1 — yello

on en déduit que ce point fixe est contractant pour t — t; suffisamment
petit.

Enfin, le lemme de Gronwall (appliqué a t — |y1(t) — y=(t)|) permet
d’obtenir le résultat d’unicite.



Croisement de solutions

Proposition (Trajectoire distincte)

Hypothéses: On suppose que f est de classe C'(R? x [0, T]) et soient
Y1, Y2 deux solutions de

y'(t) = f(y(1), 1),
pour t € [0, T]. Si y1(0) # y2(0), alors pour tout t [0, T],
y1(t) # ya(t)




Elément de preuve

Par I'absurde, supposons qu'il existe un premier temps t; € [0, T] tel
que
yi(t) = ya(tr).

Remarquons que les 2 fonctions wy et w, définies par
wi(t) = yi(t — t) et wa(t) = yo(ts — 1),
sont alors solution de la méme équation différentielle
{W'(t) = —f(w(t), t; — 1)
w(0) = yi(t) = ya(tr)

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz montre que wy = ws» sur un
voisinage de t*. On en déduit I'existence d’'un temps t, < t; tel que

)z (Tg) = yg(tg)...



Equation différentielle linéaire dans le plan a

coefficient constant

Q Equations différentielles ordinaires
@ Exemples et motivations
@ Cas linéaire d’'ordre 1 et 2
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@ Equation différentielle linéaire dans le plan a coefficient constant
@ Analyse qualitative et stabilité



Systeme d’EDO linéaire dans le plan a coefficient

constant

On s’intéresse dans cette section un systeme 2D :

y/(t) = Ay(t), avecA= <i 2) ety = @;)

Les solutions de ce systeme sont de la forme

() = ) (1),

2

ou exp(A) est I'exponentielle de la matrice A définie par

exp(A) = Z R
n=0 "



Exemple de calcul de I'exponentielle de matrice

@ Cas d’'une matrice A diagonale

A=y )= ew= ("5 0.

ce qui conduit a des solutions de la forme
y(t) = (041 exp(t/\1 ), (6% exp(t)\g))t.
@ Cas d’'une matrice de rotation A
(0 1 [ cos(t) sin(t)
A= <_1 o> = exp(tA) = <—sin(t) cos(t) )’
ce qui conduit a des solutions de la forme

y(t) = (o cos(t) + apsin(t), aqcos(t) — apsin(t)).



Solutions explicites 1

Premier cas : matrice diagonalisable dans R :
Si A admet des valeurs propres \q, \» associées aux vecteurs propres
eq et e,
M0

—1 o
P AP_<O .

>, avec P = [ey, &],

alors On) 0
—1 [ €Xp 1t
P~ exp(tA)P = < 0 exp(/\gl‘)>

et les solutions sont de la forme

y(t) = ajexp(Ait)ey + ag exp(Azt)ez



Solutions explicites 1

@ Cas \y > 0 et Ao > 0: noeud instable
@ Cas Ay > 0 > X\ : point-selle
@ Cas A\ < 0et A2 < 0: noeud stable

P can 2avec 1,1, 1,2 cos 2 avec 3,1, w2

R



Solutions explicites 2

Deuxieme cas : Valeurs propres réelles mais non diagonalisable :
Dans ce cas, la valeur propre est nécessairement unique, \ et d’'apres
le théoreme de Jordan, la matrice se décompose sous la forme

s (A1
PAP(OA.

Alors
exp(At) l‘exp(/\t)>

P~ exp(tA)P = < 0 exp(A)

et les solutions sont de la forme

y(t) = (a1 + aot) exp(At)er + az exp(At)es



Solutions explicites 2

@ Cas \{ = A2 > 0 : nceud dégénéré instable
@ Cas A\ = Mo < 0: nceud dégénéré stable

cas 2 avec A=-1
> N

1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1



Solutions explicites 3

Troisieme cas : cas de valeurs propres complexes :
Dans ce cas, les valeurs propres sont complexes conjuguées

AL = atib,

et la matrice se décompose sous la forme
1 N a b .
P 'AP = (—b a> = pRy,

ou

0 . _( cos(0)  sin(0)
pe” =a+ib et Ry= (-sin(ﬁ) cos()
Alors

P~" exp(tA)P = exp(ta) < cos(bt)  sin(bt) )

—sin(bt) cos(bt)
et les solutions s’expriment sous la forme

y(t) = exp(at) [(«ycos(bt) + azsin(bt))ey + («qsin(bt) — apcos(bt))es]



Solutions explicites 2

@ Cas \y = a+tibavec a> 0 : foyer instable
@ Cas AL =a+ibavec a=0: centre
@ Cas A\ = a+ ibavec a < 0: foyer stable




Analyse qualitative et stabilité
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@ Analyse qualitative et stabilité



Exemple 1: cas 1D

On suppose que y vérifie I'équation y'(t) = f(y) ou f est de la forme

@ Points d’équilibre de I'équation ?
@ Comportement asymptotique autour d’'un point d’équilibre yy:

X'(t) = (y(t) = y) = ')y (1) — yi) = F (yi)x(1),

et x(t) ~ x(0)exp(f'(yk)t).
@ Un point stationnaire yj est attractif si f'(yx) < 0.



Exemple 2: systéme couplé avec une variable lente

On s’intéresse a un systeme de la forme
{u’(t) = f,(u) = —u(1 — u)(1 — 2u) — v u(1 — u)
VI(t) =e(u—1/2)
avece << 1.
@ Points d’équilibre de f, en fonction de v ?

La fonction f, pour différentes valeurs de v

0.5

0.4

0.3




Exemple 2: systéme couplé avec une variable lente

@ Points d’équilibre de f, en fonction de v ?
e si v =—1.5alors 0 instable et 1 stable
e siv=_0alors 0 et 1 stable, 1/2 instable
e si v =+1.5alors 0 stable et 1 instable

@ Comportement du systeme ?
U'(t) = f,(u) et V(t) =e(u—1/2).
On observe une évolution périodique ...

2
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Systeme d’EDO autonome

On considére maintenant un systéme d’EDO autonome :

y'(t) = f(y(1)),

ol f: RY — RY et telle qu'il existe une solution pour t > 0.
On dit de plus que ye est un point d’équilibre si

f(ye) = 0.



Notion de stabilité

Un point d’équilibre y, est :
@ Stable si

Vo >0,30 >0, {[[y(0)—yel <n} = {Vt>0,[y(t) — yell <6}
@ Attractif si
3 >0, {lIly(0) = yell <n} = {lim y() = ye}

@ Asymptotiquement stable s'il est stable et attractif
@ Instable s'’il nest pas stable




Stabilité et cas d’'un systéme linéaire

Theorem
Dans le cas d’'un systéeme linéaire

y'(t) = Ay(1),

ou A est une matrice de taille d. Alors, y. = 0 est un point d’equilibre
et

@ Le point yo = 0 est asymptotiquement stable si toutes les valeurs
propres de A sont de partie réelle strictement négative

@ Le point yo = 0 est instable des qu’une valeur propre de A a une
partie réelle strictement positive.




Cas général et linéarisation

On considere maintenant un systeme d’EDO autonome

et ye un point stationnaire avec f(ye) = 0.

Létude de la stabilité du point fixe ye peut s’effectuer en linéarisant
I'équation au voisinage de ye.
En remarquant que

X(t) = y(t) = Ve,
on vérifie que

X)) =y'(t) = fy(t)) - f(ye(t))
~ Df(ye)(y(t) — ye) = Df(ye)(x(1))



Stabilité, cas général

Theorem
On considére un systeme

y'(t) = f(y(1)),

ou f est une fonction de classe C' telle que f(ye) = 0.

Alors ye est un point d’équilibre et on note A = Df(ye) la matrice
Jacobienne de f en y.. De plus

@ Le point ye est asymptotiquement stable si toutes les valeurs
propres de A sont de partie réelle strictement négative

@ Le point ye est instable des qu’une valeur propre de A a une partie
réelle strictement positive.

v




Cas du systéeme de Volterra-Lotka

Exercice

On s’intéresse au systeme de Volterra-Lotka

{ym) = y1(t)(a - bya(t))
Yo(t) = yo(t)(—c + dyi(t))

@ Trouver les points d’équilibre de ce systeme
@ Etudier la stabilité de ce systéme en

Ye = (c/d,a/b).




Cas de I'’équation du pendule

Exercice

On s’intéresse aux points d’équilibre pour le probléeme du pendule
simple

0" (t) = —sin(6)

@ Etudier la stabilité des points d’équilibre pour le probléme du
pendule simple

@ Peut t'on conclure dans tous les cas ?




Stabilité et fermé invariant

On dit qu’un sous-ensemble fermé de E de RY est invariant pour le
systeme différentiel y'(t) = f(y) si

{y(0) e E} = {Vt>0,y(t) € E}.

Proposition

| A

Soit E n sous-ensemble fermé de RY possédant une normal sortante
n(x) pour presque toute élément x de sa frontiere OE. Si

f(x)-n(x) <0, VxedE,

alors E est invariant




Cas du systéme de Volterra-Lotka

Exercice

On s’intéresse au systeme de Volterra-Lotka

{ym) = y1(t)(a - bya(t))
Yo(t) = ya(t)(—c + dyi (1))

@ Montrer que la fonction L définie par

L(t) = —aIn(y2(t)) + b y2(t) — ¢ In(y1 (1)) + d y1(t), t>0

est constante
@ En déduire que les ensembles

Ec={xecR?% —ain(x)+bxo—cin(x;) +d x; < C},

sont invariants.




Equations aux dérivées partielles
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Equation de Laplace : Equation Elliptique

@ Equation stationnaire

—Au(x) = f(x), pour x € Q c RY
u(x) = g(x), pour x € 9Q

@ Solution ? Propriétés qualitatives des solutions ?




Equation de Laplace : Application a l'inpainting

@ Image / originale altérée dans Q et intacte dans R? \ Q.
@ Image restaurée u avec

Au(x) =0pourx e
u(x) = I(x)pourx € RY\ Q

@ Exemple de reconstruction (Projet Clanu 2016)




Equation de la chaleur : Equation Parabolique

@ Equation d’évolution

oru(x,t) — Au(x,t) = f(x), pour (x,t) € Q x [0, T]
u(x,0) = up(x), pour x € Q
u(x,t) = g(x), pour (x,t) € 902 x [0, T]

@ Application: Débruitage d’'image

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09



Equation des ondes : Equation hyperbolique

@ Equation d’évolution
dau(x,t) — Au(x,t) = f(x), pour (x,t) € Q x [0, T]

u(x,0) = Up(x), pour x € Q
oru(x,0) = u1(x), pour x € Q
u(x,t) = g(x), pour (x,t) € 92 x [0, T]

@ Application : Imagerie photo-acoustique




Exemple d’équation non linéaire

@ Léquation de Navier Stokes

p(Otv +v.NVV) = -Vp+ ulAv
div(v) =

@ Probléme : Existence ?

Figure: Science étonnante : La mystérieuse équation de Navier-Stokes



Opérateurs différentiels et propriétés
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Dérivées partielles et opérateurs différentiels

@ Soit f: Q ¢ RY — R un champ scalaire
@ Les dérivées partielles de f sont définies par
f(x + he;) — f(x)
h )
avec {e;};=123 représente la base canonique de RS
@ Le gradient de f est alors défini par

Ox, f(x) = limp_o

Ox, F(X)
grad(f)(x) = Vi(x) = (%f(X))
Oy f(X)

@ Le laplacien de f est définie par
2 2 3
Af = (8)(12 + E?Xg + 8X§)(f)

Déterminer le gradient f définie par f(x) = log(r) avec

r=xll = /32 + X3 + 2.



Dérivées partielles et opérateurs différentiels

@ Soit g: Q ¢ R — RY un champ vectoriel
91(x)
9(x) = g(x) = | g2(x)
9s(x)
@ La divergence de g est définie par

div(g(x)) = V- 9(x) = 0x, 91(X) + 9x,g2(X) + 0x, 93(X)
@ La rotationnel de g est défini par
8>(2g3(x) - ang2(x)
rot(g(x)) = VA g(x) = | 0x91(x) — 9x 93(X)
Ox G2(X) — 0x,1(X)
@ Le laplacien de g est définie par
Agi(x)
Ag = | Ags(x)
Ags(X)



Quelques propriétés des opérateurs différentiels

Soit f: C?(Q,R) et g : C?(Q,RY), alors

@ rot(VFf) =0

@ div(rot(g ))

@ div(Vf) =

@ rot(rot(g ) = lev( ) — Ag
@ div(fg) = fdiv(g) + Vf-g
@ rot(fg) = frot(g) + VFfA g

N
| A\

Exercice
Déterminer pour x # 0, la divergence du champ vectoriel g définie par

9(x) = 7z avec r = |[x|| = \/x¢ + x5 + xZ.




Décomposition de Helmholtz-Hodge

Soit Q ¢ R® un domaine convexe et soit £ un champs vectoriel C' sur
Q. Alors il existe un champ vectoriel 1) et un champs scalaire ¢ tels que

E = rot(y) + V.

@ Side plus rot(E) =0, alors E = V.
@ Side plus div(E) = 0, alors E = rot().

N E v rot ¢




Existence, unicité, stabilité
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Courbe C dans R? et représentation paramétrique

@ Représensation paramétrique:
C = {a(t) = (xi(t), xe(t), x3(1)) € R t € [a, b]},

ol « : [a, b] — R® est supposée continue.

@ Exemple: Le cercle centré en 0 dans le plan z = 0 et de rayon R
peut étre décrit par la paramétrisation

a(t) = (Rcos(t), Rsin(t),0)

pour t € [0, 27].



Intégrale curviligne

Soit C une courbe et a : [a, b] — R continue telle que

C={a(t) eR®tela b},

@ Intégrale d’un champ scalaire sur C:
Soit f : C — R, un champ scalaire alors

/fds—/ f(a(s))l|e/ (s)]|ds.

@ Circulation d’un champ vectoriel sur C:
Soit g : C — R3, un champ vectoriel alors

/cg‘ dt = /ab 9(«(s)) - &'(s)ds.



Représentation paramétrique d’'une surface

Une surface X est un ensemble de points de R3, dont les coordonnées
x = (X1, X2, X3) sont des fonctions continues de deux parameétres (s, t).

Elle peut alors étre définie a I'aide d’un champs vectoriel o : R® — R3
définie sur un ouvert connexe U de R3 tel que

Y = {x=a(s,t) € R%(s,t) € U}.




Exemple (La sphere centrée a I'origine et de rayon R)
Cette surface peut étre décrite par la représentation paramétrique

= Rcos(s)cos(t)
Xo = Rcos(s)sin(t)
X3 = Rsin(s)

pour tout (s, 1) € [0,27] x [-7/2,7/2]

A,

Exemple (Le cone de hauteur Hcos())
Cette surface peut étre décrite par

x1 = sin(~y)cos(s)t
Xo = sin(vy)sin(s)t
X3 = cos(y)t

pour tout (s, t) € [0,27] x [0, H]

v




Plan tangent et normale a la surface X

On suppose maintenant que le champ de vecteurs « est de classe C'
surU:

Definition (Point régulier)

On dit qu’'un point x = «(sp, ty) de la surface paramétrée X est régulier

si en ce point
6@
63 # 0.

Dans le cas contraire, on parle de pomt singulier.

Definition (Plan tangent et normale a la surface)

En un point régulier x = a(so, ), le plan affine contenant le point

M = a(sp, fp) et les deux directions aa(so, fp) et 8‘;(30, fo) est appelé
plan tangent. En ce point, la droite orthogonale a ce plan est dirigée
par le vecteur

Jda Oa




Aire d’'une surface paramétrique

On considere une surface X~ paramétrée par («, U).

Definition (Aire de )

Laire de X notée |X|, est définie par l'intégrale

1dx = aa

Calculer l'aire d’'un cone de hauteur Hcos(~y) ? \

dsdt




Intégrales de surface

On considere une surface ¥ = a(U) une surface paramétrique décrite
par une fonction différentiable o définie sur un ouvert U et soit f un
champ scalaire défini et intégrale sur

Definition (Intégrale de surface)

Lintégrale de surface de f sur X est définie par

/f X)dS(x /f st’

8oz Jda

3 dsat

Calculer l'intégrale du champs scalaire f(x) = x3 sur un céne de
hauteur Hcos(v) ?




Flux de champ a travers une surface

On considere une surface ¥ = a(U) et soit g un champ vectoriel défini
sur X,

En chaque point régulier de X, une normale unitaire a ¥ peut étre
définie
LI P
[N ~ Js ot

Definition (Flux a travers une surface)

Le flux du champs g a travers la surface X est défini par

/g(x)-n /g (s, 1)) 8—a/\8—addt
s ot




Formules de Gauss-Green

Proposition
Soit Q un domaine régulier de R? et soit g un champ vectoriel C'. Alors

/dIV ))dx = | g(x) - n(x)do(x),

o2

ou n est la normal extérieur

Proposition

Soit ¥ une surfaces réguliére de R3 et soit g un champ vectoriel C'.

Alors
/ rot(g(x)) - n(x)dS(x) = / g(x) - di(x)
Jx ox




Intégration par partie

Soient (f, g) deux champs scalaires supposés suffisamment réguliers.
Alors

@ En dimension 1

b b b
/a F(x)g" (x)dx = [F(x)g'(x)]° — / F(x)g’(x)dx.
@ Endimensiond > 2

/f(x)Ag(x)dx:/ f(x)Vg(x)-n(x)dS(x)/Vf(x)-Vg(x)dx.
Q Gle} Q
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Modélisation: Equation de Poisson

@ Champ electrique

E:R® 5 R®
@ Densité de charges
p: R® >R
@ Loi de Maxwell-Gauss
. 1
le(E) =0
€0

ol ¢q est la permitivité du vide
@ Cas stationnaire : rot(E) = 0 = existence d’'un champ scalaire
¢ : R® — R, appelé potentiel de E tel que

E=-V¢
@ Equation de Poisson:

’
—Ap = —p.
€0



Modélisation: Equation de la chaleur

@ Champ de température: T : (R3,R*) = R
@ Flux thermique g : (R%, [0, T]) — R® défini par

qg=—-krVT,

ou « est la conductivité thermique
@ Energie thermique e : (R3,[0, T]) — R définie par

e=cT,

ou c est la capacité thermique.



Modélisation: Equation de la chaleur

@ Energie thermique dans un volume V:

E(t) = /V e(x, 1)dx.

@ Loi de conservation

@ On en déduit que pour tout V,
/&[CTX t)]dx = E'(t) / div(kVT)d.

Dans le cas ou k et ¢ sont homogenes, on en déduit que le
champ de température T vérifie 'équation de la chaleur

OT = Yaiv(kvT) = AT
C C



Equation de la chaleur, point de vue variationelle

@ Energie de variation thermique
1
JT) = / 1w TRdx
Q2
@ Dérivée directionelle de J :
J/(T)((ST) = / VT -Vir= / VT -Vérdx.
Q Q
@ Gradientde J:
J(T)(67) = —/ ATérdx — VJ(T) = AT,
Q

@ Equation de la chaleur comme un flot de gradient de J

T = —VJ(t) = AT



Modélisation : équation des ondes

@ Champs electrique E et magnétique B
@ Equation de Maxwell

B = —rot(E)
HE = “rot(B),

€010
ou g est la perméabilité magnétique du vide
@ Equation vérifiée par E :
1

O3E = ——rot(9;B) = ———rot(rot(E)).
iE = 10t(0(B) = — — —rot(rot(E))
@ Dans le vide, la densité de charge g = 0 et div(E) = 0. On en
déduit que
rot(rot(E)) = Vdiv(E) — AE = —AE,
et
3E = C?AE,
ol ¢ = ——— est la vitesse de la lumiére.

NG
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Equation de Poisson et de Laplace

@ Equation de Poisson
A¢(x) = f(x), pour tout x € R,

ou f est un champ scalaire RY — R, 2 fois continiment dérivable
et a support borné.

@ Equation de Laplace

A¢p(x) = 0, pour tout x € R,



Exemple de solution de I'équation de Laplace dans R?

@ Equation de Laplace

@ Solutions polynomiales
d(X) =aixs + axo + b
@ Autres solutions, en coordonnées polaires :
#(x) = r"cos(nd) et ¢(x) = r"sin(nb),

avec x = (x1, x2) = r(cos(0), sin(9)) et r = \/x2 + x2

: A A -
| Ay




Potentiel de Newton

@ Equation de Poisson
A¢(x) = f(x), pour tout x € R,

@ Le potentiel de Newton:
Solution particuliere (bornée a l'infini) de I'équation de Poisson
avec comme second membre f = §.

Llog(|xl)  sid=2
N(X)_{z7r 1 2-d g gd>3
WHXH sia = o,

ol By = {x ¢ RY;||x|| < 1}



Résolution de I'équation de Poisson dans R?
La solution ¢ de I'équation de Poisson
Ag(x) = f(x),

s’explicite alors sous la forme

600 =N+ 1(x) = | No(x = 9)f(y)dy.




Détermination du potentiel de Newton en dimension 2

@ Solution particuliere de la forme

N(x) = g(r), avec r = /x| = /¢ + 3.

@ Dérivées partielles

0uN(x) =g (N ,
85,.2’\’(’() ( )|17 9" —9'()
AN(x)  =+9'(r)+4g"(r)

@ Equation de Poisson pour r > 0:

AN(X) = 1g/(1) + () = 0,

@ Solution de la forme
N(x) = colog(r).

2
Xi

[IxI[®




Estimation de la constante ¢

Soit ¢ € D(R?), alors on vérifie que

#(0) = {0.9) = (AN(X), ¢) = (N(X), Ag)
= lim /R2\B(o.,g) N(x)Apdx = 6||_% I,

e—0
ou
. = / [-N(x)V¢ - n+ pVN(x) - n] ds(x)
0B(0,¢)
1
= / Co [/og(e)Vgo N+ —p| ds(x)
dB(0,¢) €

oo C22mp(0) = (6270, ).

On en déduit donc que ¢; = -



Résolution de I'équation de la chaleur dans R?

@ Equation de la chaleur

oT(x,t) = AT(x,t) pourtout (x,t) € R x RT
T(x,0) = 6o(x) pour tout x € RY,

ou f, est une fonction continue et bornée sur R?

@ Exemple d’évolution dans R?




Résolution de I'équation de la chaleur dans R?

@ Soit K}, le noyau de la chaleur, défini comme la solution de
I'équation de la chaleur associée a la distribution Dirac comme
condition initiale, vérifie

Ki(x) = oz prara@pl(- X1/ (41)

@ Alors la solution T de I'équation de la chaleur
otT(x,t)=AT(x,t) avec T(x,0)=0(x)
vérifie

T(x, 1) = Kt x 0p(x) = » Ki(x = y)0o(y)dy-



Noyau de la chaleur en dimension 1

@ Noyau de la chaleur K;
ath = AKt et Kt(., 0) =4

@ Solution particuliere de la forme

Ki(x,t) = —g(x?/t), avec lim Ki(x,t) — / g(x®)dx &
t—0 R

’
Vi
@ Dérivées partielles

oKX, 1) = —5dag(X/t) — g (/)

OxKi(x, 1) = 7z (X%/t)2x

%Ki(x 1) =20 (XP/1) + 29" (x*/1) 2



Noyau de la chaleur en dimension 1

@ Equation de la chaleur pour t > 0: avec r = x°/t

1 1
0 =0iK; — AK; = ~72 <29(r) +(@24+n)gd(r)+ 4rg”(r)>

@ Enremarquant que

2901 + (24 Ng(r) + 41g"(r) = 2(g+49) + (g + 4g)) =0,

on en déduit que g(r) = c exp(—r/4) est la bien solution
recherchée.

@ Noyau de la chaleur:

K(x. ) = c;iexp<x2/(4t)),

avec ¢! = [L g(x?)dx = V4r.



Equation des ondes dans R?

@ Equation des ondes

d2u(x,t) = c2Au(x,t) pourtout (x,t) € RY x RT
u(x,0) = f(x) pour tout x € RY,
owu(x,0) = g(x) pour tout x € RY,

ou f et g sont des fonctions continues et bornées sur R?
@ Exemple d’évolution dans R?




Equation des ondes dans R

@ Equation des ondes dans R

dau(x,t) = c2o2.u(x,t),
u(x,0) = f(x),
ou(x,0) = g(x).

@ Exploiter la factorisation de I'opérateur de ondes
9% — c202, = (0r — cdy) (8¢ + cdyx).
@ En déduire que les fonctions
d(x+ct) et W(x-—ct),

sont des solutions de I'’équation des ondes pour toutes fonctions
réelles ® et ¥ de régularité C?(R,R).



Décomposition de u

@ On recherche u sous la forme
u(x,t) = d(x + ct) + V(x — ct).
@ Les conditions initiales sur u montrent que
u(x,0) = f(x) = o(x) + V(x) = f(x),
et
ou(x,0)=g(x) = —c(@'(x)— wx) (%),
= d(x / a(s)ds + a.

@ On en déduit que



Solution de d’Alembert

La solution u de I'équation des ondes

dzu(x,t) = cEdEu(x,t),
u(x,0)  =f(x),
81U(X,0) :g(X)a
vérifie
X+ct

u(x,t) = % (f(x + ct) + f(x — ct)) + 2/ g(s)ds.

x—ct
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Cas de I'équation de Laplace sur un disque de rayon 1

@ Equation de Laplace sur le disque
B={xeR?|x| <1}
avec une condition aux limites de type Dirichlet

{Au(x) =0, VxeB
uy)=g9(y), VvyeoB

@ Exemple de solutions




Méthode de séparation de variables

@ On cherche une famille de solutions de I'équation de Laplace de
la forme

Un(X) = fa(r)gn(9),
ou (r,0) sont les coordonnées polaire. On trouve alors une famille
de la forme
un(x) = r"cos(nd) et Un(x) = r"sin(no)

@ On cherche alors la solution u du probleme comme une
combinaison linéaire de la famille précédente :

u(x) = Ao/2+ Y Anr"cos(nb) + Byr"sin(nb)
neN
@ Dans ce cas particulier, on peut montrer que les coefficients

(An, Bp) s’identifient aux coefficients (an, b,) de la série de Fourier
de g.



Equation des ondes sur un intervalle borné

@ Equation des ondes sur [0, L] avec
des conditions de bord de type Dirichlet homogéne

dzu(x,t) = c2Oxu(x, 1), V(x,t) € [0,L] x RT
u(x,0) = f(x), et diu(x,0) = g(x), Vx €]0,L]
u(0,t) =u(L,t)=0 vVt e Rt

@ Exemple d’évolution

NN

‘ /

Jd N
o



Méthode de séparation de variables

@ On cherche une famille de solutions de I'équation des ondes
associée a la condition de Dirichlet sur [0, L] et de la forme

uk(x) = Fi(x)Gi(1).
On trouve alors
Uk(x) = cos(cklt)sin(klx) et Ux(x) = sin(cket)sin(kix),

oul=m/L
@ La solution u du probléme initial est alors recherchée comme une
combinaison linéaire de la famille précédente :

u(x,t) = Y Agsin(kix)cos(kclt) + Bysin(kix)sin(kctt).
keN* keN*



|dentification des coefficients (Fx, Gi)

@ Décomposition en sinus des fonctions f et g :

Si(x) = aksin(kix) et Sy(x) = bysin(kix)

KeN* keN*

Lien avec la décomposition en série des fonctions impaires fetg
définies sur [0, L] par f(x) = f(x) et g(x) = g(x) ?
@ Conditions initiales:

u(x,0) = f(x) = > kens AkSIN(KEX) = e n- akSin(kEx)
owu(x,0) = g(x) = > ken- Brkelsin(kix) = 5o n- brsin(kix)

@ |dentification des coefficients (Fy, Gk):

A = ax, etBx=bg/(ckl), VkeN*
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