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Chapitre 1

Introduction

1 Probléme inverse, définition et premiers exemples

D’un point de vue abstrait, le probléme direct permet de déduire les effets lorsque les causes sont connues,
tandis qu’un probléme inverse consiste & déterminer les causes & partir de la connaissance des effets. Deux
problémes sont dits inverses si la formulation de 'un fait intervenir 'autre.

Par exemple, la prédiction de I’état futur d’un systéme physique connaissant son état actuel est considérée
comme un probléme direct, alors que la reconstitution de I’état passé connaissant le présent ou encore la dé-
termination de paramétres physiques & partir d’observations sont des caractéristiques de problémes inverses.

1.1 Probléme de conductivité
Dans un premier exemple, on peut s’intéresser a la solution u du probléme elliptique suivant :
—(a(x)v/(x)) = f(z), pour xe€|—1,1],
{u(—l) =u(1) =0,
ou
. le coefficient de diffusion a est supposé suffisamment régulier et strictement positif,
. la source f est supposée également suffisamment réguliére.

Dans cet exemple, le probléme direct consiste & déterminer la solution u lorsque a et f sont connus. En
particulier, dans le cas a = 1 et f = 1, u s’identifie a la parabole u(z) = (1 — 2?).

Le probléme inverse consiste & reconstruire le coefficient de diffusion a & partir d’une mesure de la solution
u pour un choix de f donné. Il est alors possible de montrer que le coefficient de diffusion a est de la forme

¢ 1 *
ole) = s =g | S0

ot ¢c € R. Il y a donc un probléme d’unicité dans la reconstruction de a, ce qui nécessite d’introduire des
hypothéses supplémentaires sur a. Par exemple, dans le cas simplifié ot a« = 1 et f = 1, on trouve la formule

c 1 (" c
a(x):—f—&-fj‘ lds=1-—,

x oz x
qui montre que 1 est bien la seule solution bornée du probléme inverse. En revanche, cette formule est
inexploitable numériquement a cause de problémes d’arrondi, notamment en z = 0, et souléve la notion de
probléme inverse bien posé.



1.2 Probléme inverse bien posé

Définition 1

Un probléme inverse est dit bien posé au sens de Hadamard si
. la solution existe,
. elle est unique,

. elle dépend contintiment des données.

1.3 Reésolution d’un systéme linéaire en dimension finie

Nous nous intéressons maintenant au cas d’'un probléme inverse linéaire en dimension finie. Le
probléme direct revient alors & déterminer le vecteur b = Ax € R™ & partir de la connaissance du vecteur
x € R" et de la matrice A € R™*". Quant au probléme inverse, il consiste a résoudre ce systéme linéaire en
déterminant x & partir de A et b.

En particulier, une solution existe si b appartient a 'image de A (b € Im(A)). L’unicité nécessite que le
noyau de A soit trivial (ker(A4) = {0}). Enfin, la continuité de la solution par rapport aux données est liée
au conditionnement de la matrice A.

En effet, si z et © + dz sont les solutions des systémes linéaires

Ax = b,
(A+5A)(z+ dz) = b+ b,

alors il est possible de montrer que

[6x] _ _ cond(A) <I5b| |5AI>

e[~ 1= JA[ISAT \ [el ~ JA]

ot cond(A) = |A| [A7Y].
En particulier, la résolution numérique d’un systéme linéaire dont le conditionnement dépasse 106 pose
des difficultés lorsque 'on utilise une arithmétique en double précision.

1.4 Algorithme de déconvolution

Un troisiéme exemple est celui des algorithmes de déconvolution, qui entrent dans la classe des problémes
inverses linéaires en dimension infinie. On s’intéresse en particulier a la solution u de I’équation de la
chaleur

uy = Au, pour (x,t) € R x [0,T],
u(z,0) = f(z) e L2(R).

Le probléme inverse consiste a retrouver la condition initiale f & partir de la connaissance de la solution
u & linstant t = T. En particulier, il est possible de montrer, en utilisant la transformée de Fourier, que

u(z,T) = K = f(x),

ou K; est le noyau de la chaleur défini en dimension 1 par

Ky(z) = mexp(—ij) = Ft eI (@),
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QOONOUIPWN-

{ clf; N = 278;

| x = linspace(0,1,M);

| £ =1+ cos(4*pi*x) ; T = 0.0001;

| plot(x,£,7g");

| xi = [0:N/2,-N/2+1:-11;

| u_T = real(ifft(exp(-4*pi~2+T+abs(xi). 2) .*££t(£)));

| u_T = u_T.#(1 + 0.001*randn(size(u_T)));

| hold on; plot(x,u_T);

‘ f_recons = real(ifft(exp(+4xpi~2*T*abs(xi)."2) . *fft(u_T)));

‘ plot(x,f_recons,’r’);
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FIGURE 1.1 — Algorithme de déconvolution : code Matlab et image de la reconstruction de la source f (en
vert f, en bleu u(x,T) et en rouge la reconstruction de f).

Le probléme inverse revient alors & utiliser un algorithme de déconvolution. On peut en effet obtenir une

formule de reconstruction en utilisant la transformée de Fourier spatiale de u(x, T'), que ’on multiplie par le

symbole AT IEPT

Freconsia () = F 4 [T ae, )]

Le probléme est que, lorsqu’on teste numériquement cette formule de reconstruction (voir figure 1.4), la
solution présente de fortes instabilités et nécessite I'introduction de techniques de régularisation.

Une premiére idée consiste & utiliser une approche de type Tikhonov, qui revient & minimiser la fonction-
nelle

L (f) = [Kp = f —ul-, T)|* + €| f]3,

ou ¢ est un parameétre de régularisation. Le minimiser de cette fonctionnelle est explicite et s’écrit

. e Al |EPT A
f5,1(x) = ]: 52 + 6787‘—2|£‘2T u(gvT)

Une autre idée est d’exploiter la régularité attendue de la source f que 'on souhaite reconstruire, en
minimisant une fonctionnelle de la forme

Jo(f) = |Kr = f —u(-, T)|? + | V|3,
dont la solution est également explicite et vérifie

21412
e—47‘r €1*T

e
feolz) = F 22 4n2|¢2 + e-SmlEPT

a(¢,T)

La figure 1.2 présente des exemples de reconstruction obtenus en appliquant I’expression de f; o.
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FIGURE 1.2 — Algorithme de déconvolution : exemples de reconstructions obtenues avec des techniques de
régularisation a partir de données bruitées (en vert f, en bleu u(z,T') et en rouge fe2).

2 Plan du cours

. Présentation de quelques problémes inverses en traitement d’image et en imagerie médi-
cale :
Il s’agira de présenter quelques exemples classiques de problémes inverses linéaires et non linéaires ren-
contrés en imagerie, et plus précisément en imagerie médicale. Certains problémes seront linéaires, avec
des formules de reconstruction explicites, d’autres seront non linéaires et nécessiteront 1'utilisation de
formulations variationnelles ainsi que d’algorithmes de gradient pour approcher leur solution. La plu-
part de ces problémes soulévent des difficultés de stabilité qui nécessitent I'introduction de techniques
de régularisation, comme nous ’avons déja vu dans un premier exemple.

. Formulation variationnelle, méthode du gradient et méthode de I’état adjoint :
Comme indiqué précédemment, la solution des problémes inverses est rarement explicite. Un cadre
général consiste a rechercher la solution sous une forme variationnelle, c’est-a-dire comme le minimum
d’une fonctionnelle composée d’un terme d’attache aux données, couplé & un terme de régularisation.
Ces approches nécessitent l'utilisation d’algorithmes de descente de type gradient et donc le calcul
du gradient de I’énergie. Les formules de gradient ne sont pas explicites, notamment dans le cas de
problémes inverses non linéaires, et nécessitent alors en pratique la méthode dite de 1’état adjoint.

. Exemples de régularisation d’opérateurs : SVD / Tikhonov
Dans le cas de problémes inverses linéaires, une premiére technique de régularisation consiste a utiliser
une troncation spectrale de 'opérateur linéaire associé, a partir de sa décomposition en valeurs singu-
lieres (SVD). L’objectif est de montrer le lien entre cette approche et les techniques de régularisation
de type Tikhonov, ainsi qu’avec les itérés de la méthode du gradient.

. Régularisation H' (et variantes) sur la solution :

Les régularisations de type Tikhonov ne sont pas toujours efficaces, et il est nécessaire d’exploiter
davantage les propriétés de régularité de la fonction f que 'on souhaite reconstruire. Une premiére
idée consiste & ajouter la norme H' de f au terme d’attache aux données, afin de sélectionner uni-
quement des solutions réguliéres a partir des données. Le cas de fonctions réguliéres par morceaux
soulévera cependant d’autres difficultés, car la norme H' tend a lisser les discontinuités. Nous intro-
duirons alors d’autres variantes, notamment ’approche de Perona—Malik ou encore la fonctionnelle de
Mumford—Shah, qui sont classiquement utilisées en traitement d’image.

. Régularisation TV (variation totale) sur la solution :
Les approches précédentes conduisent naturellement a s’intéresser & une minimisation de type varia-
tion totale, qui consiste & introduire la norme L' du gradient de f (au lieu de la norme L? dans le
cas H'). L’intérét de cette méthode est de rechercher des solutions réguliéres tout en autorisant des
discontinuités. D’un point de vue numérique, cette approche souléve des difficultés, car le terme de ré-
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gularisation n’est plus lisse, et nécessite I'utilisation de techniques duales de résolution. L’objectif sera
ici de présenter et d’étudier la convergence de I'algorithme de Chambolle pour le débruitage d’images.

Algorithmes ISTA-FISTA : techniques d’accélération pour les énergies non lisses :
Comme expliqué précédemment, les reconstructions s’obtiennent par la minimisation d’une énergie
composée

> d’un terme d’attache aux données, généralement lisse et pouvant étre traité explicitement,
> et d’un terme de régularisation non lisse, qui nécessite un traitement implicite (par une approche

duale).

Les algorithmes de gradient combinant de maniére alternée ces deux étapes de minimisation (ISTA)
ne sont pas optimaux en pratique. Nous verrons comment il est possible d’accélérer la convergence de
ce type d’algorithmes de descente, notamment grace & une approche de type FISTA.






Chapitre 2

Exemples de problémes inverses
appliqués a I'ilmagerie médicale

1 Imagerie par rayons X et transformée de Radon

Un exemple classique de probléme inverse rencontré en imagerie médicale provient de 'imagerie par rayons
X. L’idée consiste & mesurer la carte d’atténuation A(x) d’un tissu biologique en émettant un rayonnement
X dans des directions données. Le faisceau de rayons X traversant le tissu est atténué, et la quantité de
photons n’ayant pas traversé le milieu est proportionnelle a 'intégrale du coefficient d’absorption A(z) le
long de la droite empruntée par le rayon X (voir figure 2.1).

On introduit alors la transformée de Radon de A, notée R[A], définie pour tout (6,t) € [0, 7] x R par

RIAJ6.0) = |

Ads = J Alteg + seg) ds,
Ae‘t R

ep = (cos(f),sin(h)), ez = (—sin(h),cos(h)),

et Agy = {tef +sep; seR}.

Le probléme inverse rencontré en imagerie par rayons X consiste donc & reconstruire I’atténuation A
a partir des données complétes ou partielles de R[A]. Il s’agit donc d’un probléme inverse linéaire en
dimension finie.

Dans la suite, nous allons montrer comment obtenir des formules de reconstruction de maniére assez
simple dans le cas de données complétes et réguliéres. On suppose que f € S(R?) et que 'opérateur Ry :
S(R?) — S(R) est défini par

RolF](t) = RLF1(0,) JR f(tet + seg)ds, VteR.

En particulier, la transformée de Fourier de Rgy[f] vérifie, pour tout o € R :

F[Ro[f]](o) fR R[f](0,t)e” 2™t dt = JR J]R f(teg + sep)e 2™t ds dt,

| f@pesmeees do = Fi oea).
R2
Il est également possible d’identifier simplement la transformée de Radon adjointe. En effet, pour tout
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FIGURE 2.1 — Imagerie par rayons X et transformée de Radon

feSR?) et ge S([0,7] x R),

R 9o tomen) = fRLﬂR[f]w,t)g(e,t) a6 dt

Jﬂf f f(teg + seg)g(6,t) dsdt df
0 JRJR
[ 1R @) b = R

ou
T

R*[g](x) = L g(0,x - eg)dob.

Au final, en remarquant que

f(x)

FLA©)mE de — fR L " Flf)(0e0)e? 00| db do,

R2
[ [ 1otFmalsn@re=oers ao ao
0 JR

f: FH ol FIRo[ 1] (eo - ) d§ = R* [F~* [|o]| F[Ra[f11]] (),
on en déduit une formule d’inversion de la forme
f=R*[F lo|F[Ra[11]]

Cette formule montre donc l'unicité du probléme inverse lié & la transformée de Radon. Toutefois, la
multiplication par le symbole |o| met aussi en évidence le caractére mal posé du probléme, puisque le bruit
est fortement amplifié aux hautes fréquences.

La figure 1 illustre un exemple de source f et de sa transformée de Radon échantillonnée avec 2% points en
6 et 2% points en translation . La figure 1 présente des exemples de reconstructions qui montrent 'instabilité
de la formule d’inversion en présence de bruit et dans le cas de données tronquées. Nous verrons par la suite
que des algorithmes itératifs basés sur des approches variationnelles avec terme de régularisation permettent
d’améliorer significativement la reconstruction.

10



O©O~NOIPWN-

OO~NOOIPWN -

r
| function I_radon = radon_tranform(Im,N_t,N_theta)

| I_radon = zeros(N_theta,N_t);
[N1,N2] = size(Im);
Theta = linspace(0,pi,N_theta +1);
T = linspace(-1,1,N_t);
Nd = max(N1,N2);
delta_t = linspace(-1,1,Nd);
for i_theta = 1:N_theta,
for j_t = 1:N_t,

| sum=0;
for k=1:Nd,

if (ppx_theta(k)~2 + ppy_theta(k)~2<0.98),
indice_x = (ppx_theta(k)+1)*(N1-1)/2+1;
indice_y = (ppy_theta(k)+1)*(N2-1)/2+1;
lambda_x = indice_x -floor(indice_x);

lambda_y = indice_y -floor(indice_y);

end
end
I_radon(i_theta,j_t) = sum*2/Nd;

ppx_theta = cos(Theta(i_theta))*delta_t - sin(Theta(i_theta))*T(j_t);
ppy_theta = sin(Theta(i_theta))*delta_t + cos(Theta(i_theta))*T(j_t);

sum=sum + (1-lambda_x)*(1-lambda_y)*Im(floor(indice_x),floor(indice_y)) ...
+(lambda_x) *(1-lambda_y)*Im(min(floor (indice_x)+1,N1),floor(indice_y)) ...
+(1-1lambda_x) * (lambda_y) *Im(floor (indice_x) ,min(floor (indice_y)+1,N2)) ...

| + (lambda_x)*(lambda_y)*Im(min(floor (indice_x)+1,N1) ,min(floor (indice_y)+1,N2))

FI1GURE 2.2 — Exemple de code Matlab pour calculer la transformée de Radon d’une image

r
| function Im = radon_tranform_adjoint(I_radon,N1,N2)

| Im =zeros(N1,N2);

[X2,X1] = meshgrid(linspace(-1,1,N1),linspace(-1,1,N2));
[N_theta,N_t] = size(I_radon);

Theta = linspace(0,pi,N_theta +1);

T = linspace(-1,1,N_t);

for i_theta = 1:N_theta,

indice_t = (t_theta+1)/2x(N_t-1)+1;

lambda_t = indice_t - floor(indice_t);

for i=1:N1,

| for j=1:N2,

if (sqrt(X1(i,j)."2 + X2(i,3).~2)<0.98)

if t_theta(i,j)>-0.98 && t_theta(i,j)<0.98,

t_theta = X2*cos(Theta(i_theta)) - X1*sin(Theta(i_theta));

Im(i,j) = Im(i,j) + ((1-lambda_t(i,j))*I_radon(i_theta,floor(indice_t(i,j))) ...
+ lambda_t(i,j)*I_radon(i_theta,min(floor(indice_t(i,j))+1,N_t)))*pi/N_theta;

FI1GURE 2.3 — Exemple de code Matlab pour calculer la transformée de Radon adjointe

1.1 Probléme d’inpainting

Le probléme d’inpainting est un probléme inverse classique en traitement d’image. L’idée consiste a
restaurer une image f € L?(2,R) qui est altérée dans une zone K < ), comme illustré a la figure 2.7.

Ce probléme inverse est linéaire mais naturellement mal posé, car la solution n’est pas unique. Il est donc
nécessaire d’'introduire un a prior:i sur 'image que ’on souhaite reconstruire, en particulier en introduisant
une norme | - |req,x €t en cherchant a résoudre le probléme de minimisation

I* = arglmin{l\f\\?eg,K}

sous la contrainte I = f a 'extérieur de K.
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FIGURE 2.4 — Exemple numérique de source f et d’une approximation numérique de sa transformée de

Radon

clear;colormap(’jet’);
N = 2°7;
x1 = linspace(-1,1,N);

x2 = linspace(-1,1,N);

[X1,X2] = meshgrid(x1,x2);

Domaine = (X1.72 + X2.72 < 0.99°2);

A = phantom(N) ; imagesc (A)

N_t = 2~9;N_theta = 2°9;

I_data = radon_tranform(A,N_t,N_theta);
I_data = I_data + 0%0.05%randn(size(I_data));
sigma = [0:N_t/2,-N_t/2+1:-1];

for i=1:N_theta,

| I_data_filter(i,1:N_t) = real(ifft( abs(sigma).*fft(I_data(i,:))));
end

imagesc(I_data_filter)

A_rec = radon_tranform_adjoint(I_data_filter,N,N);
| imagesc(x1,x2,A_rec)

‘ axis square;

FIGURE 2.5 — Exemple de code Matlab qui permet d’appliquer la transformée de Radon inverse

FIGURE 2.6 — Exemple de reconstructions obtenues en utilisant la transformée de Radon inverse. A gauche
sans bruit; Au milieu avec des données bruitées; A droite avec des données incomplétes ot les orientations

se limitent & l'intervalle 0 € [0, 7/2]

On peut par exemple considérer :

. une régularisation harmonique :

112, 0 = L VI de,

12



FIGURE 2.7 — Exemple d’image altérée dans une zone K

. une régularisation TV :
1y = | 1D
Q

. une régularisation de type Mumford—Shah :

12,0 = AL\A VT2 de + H(A).

En pratique, il est souvent plus simple de considérer le probléme de minimisation approchée
* . 2 1 2
I* = arglmln HIHreg,Q + 2_5HI - f”Lz(Q\K) )

ol le paramétre ¢ est supposé suffisamment petit pour forcer la solution I* & coincider avec f en dehors de
K.

Cet exemple permet notamment d’illustrer 'influence du choix du terme de régularisation sur la recons-
truction de I'image dans la zone altérée K. La figure 2.8 montre par exemple des reconstructions obtenues
avec Iapproche harmonique, qui se révélent assez efficaces pour des masques K relativement fins.

1.2 Imagerie par élastographie

L’imagerie par élastographie consiste & reconstruire les propriétés élastiques d’un milieu biologique a
laide d’échographies de ce milieu, que l'on déforme au cours du temps (voir la figure 2.9).

Dans le cas simple de I’élasticité linéaire et isotrope, le champ de déformation u d’un milieu élastique 2
soumis & la pression d’une force f est supposé solution de I’équation élastique suivante :

div(2uV*u) + V(Adiv(u)) =0 dans Q,
u=f sur 0f).

ot (A, p) sont les coefficients de Lamé du milieu que 1'on cherche a reconstruire.
Les données du probléme inverse sont alors des images échographiques

Lu(z) = I(z + u(z))

du milieu, comme illustré sur la figure 2.10.
La reconstruction des propriétés élastiques s’effectue alors en deux étapes :
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FIGURE 2.8 — Exemples de reconstructions en utilisant une régularisation harmonique. A gauche : masque
K ; colonnes 2 et 3 : images reconstruites.

08 -06 -04 -02

FIGURE 2.10 — Images échographiques d’un milieu en cours de déformation
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1) reconstruire le champ de déformation u a partir d’un jeu de deux images : I et I ;
2) reconstruire les coefficients de Lamé (), ) & partir de u.

Le probléme inverse lié & la reconstruction du champ de déformation u & partir des images I et I
est généralement mal posé en raison d’'un manque d’unicité. En pratique, on peut chercher a minimiser la
fonctionnelle

J(u) = J(I(x +u(z)) — Iy(z))* da.

Il existe néanmoins plusieurs algorithmes efficaces pour les petites déformations, notamment les méthodes de
flot optique telles que celles de Lucas—Kanade ou de Horn—Schunck. L’idée est alors d’utiliser I’approximation

Iz +u(x)) ~ I(z) + VI(z) - u(z),

couplée a des termes de régularisation H' sur u. La figure 2.11 présente un exemple de reconstruction de
champ de déformation & partir de données expérimentales.

tno20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 10 20 3 40 S0 B0 70 80 90 100 110

FIGURE 2.11 — Exemple de champs de déformation reconstruits a partir de données expérimentales

Concernant la reconstruction des coefficients de Lamé a partir de plusieurs champs de déformation u, on
rappelle que le probléme direct consiste a déterminer la solution u[A, 1] de FEDP

div(2uV*u) + V(Adiv(u)) =0 dans Q,
u="f sur 0€2.

Une difficulté vient ici de la dépendance non linéaire de u[\, ] par rapport aux coefficients de Lamé (\, p).
On peut cependant chercher a minimiser une énergie de la forme

T p) = L (ul, 1](2) — Ugaea () de.

Nous verrons ultérieurement comment la méthode de ’état adjoint permet d’obtenir facilement le gradient
de J alaide de la résolution d’une deuxiéme EDP. La figure 2.12 présente un exemple de reconstruction du
coefficient p a partir de données expérimentales.

1.3 Imagerie photoacoustique

L’imagerie photoacoustique est un deuxiéme exemple d’imagerie hybride, ot I'on cherche a reconstruire
les propriétés d’absorption d’un milieu biologique 2. Comme illustré & la figure 2.13, I’idée consiste & chauffer
un milieu & I’aide d’un laser, provoquant une dilatation de la matiére qui émet ainsi une onde acoustique se
propageant dans le milieu. Des capteurs positionnés autour de la zone & imager permettent alors de mesurer
P'onde acoustique évoluant au cours du temps.
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FIGURE 2.13 — Principe de 'imagerie photoacoustique

On suppose ici que la propagation de la lumiére vérifie I’équation

—div(DVu) + ou =0 dans Q,
u=g sur 02,

ou (D, o) représentent respectivement les coefficients de diffusion et d’absorption.
La dilatation des tissus génére une onde acoustique p dont ’équation vérifie

(1) — Ap(a,t) = G2.(S() H(x),

ou ¢, est la vitesse de propagation de 'onde, 8 un coefficient de couplage, H = ou la source proportionnelle
a u, et S le profil temporel du pulse laser.
Les données mesurées sur 'intervalle de temps [0, T] par les capteurs autour de € correspondent mathé-
matiquement a
d(y7t) = p(y» t)a v(yv t) € 002 X [O’ T]

Le probléme inverse pour reconstruire les coefficients (D, o) se déroule en deux étapes :
1) reconstruction de la source H a partir de d;
2) reconstruction des coefficients (D, o) a partir de H.

Pour la premiére étape, comme la durée du pulse laser est trés courte par rapport au temps de propagation
de 'onde acoustique, on peut approximer S par une masse de Dirac, ce qui conduit & 'EDP équivalente

suivante :
%8?,517(3:, t) — Ap(z,t) =0,
p(iﬂ, 0) = BH(.’E), atp(xa 0) =0.
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11 s’agit donc de reconstruire la condition initiale H = ou(z) & partir des mesures de pression d. Ce probléme
inverse linéaire peut étre résolu a 'aide de techniques de renversement temporel, basées sur l'irréversibilité
de I’équation des ondes par inversion du temps, ou par 'utilisation de transformées de Radon sphériques.
La deuxiéme étape, dite partie quantitative, consiste a reconstruire (D, o) a partir d’une collection d’illu-
minations (g;, H;) :
—div(DVu;) + ou; =0 dans €,
Ui = gi sur 0€2.

Ce probléme inverse est bien posé, comme montré par Bal et Uhlmann (2009), avec des résultats de stabilité
nécessitant 2d illuminations :

2d
ID =Dl + o = &lex < C S |Hy = Hill .
=1

En pratique, on peut chercher & minimiser une fonctionnelle de la forme
J(D,o) = Ef (Hi(D, o) — Hy mes)? d,
T Jo

ou l'utilisation de la méthode de I’état adjoint permet d’expliciter facilement les gradients de J.

2 Formulation variationnelle des problémes inverses

Dans cette partie, nous nous intéressons & une formulation variationnelle des problémes inverses dans un
cadre général. L’idée est alors d’introduire :

. L’espace des paramétres M qui regroupe ’ensemble des inconnues du probléme inverse.

. L’espace d’état U correspondant a l’espace des solutions du probléme direct.

. L’équation d’état F' qui relie implicitement les paramétres a la solution du probléme direct :
F(a,u) = 0.

Pour un paramétre a € M donné, cette équation permet de déterminer 1’état du systéme u € U, noté
par la suite u[a] € U.

. L’espace des observations D qui regroupe les données du probléme inverse.

. L’équation d’observation qui extrait de 1’état la partie correspondant aux mesures :
dobs = H(u[a’]) = (b((l)

La formulation variationnelle du probléme inverse consiste alors a rechercher le paramétre a* en minimi-
sant I’énergie J d’écart aux données :

1
J(a) = 5lé(a) ~ dobs||B-

L’intérét de cette approche est de pouvoir utiliser un schéma itératif pour minimiser J, et d’ajouter facile-
ment a J des termes de régularisation sur a.

Cette approche présente cependant plusieurs difficultés :

. La non-linéarité de ¢ conduit & des fonctionnelles J non convexes, dont la minimisation peut converger
vers des minimums locaux.
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. Le probléme peut étre sous-déterminé, avec plusieurs solutions possibles pour un méme jeu d’observa-
tions, entrainant une forte dépendance a l'initialisation des algorithmes.

. Le manque de continuité de J peut engendrer des instabilités dans la reconstruction des paramétres
optimaux a*, surtout lorsque les données dgp,s sont bruitées.

« Méme dans le cas linéaire, les gradients de J sont rarement explicites et nécessitent l'utilisation de la
méthode dite de I’état adjoint.

3 Algorithmes du gradient et variantes

La minimisation d’une fonctionnelle J peut s’effectuer & I’aide d’un algorithme du gradient, consistant &
construire la séquence {zy}ren par
Tk+1 = Tk + ady,

ot la direction dj, s’identifie & d, = —V.J(z), « est le pas de descente, et l'initialisation xg vérifie zo € D.

3.1 Stabilité
Si J est a gradient Lipschitz de module L,

IVJ(x) = VI(y)| < Lz —yl,

1

alors, pour un pas de descente o vérifiant a < £, il est possible de montrer que la suite {.J(xx)} décroit au

cours des itérations :

J(arer) < J(an) = SV @)

3.2 Choix du pas de descente «

Le choix du pas de descente « est crucial pour lefficacité de I'optimisation de J. Un pas trop grand peut
provoquer des instabilités numériques, tandis qu’un pas trop petit ralentit la convergence.
Un bon pas a peut étre choisi en respectant les conditions de Wolfe, avec 0 < wy < wp < 1 :

. Condition d’Armijo :
J(zg + ady) < J(z) + wiaVJ(xg) - dg,

. Condition de courbure :
VJ(.%]C + Ozdk) o LL)QVJ(:Ck) ~dp,.

On pourra appliquer 'algorithme de Fletcher-Lemaréchal pour déterminer un tel pas «, a I’aide d’une
approche de type dichotomie.

3.3 Variantes

Il existe de nombreuses variantes de l'algorithme du gradient, qui introduisent une notion d’inertie et
permettent d’accélérer la convergence de la séquence {xy}x. Parmi celles-ci, on peut citer :

. Méthode des moments :
Tpp1 = Tp — ady,
dg, = VJ(xk) + Bdg_1.
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. Algorithme du gradient conjugué :

PR B 2 (C sik=1,
P =V (@) + Brdpoy sik =2,

avec B donné par I'approche Fletcher-Reeves :

[V ()]

P = W @) P

. Accélération de Nesterov :

Tpe1 =k —aVJ(yr),
Y1 = Tt + B(Tpe1 — k).

La figure 2.14 présente une comparaison de ces algorithmes pour la fonction de Rosenbrock J définie par :
J(x) = (z1 — 1) + p(a? — 25)%, zeR%

Avec le méme critére d’arrét, l’algorithme du gradient nécessite environ 350 itérations, tandis que la version
Polak-Ribiére du gradient conjugué n’en utilise que 25.

FIGURE 2.14 — Minimisation de la fonction de Rosenbrock : comparaison de la méthode du gradient et du
gradient conjugué.

4 Estimation du gradient : cas linéaire

Une maniére efficace de déterminer le gradient d’une fonctionnelle J consiste a I'identifier par l'intermé-
diaire de la dérivée directionnelle :

J@)6) = lim J(u+ hd,) — J(u)

lim A ={(VJ(u), ).

Le cas linéaire conduit & une fonctionnelle quadratique de la forme
1 2
T(w) = 310w - b7,

ou le gradient s’exprime comme
VJ(u) = L*(Lu —b),

et nécessite donc d’expliciter 'adjoint de L.
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4.1 Cas de la méthode d’inpainting
Dans le cas de la méthode d’inpainting présentée en introduction, le terme d’attache aux données est de
la forme

1

T = 5 L Lo (u — 1)da,

et Popérateur A s’identifie & Au = 1g gu. Son adjoint vérifie également A*u = 1o\ gu, ce qui conduit a
I’expression suivante du gradient :
VJ(’U;) = (U — I)]-Q\K

4.2 Reégularisation H!

Dans le cas d’une régularisation H' sur un domaine Q avec des conditions de Dirichlet homogénes, la
fonctionnelle & minimiser s’écrit

1
Ty = 3 L Vul?dz.

L’opérateur associé s’identifie & Au = Vu, son adjoint & A*u = —div(u), ce qui conduit & I'expression du
gradient
VJ(u) = —Au.

4.3 Transformée de Radon tronquée

Considérons maintenant la transformée de Radon tronquée pour a € L?(By), définie par
Rla](6,t) = J a(tey + sey)ds,
R

et observée seulement pour (6,t) € [0,7/2] x [—1,1]. Le probléme inverse consiste a reconstruire a & partir
de ces données tronquées.
Les espaces fondamentaux s’identifient &

M =L*(By), U=L*[0,7] x[-1,1]), D= L*([0,7/2] x [-1,1]),

avec I’équation d’état
F(a,u) =Rla] —u

et I’équation d’observation
dobs = ¢(a) = ulal|jo,x/21x[-1,1]-
La fonctionnelle d’écart aux données s’écrit alors

1 1
J(a) = §\|¢(a) - dobsH% = §\|R[a](97t) - dobs||2L2([o,7r/2]x[—1,1])-

L’opérateur adjoint R* : L2([0,7/2] x [—1,1]) — L?(B;) est donné par

/2
R*[g](x):fo o(z - e0,0)d0, Vg e L2([0,7/2] x [~1,1]).

Ainsi, le gradient de J s’exprime comme

VJ(a) = R*[R[a](0,t) — dobs|(x).
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FIGURE 2.15 — Transformée de Radon

FIGURE 2.16 — Transformée de Radon : exemples de reconstruction en ajoutant un a priori de positivité
(gauche) ou un terme de régularisation TV (droite)

5 Estimation du gradient : cas non linéaire et méthode de I’état
adjoint
Dans cette partie, on s’intéresse aux problémes inverses non linéaires pour lesquels le calcul des gradients

des fonctionnelles variationnelles n’est plus explicite et nécessite 1'utilisation de la méthode dite de 1’état
adjoint.

5.1 Cas d’une équation elliptique

On considére u[a] solution du probléme elliptique

Le probléme inverse consiste & reconstruire le coefficient a & partir d’'une mesure de v en = 0. On pose
les espaces fondamentaux [U+202F] : M = C°([-1,1],R), U = H}([-1,1],R) et D = R. L’équation d’état
est

F(a,u) = f(z) + (a(x)u'(z))’,
et I’équation d’observation correspond &
¢(a) = u,
avec la fonctionnelle & minimiser
J(a) = %(u ).
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Cas d’une observation totale

Si lon observe ufa] sur 'ensemble du domaine, la fonctionnelle s’écrit

1

1 2 ! 2
Ia) = ghule] = dosala ) = 5 | (ulal(@) = donn(a) P

La dérivée directionnelle dans la direction ¢, est

J(a)(6) = L(u[a] — dope) ] e,

ou %[a] est solution de I’équation linéarisée

Pour expliciter le gradient sans calculer u[a] & chaque itération, on introduit I’état adjoint p solution de

la]() = dobs(2), z € (=1,1),

{(a(z)p’(z ) =
p(—1) = p(1) =

On obtient alors

ce qui fournit ’expression du gradient
VJ(a)(z) = —p'(z) ula] (z).

La figure 2.17 présente un exemple de script Matlab permettant de reconstruire le coefficient de conduc-
tivité a en utilisant un algorithme du gradient. A chaque itération, le calcul du gradient de .J nécessite la
résolution du probléme direct pour u[a] ainsi que celui de I’état adjoint p.

La figure 2.18 illustre un exemple de reconstruction de a, mettant en évidence la difficulté de reconstituer
le parameétre dans les zones ot u[a]’ s’annule. Une solution consiste a utiliser deux jeux de données distincts
pour contourner ce probléme.

Observation en un point

Si ’on ne dispose que de I'observation u, on pose

1
J(a) = i(u — dobs)?.
On introduit I’état adjoint p solution de

—(a(2)p'(2))" = (u = dobs)do, € (=1,1),
p(=1) =p(1) =0,

avec dg la distribution de Dirac en = = 0, ce qui conduit a la méme expression



WE N = 2A7;

Zl= % = Tinspace(-1,1,N+1)";

3- h = M;

4 - a = 1+ 0.1*sin(pi*x);

5 - a_exact = a;

6 - F= 1+ O*sin(4%pi*x(2:N));

Tl= M = -(-diag(a(2:N) + a(1:N-1)) + diag(a(2:N-1),+1) + diag(a(2:N-1),-1))/hA2;
8 SRPHIHIOIHIFHIINHHHH problene direct

g - u_a = M\f;

10 - plot(x , [O;u_a;01);

11 - d_obs = u_a;

iz c1f;

=)= plot(x,a_exact, 'g');

14 - hold on;

15 - plot(¢, [03u_a:01);

16 - plot(x=(2:N),f, k')

17 - legend('a','ufal', ' f');

8 oo

19 - a = ones(size(x));

20 - a_init = a;

21 SRRAAIOOOOMIIRIRRAAK reconstruction

22 - for 1=1:100000,

23 - M = -(-diaga(2:N) + a(1:N-1)) + diag(a(2:N-1),+1) + diag(a(2:N-1),-1))/hAZ;
24 - u_a = M\f;

25 - p=Mn"N(u_a - d_ohs);

% - nablal_a =  -(diff([0;u_al)/h). *(diff([p;0])/h);
| a=a - 1*[nablal_a(l);nablal_a ;nablal_a(N-1)];
8 - i F(mod(i,10)==1)

29 - clf

30 - plot(x,a);

31 - hald on;

32 - plot(x,a_exact,'g')

33 - plot(x,a_init,'r')

34 - Tegend('atk', 'a_{exact}','a_{init}');

35 - pause(0.01)

36 - end

37 - end

FIGURE 2.17 — Exemple de script Matlab pour reconstruire le coefficient a a I'aide d’'une méthode de
gradient.
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FIGURE 2.18 — Reconstruction de la conductivité a : a gauche, a, f et u[a]; a droite, a initial, a exact et a
reconstruit aprés un certain nombre d’itérations.

5.2 Cas de la reconstruction d’un paramétre d’une EDO

On considére la solution u[a] d’'une EDO d’ordre 1 de la forme

W' (t) = f(u(t),a), te[0,T],
U(O) = Uo,

ott f € CY(R xRP,R). Le probléme inverse consiste & reconstruire le paramétre a € R? a partir d’observations

de ufa] sur lintervalle [0, 7.
Les espaces fondamentaux sont

M =RP, U=HY[0,T],R), D=H[0,T],R),
I’équation d’état correspondant au probléme direct :
Fi(a,u) ='(t) — f(u(t),a), Fza,u)=u(0)— uo,
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et I’équation d’observation est simplement l’identité :

¢(a) = ula].

La formulation variationnelle du probléme inverse consiste & minimiser la fonctionnelle

T
J(a) =1 f (ufa](£) — doba(t))? dt.

0

Sa dérivée directionnelle dans la direction §, s’écrit

T
J'(a)(0a) = f (ula](t) = dobs(t)) afa](t) dt,

0

ol u[a] satisfait I'équation linéaire
ifa]'(t) — 0uf(ulal(t), a) d[al(t) = Vaf(ulal(t),a) - 0a, @ =0.
On introduit alors 'état adjoint p solution de
=p'(t) = 0uf(ula](t),a) p(t) = ula](t) — dons(t), p(T) =0,

qui s’obtient en pratique par intégration rétrograde (retournement temporel).
En utilisant 1’état adjoint, on obtient

T
- j Vo f (ula](t),a) - 8, p(t) dt,

0

ce qui conduit & I’expression du gradient de J :
ViJ(a) = p(t) Vaf(ula](t),a).

5.3 Formulation abstraite de la méthode de 1’état adjoint

On considére maintenant le cas général ou l’équation d’état relie de fagon implicite le paramétre a a
reconstruire a la solution u[a] du probléme direct :

F(a,u)=0 dans H, ae M, uel.
L’équation d’observation permet d’extraire de 1’état la partie correspondant aux mesures :
dobs = H(ula]) = ¢(a).
La reconstruction de a s’effectue par la minimisation de la fonctionnelle
1 2
J(a) = 5 |1H(ula]) = dobs| Db,
qui nécessite de déterminer une expression de son gradient.
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Pour cela, on introduit le lagrangien
1
E(&, u, Q) = 5 HH(U’) - dObSH2 + <q7 F((I, U)>,

défini de sorte que
J(a) = L(a,ula],q), VYqe H.

La dérivée directionnelle de .J s’explicite alors sous la forme
Jl(a)((sa) = <Va£(a, u[a]7 Q)a 5a>JVf + <VU’C’(@7 u[a]a q)v u[a]>U

L’idée est de choisir ¢ de maniére & ce que cette expression ne dépende plus de u[a]. En particulier, on
prend g = p ol p est ’état adjoint solution du probléme

VuL(a,ula],p) = 0.
De maniére équivalente, p est solution de 1’équation linéaire
VuF(a,ula])*[p] = —H*[H (u[a]) — dobs],
ce qui permet enfin d’obtenir ’expression du gradient de J sous la forme

VJ(a) = (VoF(a,ula]))* p.
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Chapitre 3

Décomposition en valeurs singuliéres
(SVD) et régularisation de type
Tikhonov

Dans le cas d’un probléme inverse linéaire mal posé, une premiére technique de régularisation consiste a
utiliser une troncature spectrale de I'opérateur linéaire associé, a partir de sa décomposition en valeurs
singuliéres, que I'on appelle SVD. L’objectif de cette partie est de montrer le lien entre cette approche et
les techniques de régularisation de type Tikhonov, lesquelles peuvent également s’appliquer dans le cas non
linéaire.

Soient E et F' deux espaces de Hilbert, et A € L(E, F) un opérateur linéaire et continu. Pour un 2 € F,
on s’intéresse au probléme de moindres carrés suivant :

1 2
min o || Az — 2|

La premiére question concerne l'existence et 'unicité d’une solution. L’unicité dépend de l'injectivité de
A, tandis que ’étude de 'existence conduit & I’équation d’Euler :

A*(Az — 2) =0,

qui admet une solution si et seulement si 2 € Im(A4) @ Im(A)*.
En effet, si 2 € Im(A4) ® Im(A)*, alors il existe (z1,22) € Im(A) x Im(A)* tels que 2 = 2; + 2. En
particulier, il existe 1 € E tel que Ax; = 21 et A*z5 = 0, ce qui montre que

A*(Azy — ) = 0,

et donc x; est une solution du probléme.
Inversement, si A*(Ax — 2) = 0 admet une solution, alors il existe x € E tel que Ax — 2 = r € ker(A*),
et donc
Z2=Ax—r.

Ce résultat permet en particulier de vérifier la propriété suivante :

Proposition 3.1 (Probléme des moindres carrés)

Si 2 € Im(A) ® Im(A)*, alors le probléme des moindres carrés admet au moins une solution. De plus, il
existe une solution unique de norme minimale.

On rappelle par ailleurs que ker(A*) = Im(A)L =Im(A)*, et donc :

F =Tm(A) @ker(A*) = Im(A) @ Im(A)*.

27



Dans la section suivante, nous verrons que I'image de A doit étre fermée si I’on souhaite que ce probléme
inverse soit bien posé.

1 Continuité de 'opérateur A~! et image de A

L’opérateur A~! est alors bien défini sur I'image de A si A est injectif :
A7 Im(A) — E, v A7 (v).

Proposition 3.2

Lopérateur A~! est continu si et seulement si I'image de A est fermée dans F.

La démonstration repose sur le théoréme de 'application ouverte.

Théoréme 3.3 (Application ouverte)

Soient E et F' deux espaces de Banach, et soit f : E — F une application linéaire continue. Si f est
surjective, alors f est ouverte, c’est-a-dire que I'image par f de tout ouvert de E est un ouvert de F'. En
particulier, si f est surjective, son inverse bijectif est continu.

Ainsi, I'inverse d’un opérateur linéaire bijectif est continu.
Preuve de la proposition :

« A7 continu = Im(A) fermée dans F :

Comme A est injectif, Im(A~!) = E et est donc fermée. De plus, A~! étant continu, on en déduit que
Im(A) = (A~H7Y(E) est fermée.

« Im(A) fermée dans F = A~' continu : 3
Comme W = Im(A) est fermé, W est un espace de Hilbert. On introduit alors 'opérateur A : E — W,

défini par A(u) = A(u) pour tout u € E. Cet opérateur est linéaire, continu et bijectif. D’apreés le
théoréme de I’application ouverte, A~! est continu.

Exemple 2: Soit A: E — E un opérateur auto-adjoint, et soit o(A) son spectre, défini comme 1’ensemble
des valeurs propres de A :

a(A) = {\, € C| Ju, € E tel que Au,, = A\yup}.
Alors :
. La continuité de A implique que le spectre o(A) est borné.
. L’injectivité de A implique que 0 ¢ o(A).
. La continuité de A~! implique qu’il n’existe pas de suite {\,, }nen < 0(A) telle que lim,, o A, = 0.

En particulier, le dernier point peut se démontrer par I’absurde. Supposons qu’il existe une suite {A, } neny <
o(A) telle que A, — 0. On peut alors introduire les deux suites uy et vy définies par

N N
Qp
uN = Z Un€n, UN = Z b\ €n,
n=1 n=1""

ou {e,}, est telle que Ae,, = A\ e,.

En remarquant que uy € Im(A) car Avy = uy, il suffit de choisir la suite {ay,}, de sorte que >. a2
converge mais Z((i—:)Q diverge. On en déduit alors que I'image de A n’est pas fermée.
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Exemple 3 : Soit 2 = R? un ouvert borné et régulier, et soit A I'injection canonique de H} () dans L%(2) :
A:Hy(Q) — L*(Q), u— u.

Cet exemple est intéressant car il est contre-intuitif. En effet, opérateur A est continu et injectif, ce qui
résulte de I'inégalité de Poincaré :

lulr2) < Clluf g -
En revanche, Popérateur A~! n’est pas continu car 'image de A, Im(A) = H}(Q), n’est pas fermée dans
L?(Q).
La solution du probléme des moindres carrés existe et est unique si 2 € Im(A) = H} ().

En revanche, si 2 € L*(Q)\Hg (), une telle solution n’existe pas. En effet, on peut construire une suite
{z:} = H}(Q) telle que z. — 2 dans L%(Q), puisque H}(Q) est dense dans L*(Q).

2 Décomposition en valeurs singuliéres

On suppose tout d’abord que A : E — F est une application linéaire continue, avec £ = RN et F = RM,
et N < M.

L’opérateur A* A étant symétrique, il existe une base orthonormée {u,}_; de E telle que
A*Auy, = Nu,, avec A\ =g == Ay = 0.
La famille {v,, = 5~ Au,}}_; forme une famille orthonormée de RM et vérifie

Auy = MU, A¥v, = My, et AA¥v, = No,.

On en déduit alors la décomposition en valeurs singuliéres suivante :
N N
:Z/\nvn@)un, et A*:Z)\nun®vn.
n=1 n=1
2.1 Solution des moindres carrés

La solution z* du probléme des moindres carrés de norme minimale s’exprime sous la forme :

=D

En effet, on a :
N

N
5 = Z An(Z, vp oy, et A*Az = Z N2t Yy,
n=1

On peut également en déduire la pseudo-inverse de A, notée AT, donnée par :

N
Z )\i ®uv,, et Alz= Z & vn) U">
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2.2 Point de vue matricielle
D’un point de vue matricielle, la décomposition SVD s’explicite sous la forme
A=UAVT A* =VAUT et A =VATUT,
avec
U = [uy,ug, - ,un],V = [v1,vg, -

Exemple 4: Dans le cas de la matrice A,
0 1
=0 0)

0 1 1 0 1 0
c=(T o) v=(o %) e« A=y o)

7vN]a et A= dzag()‘n)

on vérifie

2.3 Cas opérateur compact en dimension infinie

La généralisation s’effectue facilement dans le cas d’opérateurs compacts, ou :

. la famille {u,}, forme une base de ker(4)*

)

. la famille {v,}, forme une base de Im(A).

De plus, si 2 € Im(A) et si

3l

alors le probléme des moindres carrés admet 1es solutlons :

T = Z 7<Z;\Z”>un + ker(A).

n

Exemple 5 :[Cas de I'injection canonique de H} ([0, 1]) dans L2([0, 1])]
Lopérateur A : H}([0,1]) — L?([0,1]) est défini par

Au=wu, Yue H}([0,1]).

Concernant I'opérateur adjoint A*, on remarque que pour tout (u,v) € H}([0,1]) n L2([0,1]) :

1

f (Au)(z)v(x) dr = (Au,vypz = (u, A% )y = f u'(z)(A*v) (z) da.

0 0

On en déduit que w = A*v est défini comme la solution du probléme suivant :

—w”(x) =u(z), Vzel0,1],
w(0) = w(1) = 0.
La décomposition SVD de A s’identifie a :
sin(mna)

up(z) = —n vp(x) = sin(mnz), et A, = g

Elle correspond a la série de Fourier de u :

0 0
1
Au = Z<U7Un>H5 AnUn = Z < sin(mne > — sin(mnz).
n=1 H,

n=1
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3 Reégularisation de Tikhonov

On rappelle que la régularisation de Tikhonov consiste & ajouter un terme de régularisation au probléme
des moindres carrés, en considérant la minimisation de :

1 o €2 o
J(@) = 314z = 2+ S el >0,

En particulier, I’équation d’Euler associée au probléme de minimisation conduit & :
(A*A + 2w = A*2.

L’avantage de cette approche est que l'existence et I'unicité de la solution sont toujours garanties. La
solution s’exprime explicitement sous la forme :

z. = (A*A + 1) 1A%z,
Cette expression est bien définie car :

1
I(A*A + 2D 7Y < =

g2’

et la continuité de A permet d’obtenir le controle suivant :

1 .
=l < 1A 2]

3.1 Point de vue SVD

L’intérét de la décomposition en valeurs singuliéres est qu’elle permet de mieux comprendre Deffet de
cette régularisation, interprétable comme une troncature spectrale.
On note Z la solution de norme minimale du probléme des moindres carrés sans régularisation :

= ; %@“,vn}un.
L’effet de la régularisation conduit & I’équation :
(A*A + 2. = A*3,
et montre que :
e = Z A%A:EQ@ Vp YUy = Z he(An){Z, UnYtin,

ou

s 1/s, sis>» e,
hs(s)zz{/

s2 + g2 0, sis—0.

Exemple 6 :[Injection canonique de H}([0,1]) dans L?([0, 1])]
On rappelle que dans ce cas :

i 1
Uy, = M, v, = sin(mrnx), A, = —.
™ ™

Alors, si 2 = u € H}([0,1]), on retrouve la série de Fourier en sinus de u :
sin(mna)

i = Z )\i<u, sin(mnx)) = Z ¢y, sin(mnx).

n n
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D’autre part, la régularisation de Tikhonov conduit & ’expression suivante :

A & .
Te = Zﬁ sin(mnz),
— 1+ mn’e

ce qui correspond bien & une régularisation par troncature des hautes fréquences de Z.

3.2 Choix du paramétre de régularisation

La question du choix du paramétre € est toujours cruciale dans le cas de données perturbées Z,. La
proposition suivante permet d’optimiser la valeur de € en contrdlant I'erreur entre la solution exacte z* et
la solution régularisée 2. ,,.

En effet, en minimisant
€

b

2

o <4|A*|| 6n)1/3
" ] ’

[#en — &) = O(5;/%) = O(e}).
Proposition 3.4 (Résultat de stabilité)

Soient &, la solution du probléme régularisé associé a Z,,, et & la solution du probléme initial associé &

zZ.

On
ale) = 4% 5 +

on trouve que

et que 'erreur satisfait

On suppose que
On =2, — 2|lF 0 quand n — o0,

et que & € Im(A*), ce qui implique I'existence de w € F' tel que
T = A*w.

Alors : 5
R . €
|Ze,n — 2 < HA*H;Z +5lwlr.

La démonstration de cette propriété consiste tout d’abord a séparer les différents types d’erreurs :
H@Em - *%H < ||§36,n - §:€H + Hine - iﬁ”
L’erreur liée a l'incertitude des données est controlée par :

3 1 . 5
e = e < 1A 120 = 2] < A7) -

L’erreur de régularisation ||#. — Z| s’explicite & I'aide de la décomposition en valeurs singuliéres :

. I . An

Tr = Z )\7“<Z, U’n>un; Te = Z W<Za Un>un~
n n

En utilisant ’hypothése & = A*w, on remarque que :

Z %(2,vn>un =3 =A% = Z Anlw, Up Y, -

n n
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On en déduit donc :
<27 'Un> = Ai(w, Un>7

et ainsi :

= Z AW, U Y, Z )\2 <w Vp YUy«
Au final, on obtient :

ol X\ o2
|12 — 2] = Z ()\n N+ > {w, vy

n

2 62
2 2
—Z(V+§)@w»<4wm

4 Reégularisation spectrale et méthode du gradient

On a vu précédemment que la régularisation de Tikhonov revient a utiliser le filtre

S

he(s) = 52 + g2

au lieu de 1/s via la décomposition en valeurs singulieres de A. La conséquence est de négliger le spectre de
A trop proche de 0.

4.1 Troncature spectrale

Une autre idée similaire consiste & introduire une troncature spectrale en considérant le filtre suivant :

1 is>
m@=%’?“@

0, sinon.

Les nouvelles solutions régularisées Z. s’écrivent alors :
1
Te = 2 )\7<Z,Un>un,
n<N:. ~ ™

ou
N; =min{n e N |\, <¢}.

En reprenant la preuve précédente, on peut montrer un résultat analogue pour l'erreur :

|2 =17 = Y} Andw,va)® < ¥|w|3

n>N.

4.2 Algorithme du gradient et régularisation

On rappelle que V'algorithme du gradient a pas de descente fize s’explicite sous la forme :

Tp1 = xp — a A¥[Axy, — 2],
To = 0,

soit encore :

L=« Z I —aA*A)Y A*3.
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En utilisant la décomposition en valeurs singuliéres (SVD) de A, on en déduit :

k—1
:aZZ 1 — a2\, (3, v un

oz/\z)

————"— (&, vy up

Z
Z <z U Yy

ou
1—(1—as?)k

hmk(s) = s

En particulier, la convergence de I’algorithme du gradient est assurée si a < 1/\2.
On peut également exprimer erreur par rapport a la solution de norme minimale Z :

a2k 2
|xk—§c|2=2[(1 Ajn) ] G = SX a0

n

Enfin, si pour tout s € [0,1], (1 — s)¥ < 1/(ks), on obtient :

oy — 82 < 3
~ ka2

Remarque 7: Le cas d’'une régularisation implicite

1
,Un>2 < %HWHQ

Tpi1 = xp — o [A*[Azy, — 2] — ezxkﬂ]

donne un résultat analogue.
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Chapitre 4

Régularisation H'! et variante

Comme nous ’avons vu précédemment, 'utilisation d’une régularisation de Tikhonov n’est pas toujours
efficace en pratique. Il peut alors étre intéressant d’ajouter un a priori de régularit sur la solution que 1'on
souhaite reconstruire.

Dans le cas d’une régularité harmonique, cette approche conduit & minimiser 1’énergie suivante :

1 2 & 9
Jo(u) = §\|Au— 2% + 7, [Vul® dz.

On s’intéressera a l’existence et a 'unicité d’une telle solution ainsi qu’a ses approximations numeériques.

Dans un deuxiéme temps, nous introduirons des variantes de la norme H' permettant de traiter le cas
de données réguliéres par morceau.

1 Existence de solution

On suppose ici que X est un espace de Banach et que J : X — R. On introduit également X', le dual de
X
X' ={¢: X — R |/ linéaire et continue}.

On rappelle les notions de convergence dans ce contexte :
. Convergence forte : x, — x si |z, — x| — 0,

. Convergence faible : x,, — x si {(x,) — £(z) pour tout £ € X',

. Convergence faiblement étoilée : €,, = { si £, (x) — {(x) pour tout z € X.

1.1 Notion de semi-continuité inférieur (sci)
On rappelle qu'une fonctionnelle J est semi-continue inférieure (sci) si
Vo, -z, = liminfJ(z,) > J(z).
Elle est de plus conveze si, pour tout « € [0,1],
J(ouy + (1 — @)ug) < ad(uy) + (1 — a)J (u2).
En particulier, une propriété intéressante est que si J est convexe et sci, alors elle est sci faible.

L’étude de la semi-continuité inférieure est assez technique. Par exemple, pour une fonctionnelle J :
H?(Q) — R de la forme

J(u) = Lz f(z,u, Vu(zx)) d,
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la semi-continuité inférieure faiblement dans H'(§2) s’obtient si :
« © est un ouvert borné de R?,
« f(z,z,-) est continue pour presque tout z € R? et presque tout x € €,
. f(z,z,-) est convexe pour tout z € R? et presque tout x € €,
. Il existe a € LY(Q) et b e L2(Q; R>*N) tels que

f(z,2,8) = alx) +b(x) & pour presque tout x € Q, et pour tout (z,¢) € R? x RPN,

1.2 Meéthode directe du calcul des variations.
Concernant le probléme de minimisation

inf
I,

ot X est un espace de Banach, I’existence d’un minimiseur s’obtient facilement dans le cas ot la fonctionnelle
J est coercive (lim|,|_,q J(2) = 00) et semi-continue inférieurement faiblement.
En effet, il suffit de considérer une suite minimisante {x,}, de J et de remarquer :

. Comme il s’agit d’une suite minimisante, il existe un réel M > 0 tel que Yn e N, J(z,) < M.
. Comme J est coercive, on en déduit que {z,}, est bornée dans X.

.« A une sous-séquence prés, on obtient l'existence de z* € X telle que x, — z*.

. La propriété de semi-continuité inférieure faible implique alors :

J(z*) < inf J(z,).

1.3 Application a la régularisation H'

On considére une fonctionnelle de la forme

2
Jo(u) = %L(zxu(x) ~ (@))% dz + % L Vul? d,

olt A est un opérateur continu de H'(Q) dans L?(Q).

Existence

Dans ce cas précis, J. est conveze et semi-continue inférieurement dans H'(Q). Elle est de plus coercive
si le noyau de A ne contient pas les constantes. On obtient alors l’existence en appliquant directement la
méthode directe du calcul des variations.

Unicité

Concernant 'unicité, il suffit d’examiner ’équation d’Euler :

A*(Au — 2) — 2 Au = 0.
En supposant 'existence de deux solutions uq et ug, I’équation d’Euler implique :
A*A(ug — ug) = 2 A(uy — ug),
et donc
[Aur = u2)|? = =2V (u1 —uz) .

On en déduit que A(u; —uz) = 0 et V(u; — uz) = 0, ce qui implique V'existence d’une constante ¢ € R

telle que
U1 = Uz + C.

Ainsi, 'unicité est vérifiée si le noyau de A ne contient pas les constantes.

36



2 Flot de gradient et discrétisation numérique

On considére dans cette section le flot de gradient de J. :
uy = 2 Au — A¥(Au — 2),

et différentes discrétisations numériques de cette EDP.

Méthode d’Euler implicite
La méthode d’Euler implicite consiste & traiter le gradient de J. de maniére implicite :

n+1 n

4 = 2Au" - AF(AunTL — 3),

—Uu

Ot

et revient, d’un point de vue variationnel, & minimiser la fonctionnelle suivante :
n+1 : 1 n|2
u"T =argmin{ —|lu — u™||* + Jo(u) ¢ .
u 25t

En particulier, on en déduit la décroissance de J. avec :

1

n+1ly ny <« __—_
Je(uT) = J(u") < %,

Junt —u)?,

sans condition de stabilité sur le pas de temps 9;.

Méthode d’Euler explicite
La méthode d’Euler explicite consiste & traiter le gradient de J. de maniére explicite :

n+l _

Ot

n

“ = 2 Au" — A*(Au™ — 2),

u

et revient, d’un point de vue variationnel, & minimiser la fonctionnelle suivante :
n+1 . 1 n|2 n n n
u"T = arg min ﬁHu—u =+ J-(u™) + (VI (u™),u—u") ¢ .
u t

En particulier, cette approche conduit & une condition de stabilité conditionnelle de la forme :

2 2¢2

5t<w et (5t<g,

pour assurer la décroissance de J..

Méthode d’Euler semi-implicite

Lorsque l'opérateur A est relativement lisse et que la contrainte &; < W n’est pas trés restrictive par

rapport a la norme issue du laplacien (§; < 26%2), il peut étre intéressant de traiter A de maniére explicite

tout en gardant un traitement implicite pour le terme H'.
Cela conduit au schéma numérique suivant :

= 2 Au"tt — A*(Au" - 2),
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qui s’écrit, d’'un point de vue variationnel, sous la forme :

1 2
w1 = argmin { — |u — u"|? + < f |Vu|? de + (A*(Au™ — 2),u —u™) ¢ .

La décroissance de J s’obtient alors sous la condition §; < TAJ?

des deux opérateurs :

. Flot de A de maniére explicite :

un+1/2 =" — §tA*(AUn _

. Flot de la chaleur de maniére implicite :

2

Il s’agit en fait d’'une méthode de splitting

2)

= [Id _ (<)~t€,_:2A]71un+1/27

dont 'expression s’obtient facilement avec la transformée de Fourier :

Flu"*](€)

1

T 1+ 4m2|¢fs,

Flu] (&)

En particulier, la figure 4.1 présente un code Matlab permettant d’appliquer un pas de descente de
I’équation de la chaleur afin de débruiter une image donnée. La figure 4.2 montre le résultat numérique

obtenu avec cette technique.

1= cam = im2double(imread( ' cameraman.tif'));
2 - imagesc(cam) ;

3= N = size(cam,1)

4

5 %% %R%BAjout de Drult S%%%%%%%%%%%%%U
6 - I = cam.*(1 + 0.1*randn(size(cam)));

7= I fourier = fft2(I);

8- imagesc(I);

9 - caxis([0,11);

16 = colormap('gray');

11

12 %%%%%%%% Reg Hl // equation d'Euler Lagrange
13 - epsilon = 0.005;

14 - k = [0:N/2,-N/2+1:-11;

5= [K1,K2] = meshgrid(k,k);

16 = Delta = -4*pi~2*(K1.72 + K2.7°2);

17| = u star = real(ifft2(I_fourier./(-epsilon™2*Delta + 1)));
18

18 - subplot(1,2,1);

20 - imagesc(I);

21 - caxis([©,11);

22 — subplot(1,2,2);

23— imagesc(u_star)

24 — caxis([8,11);

FIGURE 4.1 — Code Matlab pour minimiser la norme H'!

3 Autres modéles de régularisation

Comme nous ’avons vu précédemment, une régularisation H' correspondant & la minimisation de 1’énergie

1 iy | E2 9
Je(u) = §\|Au— 2| + 7, |Vul® dz,

s’obtient naturellement via I’approximation numérique du flot de gradient associé :

up = 2 Au — A¥(A
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FIGURE 4.2 — Exemple de dé-bruitage d’image en utilisant A = I

Cette approche permet ainsi de retrouver la solution u du probléme inverse lorsque celle-ci est suffisam-
ment réguliére. Cependant, lorsque la solution u est réguliére par morceauzr, une telle méthode tend a lisser
les contours de u.

Dans cette section, nous allons introduire deux variantes qui permettent de régulariser la solution tout
en autorisant des discontinuités.

3.1 Approche de Perona-Malick

L’approche de Perona-Malik consiste a généraliser le flot précédent en considérant ’équation
up = &% div (c(|Vul*) Vu) — A*(Au — 2),

ou le coefficient de diffusion c est choisi afin de lisser uniquement les zones lisses et de préserver les contours.

Choix du coefficient de diffusion ¢

En pratique, les contours sont localisés dans les zones ot |Vu| >~ 00, et ’on souhaite donc fixer ¢ ~ 0 pour
ces zones, avec

lim ¢(s) = 0.

5§—00

Par ailleurs, les zones lisses correspondent a ||Vu| « 1, ce qui conduit & imposer

c(0) = 1.
Plus précisément, en introduisant la base locale (n,&) définie par n = % et £ = %, I'équation
précédente s’exprime sous la forme :
: 2 2 / 2 2,02, VU
div(e(|Vu|*)Vu) = c(|Vul?)Au + 2¢' (|Vu|?) | Vu|<{V u|vu|2,Vu>

= ¢(|Vul?) aggu + (c(|Vul?) + 2¢ (|Vul]?) | Vul?) (9,27,,11.
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En particulier, chercher a imposer
c(|Vul?) + 2¢ (|Vul?)|[Vul? = 0

permet de diffuser la solution u uniquement dans la direction orthogonale & son gradient, conservant ainsi
les contours. Cette idée conduit a rechercher ¢ comme solution de ’équation :

c(s?) + 2s%c (s*) = 0,

qui s’explicite sous la forme ¢(s) = 1/4/s. Malheureusement, cette solution n’est pas compatible avec les
conditions aux limites ¢(0) = 1 et ¢(o0) = 0. En pratique, on choisit :

Au final, I’équation de Perona-Malik s’écrit :

uy = €2 div (Vu) — A*(Au — 2).

VI+ |[VaP

Remarque : L’étude d’existence de ce type d’équation nécessite 1'utilisation de la théorie des opérateurs
monotones. La discrétisation numérique de ces équations n’est pas triviale, mais peut s’effectuer via des
schémas semi-implicites.

Reésolution numérique

L’objectif de cette partie est de proposer un schéma numérique simple et stable. Pour cela, on suppose
pour linstant que ¢ : Q — [0, 1]. On s’intéresse ainsi a I’équation

uy = 2 div (c(z)Vu) — (u— 2), avec 0 <c < 1.

Cette équation est variationnelle car elle peut étre obtenue comme le flot de gradient de ’énergie

52

1
Jew) = 5 L o@)|Vulda + 3lu 2|7,

A noter qu’une approche implicite conduira a la résolution d'un systéme linéaire avec un cott algorith-
mique élevé, alors qu'une approche totalement explicite soulévera des problémes de stabilité.

Un compromis consiste a introduire une approche semi-implicite basée sur le splitting convexe-concave
suivant de J; :

e? 2 1 5112
Je(u) = 5 Q|Vu\ d$+§Hu—zH

~~

Partie quadratique convexe

+ %L(c(z) —1)|Vul2dz.

Partie concave
En utilisant ce splitting et en traitant explicitement la partie concave, on obtient le schéma :

n+l _ . n

: 1) . = _vut]convexe(unJrl) - VU‘]COUCfWe(un)
t
1
= At S = 2) + div ((e(2) — DY),
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Ce schéma est équivalent a la minimisation implicite de la fonctionnelle
Je (u) = Jconvexe(u) + Jconcave<un> + <DJconcave(un)u u— un>7
ou la partie concave a été linéarisée. On vérifie ainsi naturellement que
Jo(u™*Y) < J.(u), et done Jo(u"tY) < J.(u™).
Dans le cas de I’équation de Perona-Malik, on utilise la méme approche avec un traitement explicite du
coefficient de diffusion c :
uhtl —gyn 1
— = Au™ 4+ = (U = 2) + div ((e(|[Vu"?) = 1) Vu™) .
t 9

La figure 4.3 présente un exemple d’implémentation Matlab d’un tel schéma numérique utilisé pour le
dé-bruitage d’image, comme illustré a la figure 4.4. On peut ainsi remarquer le succés de la méthode pour
dé-bruiter I'image tout en conservant des contours nets.

23 - c =@(s) 1./sgrt(l + s.72/10);

24 - [for i=1:T/dt,

25 — nabla ul = real(ifft2(2*pi*1i*K1l.*u_fourier));

26 - nabla u2 = real(ifft2(2¥pi*1i*K2.*u_fourier));

27 - c_poids = c(sgrt(nabla ul.”2 + nabla u2.72));

28 %%%%%%%%%%% div((c-1) \nabla u)

29 - Terme_explicite = -2¥pi*1i*K1.*fft2((c_poids-1).*nabla ul)...
30 - 2¥pi*1i*K2. *+fft2((c_poids-1) .*nabla_u2);

31 BT EE%EEE flot semi-implicite

SE|= u_fourier =(M.*(u_fourier + dt*I fourier - epsilon™2*dt*Terme_explicite ));
33 - u = real(ifft2(u_fourier));

34 - Lend

50 F

100f

200

2 il : 5 B 250
50 100 150 200 250 50 100 150 200 250

FIGURE 4.4 — Exemple de débruitage d’une image via I’approche de Perona-Malick

3.2 Fonctionnelle de Mumford-Shah

Une des difficultés de la méthode de Perona-Malik est que ’approche n’est pas variationnelle. L’idée de
la fonctionnelle de Mumford-Shah est d’introduire une variante variationnelle utilisant une régularisation
isotrope mais autorisant un ensemble de discontinuités K dans I'image.
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(a) Input image (b) Approximation

FIGURE 4.5 — Exemple de régularisation obtenue avec ’approche de Mumford Shah

Plus précisément, la fonctionnelle de Mumford-Shah s’écrit :

[e%

1
Fu,K) = =|u—2|% + —f |Vu|2da:+ﬁf ldo,
2 2 Jox K

ou l'ensemble K est aussi une variable de la fonctionnelle.

De nombreux travaux portent sur I’analyse de cette fonctionnelle, et certaines questions restent ouvertes,
comme la conjecture sur la régularité des minimisateurs qui suggére que si (u, K) est un minimiseur de F,
alors K est la réunion d’un nombre fini d’ensembles de classe C*!.

D’un point de vue numérique, cette approche souléve des difficultés, notamment sur la discrétisation de
la variable K. La méthode de champ de phase consiste par exemple a approximer F' & l'aide du modéle
elliptique suivant :

R o
Fouv) = Slu—zz+2 f 2| VulPdz
Q

ou € > 0 est un paramétre d’approximation.
Cette approximation est interprétée au sens de la I'-convergence, définie comme suit :

FoF s {Vu‘,3 — u, liminf F,(u;) = F(u),
Jue — u, limsup Fe(u:) < F(u).

L’intérét de cette notion est d’assurer qu’une suite minimisante de F. convergera vers un minimiseur de
F. En pratique, il suffit alors de déterminer un minimiseur de F; pour ¢ suffisamment petit pour obtenir une
bonne approximation d’un minimiseur de F'.

De plus, trouver un minimiseur de F. est plus simple, car la variable v correspond a une approximation
fonctionnelle de 'ensemble K et peut étre discrétisée classiquement.

Les figures 4.5 et 4.6 montrent des exemples de débruitage d’images obtenus dans les travaux de Pock et
al. & I’aide de cette fonctionnelle.
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FIGURE 4.6 — Exemple de régularisation obtenue avec 'approche de Mumford Shah avec a gauche ’approxi-
mation v de K
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Chapitre 5

Régularisation TV

Dans cette partie, nous nous intéressons a l'utilisation d’une régularisation T'V (variation totale) en
minimisant une énergie de la forme

1
T(w) = glAu=21 +< | [Vujds

ou le paramétre ¢ est un parameétre de régularisation. L'intérét est de régulariser la solution tout en autorisant
des ensembles de discontinuités, comme le font déja les méthodes de Perona-Malik et de Mumford-Shah, mais
en proposant ici un cadre variationnel simple.

La minimisation pourrait naturellement s’effectuer dans I'espace {u; Au € F, Vu € L'(2)}, mais I'incon-
vénient est que I'espace de Sobolev

wWhi(Q) = {ue L'(Q); Vue L}(Q)}

n’est pas réflexif et ne contient pas les fonctions qui admettent des sauts.
L’idée est donc de considérer ’espace BV dans lequel les gradients sont des mesures.

1 Espace de minimisation BV

L’idée est tout d’abord d’introduire la norme TV comme l'extension de la norme {, [Vu|dz dans le cas
de fonctions u dont le gradient n’est pas dans L' () :

1.1 Variation totale

TV (u) = J;) |Du| = sup {fgudiv(p) dr; pe CHOLRYM), |Iple < 1} .
P

En particulier, si u e W(Q) alors

f Dl :f IVuldz.
Q Q

Il suffit d’utiliser p. = —Ig—,“u‘ * P, OU pe est un noyau régularisant, pour obtenir

J udiv(pe) doz = ff Vu - pede — J |Vu|dz.
Q Q Q
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D’un autre coté, si u = xg est la fonction caractéristigue d'un ensemble régulier E, alors la norme TV
de u correspond au périmétre de E :

f |Du| = Per(E) = f 1do(x).
Q OB
En effet, on a
[ 10u = sup{ [ waivipyazs pe c2om), e <1},
Q r U

avec

fQudiv(p) do JEdiv(p) do — J p-ndo(z).

oE
En choisissant pour p un prolongement régulier de la normale n a ’ensemble F, on en déduit

f p-ndo(z) = Per(E).

oF

Par exemple, en dimension 1D, avec u = sign(z), alors Du = 2§ et §|Du| = 2.

Proposition 5.1 (Semi-continuité inférieure)

L’application u — § |Dul| est semi-continue inférieure pour la topologie L*(9).

Démonstration : Soit ux — u dans L'(Q). Alors, pour tout ¢ € C1(Q,R) avec || < 1, on a
J ug div(p) doz — f udiv(p) dz, et J ug div(p) dz < J | Dug|.
Q Q Q Q
En passant & la limite inférieure, on obtient

J udiv(yp) dz < liminff | Dug).
Q Q

k—o0

En prenant le supremum sur tous les ¢ admissibles, on en déduit

f |Du| < liminff | Dugl,
Q k=0 Jo

ce qui conclut la preuve. |

1.2 Espace BV et propriétés

L’espace BV () est 'espace de Banach composé de fonctions a variation bornée et muni de la norme
el = fulos + | 1Dul.

Proposition 5.2 (Approzimation réguliére)

Pour tout u € BV (Q), il existe une suite (up) < C* () telle que

up, — u dans L' (Q) et J |Vup|dx HJ | Du.
Q Q

Proposition 5.3 (Compacité)

| Soit 2 un ouvert borné  frontiere Lipschitzienne et {uy}r < BV (Q) une suite telle que supy, §, | Dug| < 0.
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Alors, il existe une sous-suite (non relabelée) et u € L' () tels que

ug, — u dans L' ().

Proposition 5.4 (Formule de la coaire)
Soit uw e BV (). Alors,

L |Du| = JR Per({u > s})ds,

et plus généralement, pour toute fonction g,

L o(2)| Duldz JR Uu o(2) da(m)] ds.

Démonstration: Supposons u = 0 pour simplifier. Pour ¢ > 0, posons

1 siu(x) >t

0 sinon.

E,={zeQ:ux)=t}, xgl(z)= {

On peut écrire

u(z) = fuu:) 1dt = jw XE; (z) dt.

0 0

Ainsi,
J |Du| = sup {J udiv(ep) dx}
Q ¢ Ua
Q0
= sup {J j XE; (z) div(ep) dt d:r}
e Walo
00
= sup {f J div(p) dz dt}
e o JE,
Q0
= J Per(Et) dt,
0
ce qui conclut la preuve. [ |

1.3 Reégularisation 7'V : existence et unicité de solution

Comme nous ’avons expliqué dans l'introduction, la régularisation TV de notre probléme inverse revient
4 minimiser ’énergie

1
Je(u) = §HAU — 3%+ sfg |Vu|dz.

Existence de solution

L’existence s’obtient naturellement en utilisant la méthode directe du calcul des variations. Soit (ug)k
une suite minimisante de J.. D’aprés le résultat de compacité dans BV (€2), il existe une sous-suite (non
relabelée) et u* € L'(Q) telle que

up — u*  dans L'(Q).

De plus, la semi-continuité inférieure de .J. pour la topologie L' implique alors que

Jo(u*) < liminf J, (uyg),
k—o0
et donc u* est bien solution du probléme de minimisation.
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Unicité

L’équation d’Euler associée a J. s’écrit

A*A(u — 2) — ediv <|§Z> =0,

sous ’hypothése que |Vul| # 0.
Comme pour la régularisation H', I'unicité de la solution nécessite que le noyau de A ne contienne pas
les constantes.

2 Discrétisations numériques : premiéres méthodes

La discrétisation numérique de ce probléme de minimisation pose un certain nombre de difficultés, car le
terme T'V n’est pas différentiable. Une approche explicite peut donc s’avérer délicate, et il est souvent plus
efficace d’adopter une approche duale ou primal-dual.

Régularisation du terme TV

La premiére idée consiste a régulariser le terme TV [U+202F] :

f | Du| ~ J VIVu|?2 + 62 dx =TV (u),
Q Q
dont le gradient est donné par

VIVul? + o2

L’avantage est que ce terme est maintenant bien défini et correspond & une régularisation de type Perona-
Malick avec un coefficient de diffusion

VTV (u) = —div (V“> .

1

c(8) = —.
(s) \Vs2 + o2
La figure 5.1 présente un code Matlab d’une telle implémentation appliquée au débruitage d’une image,
et les résultats numériques sont illustrés a la figure 2.

BB Be e s e eeese cotimation du terme div( c(|nabla u|) - 1) nabla
u fourier = fft2(u);
gradul = real(ifft2(2*1i*pi*K1.*u _fourier));

graduZ real (1fft2(2*1i*pi+*K2.*u fourier));

Norm_grad = (gradul.”2 + gradu2.”2);

poids = 1./sgrt(Norm_grad + sigma™2) - 1/sigma;

coef = real (1fft2(2*1i*pi*K1.*fft2(poids.*gradul) + 2¥1i*pi*K2.*fft2(poids.*gradu2)));

u= 1ifft2( 1./(1 - dt*Delta*l/sigma + dt/epsilon™2).*(fft2(u + dt/epsilon™2*I + dt*(coef))));

FIGURE 5.1 — Exemple de script Matlab qui implémente une approche Perona-Malick du terme TV régu-
larisé.

2.1 Approche de Rudin-Osher-Fatemi

Une autre technique de discrétisation, proposée par Rudin-Osher-Fatemi, consiste & introduire le schéma
explicite suivant [U+202F] :

1,n 2,mn
A ul L A2 AL ull

\/(Ai_uZ)Q + m(AZul, AZul)? \/(A?,_UZ)Q +m(ALul, ALun)?

ij 2= i 2 =g

n+l _ . n 1
T =g+ I AN
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FIGURE 5.2 — Tllustration numérique du débruitage obtenu a partir d’une régularisation du terme TV

ou
sign(a) + sign(b)

Uikl = Wij A1, Wig T Wil
9 ’ - 7 Uiy = ———

h ’ h ’
2 Uij+1 — Uiy 2 Uj,j — Ujj—1
Mgy = =5, Aluyy = =5
L’intérét du terme m est de choisir le bon sens de diffusion, ce qui permet d’obtenir un schéma numérique
efficace et stable sous la condition naturelle de stabilité §, < C/h?.
Les figures 5.3 et 5.4 présentent un exemple d’implémentation Matlab de la discrétisation de Rudin-
Osher-Fatemi et son utilisation pour débruiter une image bruitée.

m(a,b) = min(|al, |b]) Aiuij =

I p=[2:N,1]; T.m = [N,1:N-1];
m= @x,y) ((sign(x) + sign(y))/2).*min(abs(x),abs(y));
for i=1:T/dt,

gradl up = (u(l_p,:) - u(:,:))/h; gradZ_u_p (u:,I_p) - ul:,:)/h;

gradl u_m (u:,:) - w(I_m,:))/h; grad2_u_m (ul:,:) - ul:,I_m))/h;

templ = gradl_u_p./sqrt(gradl_u p.”2 + m(grad?_u p,grad2_u_m)."2);

temp2 = grad2 u p./sqrt(gradz u p.”2 + m(gradl u p,gradl u m)."2);

u=u+ dt¥( (templ - templ(I_m,:))/h + (temp2 - temp2(:,I_m))/h) - dt/epsilon™2*(u - I);

FI1GURE 5.3 — Exemple de script Matlab qui implémente la discrétisation de Rudin-Osher-Fatemi.

2.2 Relaxation du terme TV

On rappelle que I'on souhaite ici minimiser la fonctionnelle
1 £\2
Jw)=— | (u—2)*dx + | |Dul.
2e Q Q

_ Le terme TV posant des difficultés, I'idée de la méthode de relaxation consiste a introduire la fonctionnelle
J définie par

J(u, @) = % Ll(u —2)%dx + Lz udiv(y) dz,

oll ¢ est un champ de vecteurs supposé C.
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FIGURE 5.4 — Illustration numérique du débruitage obtenu a partir de la discrétisation de Rudin-Osher-
Fatemi.

Le terme de relaxation vient du fait que

J(u) = sup J(u, ).
PECLQRD), |plo <1

L’estimation du gradient de J montre que

Vod(u,p) = —Vu,

et conduit ainsi & I'équation d’Euler suivante :

u* =z — ediv(e®).

Avec une initialisation )
0 0 Vz
u- =z ¢ = _W7
on peut utiliser une approche par splitting alternée :
{u”“ = 2 —ediv(p"),

n+l _ n _ n+1\ _ " —TVunt!
¥ - P{‘Sﬂ|oc<1} (<‘0 TVu ) T max(|e"—TVunti]1)"

Ce schéma est trés proche de ’approche duale proposée par Chambolle, bien que la preuve de convergence
et la condition de stabilité ne soient pas triviales.

Les figures 5.5 et 5.6 présentent un exemple d’implémentation Matlab de ce flot de gradient relaxé et
son utilisation pour débruiter une image bruitée.

Pour la discrétisation spatiale, on utilise :

(Uz’ 1,j*ui,j)/h : _ Q1(i’j)_q1(i_1’j) q2(ia.j)_q2(ivj_1)
(vu)z.] = ((ui,—;Jrl _ u@j)/h) ) le(Q)ij - h + h .
3 Approche duale et algorithme de Chambolle

L’objectif de cette section est d’introduire I'algorithme de Chambolle en effectuant le lien entre la tech-
nique de relaxation et la minimisation duale de la variation totale.
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r
| clear alljcif;

| T = phantom(278);colormap(’jet’);
I =1+ 0.05*randn(size(I));
YA bkt
I_p = [2:N,1]; I_m = [N,1:N-1]; h = 1/N; epsilon = 0.02; dt = (h/2/epsilon)~2;
u = 1I; ql = zeros(N,N); g2 = zeros(N,N);

for i=1:20,

ql = q1 - dt*(u(I_p,:) - w/h;

q2 = g2 - dtx(u(:,I_p) - u)/h;

%% Approche relaxation explicite Dual WAAAA%4L

OO~NOIPWN-

10 norm_q = sqrt(ql.~2 + q2.72);

11 ql = qi./max(1,norm_q);

12 q2 = q2./max(1,norm_q) ;

13 u =T - epsilon~2+((ql - q1(I_m,:))/h + (q2 - q2(:,I_m))/h);
14 if (mod(i,10)==1)

15 subplot(1,2,1); imagesc(I); axis square

16 subplot(1,2,2); imagesc(u); axis square

17 pause(0.01)

18 end

FIGURE 5.5 — Exemple de script Matlab qui implémente la discrétisation de la version relaxée du terme
TV.

50 50
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50 100 150 200 250 50 100 150 200 250

FIGURE 5.6 — [llustration numérique du débruitage obtenu & partir de la discrétisation de la version relaxée.
du terme TV
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3.1 Transformée de Legendre-Fenchel

Soit X un espace de Hilbert et f : X — R u {+o0}. La transformée de Legendre-Fenchel de f, notée f*,
est définie pour tout g € X par

f*(q) = sup {{g,z) — f(x)}.
zeX

En particulier, f* est convexe et semi-continue-inférieurement car, d’aprés sa définition, elle s’obtient
comme le supremum d’applications linéaires. Les fonctions f et f* vérifient de plus I'inégalité de Fenchel :

f(@) + f*(q) = <z, q),

ou l'inégalité est atteinte pour g € df(z).
La transformée de Legendre-Fenchel de f*, notée f**, vérifie également :

[**(z) = sup{a(z) ; a est un minorant affine de f}.

En particulier, f** < f et f** = f si f est convexe.

Exemple 8: Dans le cas o f est une parabole

la transformée f* est définie par
s 1 5112
fH(q) = sup {<u, @) — o Ju— 27
u
L’équation d’Euler de ce probléme d’optimisation montre que

1
q—x(u*—é)z() = u*=\g+ 2

On en déduit alors :
A .
7*(a) = Slal + 0,2,

Exemple 9: Pour la norme TV, f(u) = {, |Du|, I'expression est également explicite. En utilisant la formu-
lation relaxée :

flu) = sup JQudiV(f) dx = sup {u,v),

EeCL(QRY), €< veKrv

ou
Kry = {div(§); € € C2(Q,RY), €] < 1}

On montre alors que

veKy 400 sinon.

() = sup {<u,q> — sup <u’v>} _ {0 sige Kry,
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3.2 Probléme dual de la minimisation TV

Le probléme de minimisation de J, out

s’exprime sous la forme
: 1 S12
argmin J(u) = argmin{ —|u — 2|* + | |Dul|
1
i o (w110
u q

ou TV*(q) est la transformée de Legendre-Fenchel de TV
L’équation d’Euler montre que

La solution duale ¢* s’obtient alors en résolvant
* 1 2 /s * Los 2 1o *
o = angmax { I+ G = Age0) = TVH@) | = argma {512 = Mal? = g lafP - TV¥@)
En pratique, cette solution correspond & la projection de Z/A sur I'ensemble K7y, c’est-a-dire
q* = Prry (2/N),
ot Ky = {div(€); € € CHQ,RY), [¢]o < 1),

3.3 Algorithme de Chambolle

L’algorithme de Chambolle permet de déterminer la solution u* du probléme de minimisation TV en
résolvant le probléme dual suivant :

22

2 el <1y,

3 el }
* %

u® =2 —\g*, avec ¢* = div(p*).

p* = argmin
%)

div(yp) —

La solution u* s’obtient ensuite via

L’équation d’Euler associée & ce probléme d’optimisation en ¢ s’écrit
—V(div(p) — 2/A) + ap =0,
ou « est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte || < 1, défini par

{a(x) >0, sila contrainte est active en x : |p(z)| = 1,

a(x) =0, sila contrainte est inactive en z : |o(x)| < 1.
En pratique, a peut s’exprimer comme
a(z) = }V(div(g)) - 2/)\)|
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L’idée de l'algorithme de Chambolle est alors d’utiliser le schéma d’Euler semi-implicite :
"t ="+ 7 (V(div(e™) — 2/X) — [V (div(e™) — 2/A)|¢"t)
qui se réécrit de maniére explicite :

n+l _ QOn + TV(le((pn) — é/A) B (Pn . TVu”/)\
B 1+T‘V(div(<p”) —2/)\)‘ T 11— 7|[Vur|/N

u =2 — X\ div(e").
Proposition 5.5

SiT < L, alors )\ div(p™) converge vers P.... (3/)\), otl k correspond a la norme de lopérateur divergence
K27 TV 7 b
bornée en dimension finie :

| div(n)| < &l

Démonstration: La preuve repose sur la décroissance de 1’énergie

2

= . z
J(p) = |div(p) — 1
le long des itérations, c’est-a-dire J(@" 1) < J(o").
Posons "
g &
T
On a alors
J(p™t) = (") + 27¢div(n), div(e™) — 2/X) + 7| div(n)
< J(@") =7 (200, V(div(p") = 2/A)) — &*7n]*) ,
avec

n=V(div(e") = 2/A) —p, p=|V(div(e") = 2/A)|¢" .
On en déduit que

20, V(div(e") = 2/A)) = w70 = (1 = &*7) 0] + (|V(div(e™) = 2/2) — []).

Comme ] .
ntl _ " + 7V (div(e™) — 2/N)
1+ 7|V (div(e™) — 2/N)|’

on obtient |" | < 1 et |p| < |V(div(e™) — 2/A)|, ce qui implique finalement

T < J(e") = (1 =& 7).

L’énergie J décroit donc jusqu’a 7 = 0, c’est-a-dire lorsque "' — @™ = 0. On en déduit P'existence de
©* tel que @™ — ©*, qui satisfait
« _ "+ 7V(div(e®) — 2/N)

YT TV (div(e®) — 20|
ou encore
V(div(p*) — 2/A) — [V(div(e*) — 2/A)] o* = 0,
ce qui correspond a I’équation d’Euler du probléme dual. |
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Chapitre 6

Approche ISTA-FISTA

Dans ce chapitre, nous nous intéressons & la minimisation d’une fonctionnelle

F(z) = f(z) + g(z),
olt f est convexe et de classe C11, c’est-a-dire |V f(z) — Vf(y)| < L(f)||z — yl|, et g est convexe mais non
lisse.
Pour résoudre ce probléme, on utilise une méthode de descente avec un traitement explicite pour f et
implicite pour g :

. 1
Tp1 = Prox,¢(z — 7V f(z1)), ou Proxy(y) = arg min {230 —y)* + g(m)} )
x

Cet algorithme, appelé ISTA, converge relativement lentement en pratique. L’objectif de ce chapitre est
de démontrer sa convergence et de proposer une version accélérée en introduisant un terme d’inertie.

Exemple 10: Le cas du probléme inverse avec la transformée de Radon et une régularisation TV correspond
a utiliser pour les fonctions f et g :

F0) = IR0 = gl g() = [ 1Dl

L’estimation du gradient de f s’effectue avec la transformée de Radon adjointe, et le proximal de la norme
TV s’approche a l'aide de 'algorithme de Chambolle.

Exemple 11 : Une régularisation par parcimonie £ correspond a utiliser g(x) = €|z||;, dont le proximal est
explicite :
Prox. |4, (y) = sign(y) - max(0, |y| — €).

1 Algorithme ISTA

L’algorithme de gradient semi-implicite présenté ci-dessus peut également s’exprimer sous la forme
Tpi1 = Pr(ze) = argmin{Q(z, xx)},
x

ou
Quley) = ) + e~ 1. VW) + Zla — ol + g(z).

Nous allons montrer la proposition suivante, qui établit la décroissance de F' au cours des itérations.
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Remarque 12: On rappelle qu'un traitement explicite d’une partie de F revient & linéariser cette partie
autour de xg.

Proposition 6.1

Soit x* une solution du probléme de minimisation. Alors

L|zo — z*|?

Démonstration: Tout d’abord, on rappelle que les hypothéses de convexité et de régularité sur f et g impliquent

f@) <fy)+<{Vfw,z—y+ 5z —yl?
g(z) =gly) +{vy), -y, ~(y) € og(y)-

Ainsi, on montre facilement que

F(PL(y) = [f(Puly)+9(PL(y))
F) +(VIW), Puly) — ) + SIPL() ~ ylP + 9(Pe(w)
Qu(PL(y).).

A

N

L’équation d’Euler du probléme d’optimalité z = Pr(y) montre de plus que

Vi(y) + L(z —y) +(y) =0,

ot y(y) € 0g(z) est un sous-gradient de g en z = Pr(y). Avec la convexité de g, on a

9(x) = g(Pr(y)) + (v(y), = — Pr(y))-
Montrons que si F(Py(y)) < Qr(Pw(y), y), alors
F(@) = F(P()) > Z1Pu) — ol + KCPL(y) — 9, — 2.
En effet,
A = F(z)-F(PL(y) = F(z) - Qr(Pr(y),y)
@)+ 960 = () + VTP = >+ FIPL) oI + (P )

\%

\%

VI +vW),z — Pu(y)) — gI\PL(y) —y|?

Ly~ Poly). @ — Pu(v)) — 21 Po(y) — ol

\%

\%

L
Ly = Pu(y), = —y) + 5 | Pr(y) — v
On applique cette inégalité avec z = z* et y = z, :

F@*) = Flenn) > =t —@al® + Len — @20 — %)

=
L
> 5 (o = = fan — ).

On peut de plus montrer que
L 2
F(zn) = F(zn+1) 2 Slents — 2l
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FIGURE 6.1 — Exemple de transformée de Radon d’une image sparse ; & gauche I'image, au centre, la trans-
formée de Radon limité & trois orientation seulement, a droite, la reconstruction obtenue avec la méthode

des moindres carrés sans régularisation

20 . 20 . 20

60 3 3 60 60

100 - 100 - 100
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FIGURE 6.2 — Exemple de transformée de Radon d’une image sparse avec une régularisation pénalisant la

norme ¢! de I'image : recontrcution obtenue aprés 1, 10 et 100 itérations

et par sommation sur n, on obtient

k—1
T (Fla) = F(@®) < fa* —2of® = ¥ = zu]* = )] nllenrs — zal?

n=0
< = ol
On obtient donc la borne désirée :
* H2

L _
F(zx) — F(z*) < ”"’”OT:”

2 Applications numériques

2.1 Cas d’une image sparse

Le premier exemple présenté a la figure 6.1 montre une reconstruction obtenue avec la méthode des
moindres carrés sans régularisation, dans le cas d’une image sparse et d’une transformée de Radon limitée
a seulement 3 angles. On remarquera que la reconstruction obtenue ne permet pas d’identifier correctement
I'image de départ. La figure 6.2 montre, de plus, les reconstructions obtenues en appliquant l’algorithme

ISTA avec une pénalisation ¢! :

1
F(z) = 5| Rlz] = I* + el ]
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FIGURE 6.3 — Exemple de transformée de Radon d’une image constante par morceaux dans le cas d’un
échantillonage grossier de la variable d’orientation 6 ; & gauche 'image, au centre, la transformée de Radon
, & droite, la reconstruction obtenue avec la méthode des moindres carrés sans régularisation

FIGURE 6.4 — Cas de la transformée de Radon d’une image constante morceaux dans le cas d’une discrétisa-
tion grossiére de la variable d’orientation ; reconstructions obtenues avec une régularisation TV en appliquant
I’algorithme ISTA aprés 50, 100,1000 et 5000 itérations

2.2 Cas d’une image réguliére par morceaux

Un deuxiéme exemple concerne le cas d’une image constante par morceaux ou, la encore, la transformée
de Radon est discrétisée avec un échantillonnage limité a 2° orientations. La figure 6.3 présente I'image, sa
transformée de Radon et la reconstruction obtenue par la méthode des moindres carrés sans régularisation.
La figure 6.4 montre des exemples de reconstructions obtenues en appliquant I’algorithme ISTA avec une
régularisation TV. En particulier, on remarque que la régularisation TV permet de retrouver une bonne
estimation de I'image initiale, mais nécessite cependant un grand nombre d’itérations.

2.3 Algorithme FISTA

On rappelle que 'algorithme ISTA, qui s’explicite sous la forme
Tr1 = Pr(zp),
n’a une vitesse de convergence en 1/k seulement :
F(xy) — F(z*) = O(1/k).

Beck et Teboulle ont alors proposé d’utiliser I'accélération de Nesterov pour gagner en efficacité, en considé-

rant l'algorithme suivant :
vy = Pr(yx),
1+4/144t2
lhy1 = —5—,
tr—1
trt1

Yk+1 = T + (T — T—1)-
Cette stratégie leur a permis d’améliorer la vitesse de convergence, en démontrant que

F(zp) — F(z*) = O(1/k%).
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FIGURE 6.5 — Cas de la transformée de Radon d’une image constante morceaux dans le cas d’une discrétisa-
tion grossiére de la variable d’orientation ; reconstructions obtenues avec une régularisation TV en appliquant
lalgorithme FISTA avec respectivement 50, 100 et 200 itérations

Ce résultat est également trés visible numériquement. En reprenant le cadre de 'expérience présentée a
la figure 6.4, 'utilisation de 'algorithme FISTA permet d’obtenir une bonne reconstruction avec seulement
200 itérations, au lieu de 5000 pour ’algorithme ISTA. La figure 6.5 présente les reconstructions obtenues
apres 50, 100 et 200 itérations.
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