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LINÉARISATION DES PERTURBATIONS
HOLOMORPHES DES ROTATIONS ET APPLICATIONS

Emmanuel Risler

Résumé. — Ce travail est consacré à l'étude de la dynamique des applications ho-
lomorphes proches d'une rotation dans un anneau, et en particulier au problème de
la linéarisation de ces applications, c'est-à-dire la possibilité ou non de les conjuguer
holomorphiquement à des rotations.

Soit F une application holomorphe sur un anneau ouvert A de C, et holomorphique-
ment conjuguée sur A à une rotation irrationnelle Ray : z \-^ e^^z, ao ç. (R\Q)/Z.
Supposons que F soit plongée dans une famille (F\)À(EA d'applications holomorphes
sur A, dépendant holomorphiquement d'un paramètre A qui varie dans un ouvert A
de C", avec F = Fxo, \o ç A.

Pour a e C/Z, notons Aa l'ensemble des A e A tels que l'application F\ soit
holomorphiquement conjuguée à l'application Ra : z i-̂  e2i7^az sur un sous-anneau de
A.

Si ao vérifie une certaine condition arithmétique de non-résonance (la condition de
Bruno), on montre les résultats suivants :

1) L'ensemble A^o (qui contient Ao) définit au voisinage de Ao une sous-variété
analytique complexe de codimension 1 de A (autrement dit, la condition d'être holo-
morphiquement conjuguée à Rao est une condition de codimension 1). La condition
de Bruno est optimale pour ce résultat.

2) Plus généralement, pour tout a ç C/Z (non nécessairement réel) assez proche de
ao, et satisfaisant à une condition de non-résonance analogue à la condition de Bruno
(pour les a réels, il s'agit d'une condition de Bruno uniforme), on a la même propriété :
l'ensemble Ao, définit, au voisinage de Ao, une sous-variété analytique complexe (non
vide) de codimension 1 de A.

On obtient ainsi un feuilletage partiel d'un voisinage de Ao dans A par des sous-
variétés analytiques de codimension 1. On montre que la correspondance A »—)- a,
définie sur ce feuilletage partiel, est régulière (C700) au sens de Whitney.

Les résultats relatifs aux a réels sont principalement basés sur une construction de
renormalisation de la dynamique des applications considérées, formellement analogue
à celle introduite par J.-C. Yoccoz pour étudier le problème de Siegel ([18]), mais
techniquement plus délicate ; en effet, on a besoin ici de renormaliser simultanément
toute une famille analytiquement paramétrée d'applications, ce qui rend nécessaire
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l'utilisation de techniques d'analyse de plusieurs variables complexes (en particulier
la résolution d'un problème 5, par la méthode des estimées L2 de Hôrmander).

L'extension aux a complexes est une conséquence géométrique des résultats relatifs
aux a réels, et la propriété de régularité au sens de Whitney se déduit de cette
extension par des estimées de fonctions analytiques.

À la fin de l'article, on décrit certaines conséquences de ces résultats pour les do-
maines singuliers de rotation (disques de Siegel et anneaux de Herman) des fractions
rationnelles sur la sphère de Riemann. Si R est une fraction rationnelle qui admet
un anneau de Herman (ou un disque de Siegel) dont le nombre de rotation vérifie la
condition de Bruno, alors on retrouve le feuilletage partiel décrit ci-dessus au voisi-
nage de R dans l'espace des fractions rationnelles de même degré (dans le cas d'un
disque de Siegel, ce feuilletage correspond simplement aux ensembles de niveau du
multiplicateur du point fixe ou périodique correspondant au centre du disque). On
définit globalement les feuilles correspondant aux disques de Siegel et aux anneaux de
Herman, et on montre (toujours sous la condition de Bruno) que disques et anneaux
dépendent continûment (pour une topologie adéquate) de la fraction rationnelle sur
ces feuilles.

Abstract (Linearization of holomorphic perturbations of rotations and applications)
This work is devoted to thé study of thé dynamics of holomorphic maps which are

close to a rotation in an annulus, and in particular thé linearization problem, i.e. thé
problem of holomorphically conjugating thèse maps to rotations.

Take a holomorphic map F on an open annulus A of C, F being holomorphically
conjugated on A to an irrational rotation Rao '' z '-̂  e2^00^, ao C (R\ Q)Z. Suppose
that F is embedded in a family (F\)\ç\ of holomorphic maps on A, depending ho-
lomorphically on a parameter A which varies in an open set A of C71, with F = F\Q^
\o eA.

For a ç C/Z, dénote by Ao; thé set of A € A for which thé map F\ is holomorphi-
cally conjugated to thé map Ra : z ̂  e21^'noiz on a sub-annulus of A.

If ao satisfies a certain arithmetic non-résonance condition (thé Bruno condition),
we prove thé following results :

1) In a neighborhood of Ao, thé set Aao (which contains ao) defines a one-codimen-
sional complex analytic submanifold of A (roughiy speaking, thé condition of being
holomorphically conjugated to R^ is a one-codimensional condition). Thé Bruno
condition is optimal for this resuit.

2) More generally, for any a in C/Z sufficiently close to ao (a not necessarily real),
and satisfying a non-résonance condition which is analogous to thé Bruno condition
(for real a, it is a uniform Bruno condition), we hâve thé same property : in a neigh-
borhood of Ao, thé set Ao; defines a one-codimensional (non-empty) complex-analytic
submanifold of A.

This way we obtain a partial foliation of a neighborhood of Ao in A by one-
codimensional complex-analytic submanifolds. We prove that thé correspondence A ̂
a, defined on this partial foliation, is regular (C00) in thé sensé of Whitney.

Thé results for real a are mainly based on a construction of renormalization of thé
dynamics of thé considered maps, formally analogous to thé one introduced by J.-C.
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Yoccoz to study thé Siegel problem ([18]), but technically more délicate ; indeed, hère
we hâve to simultaneousiy renormalize a whole analytically parametrized family of
maps, which requires thé use of several complex variables techniques (in particular
thé resolution of a (9-problem, by Hôrmander's method of Z^-estimates).

Thé extension to complex a is a geometrical conséquence of thé results for real
a, and thé regularity property in thé sensé of Whitney follows from this extension
through estimâtes for analytic functions.

At thé end of thé paper, we describe certain conséquences of thèse results on
singular rotation domains (Siegel dises and Herman rings) of rational maps on thé
Riemann sphère. If R is a rational map admitting a Herman ring (or a Siegel dise)
whose rotation number satisfies thé Bruno condition, then we again find thé above
described partial foliation in a neighborhood of R in thé space of rational maps of
fixed degree (in thé case of a Siegel dise, this foliation simply corresponds to thé
level sets of thé multiplier of thé fixed or periodic point corresponding to thé center
of thé dise). We globally define thé sheets corresponding to Siegel dises and Herman
rings, and we show (still under thé Bruno condition) that dises and rings continuousiy
dépend (for a suitable topology) on thé rational map on thèse sheets.
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INTRODUCTION

0.1. Introduction

On note C/Z le quotient de C par les translations entières et TT : C —^ C/Z la
projection canonique. Pour A > 0, posons : BA = [z G C | | ïmz\ < A} et : AA =
TT(BA). Notons ^(A) l'ensemble des applications : BA —^ C, qui sont holomorphes
sur BA et qui commutent avec les translations entières.

Pour a ç C, notons Ta la translation : z i-)- z + a.
Au cours de cet article, le terme analytique signifiera toujours, sauf spécification

contraire, analytique complexe.

DÉFINITION. — Soient F ç P(A) et a G R. On dira que F est analytiquement
conjuguée à la translation Ta s'il existe A' > 0 (A' < A) et une application H ç
^(A'), injective sur BA/, vérifiant : H(B^) C BA, et telle qu'on ait :

F o H ( z ) =H(z+a), z ç B ^ .

Le principal objectif de ce travail est d'étudier cette notion de conjugaison pour
des applications de ^(A) proches de translations (donc relevées d'applications proches
de rotations, d'où le terme «perturbations holomorphes de rotations»). Nous avons
choisi par commodité de nous placer presque toujours dans le revêtement C de C/Z
plutôt que dans C/Z.

DÉFINITION. — On appellera domaine de linéarisation pour une application F e
P(A) tout ensemble A C BA ouvert, connexe, simplement connexe, Z-périodique, et
invariant par F, c'est-à-dire vérifiant : F(A) C A.

Si une application F ç. ^(A) admet un domaine de linéarisation A, et si / désigne
l'application : AA —^ C dont F est un relevé par TT, alors 7r(A) est un anneau ouvert,
séparant les deux bouts de C/Z, et /(7r(A)) C 7r(A). Toute représentation conforme de
7r(A) dans un anneau standard conjugue alors / à une rotation pure. En particulier,
/(7r(A)) = 7r(A), F(A) = A, et F est analytiquement conjuguée à une translation
réelle (au sens de la définition ci-dessus). Il est donc équivalent, pour une application
F e P(A), d'être analytiquement conjuguée à une translation réelle, ou d'admettre
un domaine de linéarisation. On dira, lorsqu'on est dans ce cas, que F est linéarisable.
Il existe alors un domaine de linéarisation maximal (pour l'inclusion), et le vecteur a
(réel) de la translation à laquelle F est analytiquement conjuguée est défini de manière
unique.



2 INTRODUCTION

Posons : T1 = R/Z, et notons 2^(T1) l'ensemble des relevés à R des diffëo-
morphismes R-analytiques du cercle préservant l'orientation (c'est-à-dire l'ensemble
des difféomorphismes R-analytiques de R qui commutent avec les translations en-
tières). Remarquons que toute application F ç D^ÇT1) s'étend en une application
holomorphe sur un voisinage Z-périodique de R dans C, et définit donc un élément
de ^(A), pour A > 0 suffisamment petit (la classe des applications de 'P(A), A > 0,
est donc plus large que celle des relevés de difféomorphismes analytiques du cercle).
À tout F ç D^ÇT1) est associé un «nombre de rotation» dans R, que l'on note p(F).
Une application F ç D^fT1) est dite « analytiquement linéarisable» si F est conju-
guée à la translation T^p} par une application conjugante R-analytique (appartenant
elle-même à 27^ (T1)). La notion de linéarisabilité définie plus haut pour les applica-
tions de ^(A) prolonge naturellement cette notion de linéarisabilité analytique pour
les difféomorphismes analytiques du cercle.

L'objectif de ce travail est d'étudier, d'unifier, et d'appliquer un certain nombre
de résultats connus sur la linéarisabilité analytique des difféomorphismes analytiques
du cercle et des applications de ^(A). Tous les résultats seront de nature locale
(c'est-à-dire que les applications considérées seront toujours proches de translations)
et dépendront fortement des propriétés arithmétiques (petits diviseurs) du nombre
de rotation. Dans les rappels historiques qui vont suivre, nous nous bornerons à ne
mentionner que des résultats de nature locale.

Les premiers résultats concernant la linéarisabilité des difféomorphismes analy-
tiques du cercle sont dus à Arnold ([2], 1965), qui a démontré que, si a satisfait à la
condition diophantienne DC\ (c'est-à-dire s'il existe 7 > 0 tel que, pour tout p / q G Q,
on ait : \0i—p/q\ > 7/|ç|3) alors tout difféomorphisme analytique du cercle de nombre
de rotation a et suffisamment proche de Ta est analytiquement conjugué à Ta (un
résultat analogue en classe différentiable a été obtenu à la même époque par Moser).
La démonstration d'Arnold est basée sur la méthode de Newton, c'est-à-dire sur une
construction de la conjugaison par approximations successives, grâce à des solutions
de l'équation linéarisée.

Un problème analogue à celui de la linéarisabilité analytique des difféomorphismes
analytiques du cercle est celui de la linéarisabilité des germes d'applications holo-
morphes au voisinage d'un point fixe indifférent dans C, le fameux problème de Sie-
gel. C. L. Siegel a démontré ([16], 1942) que si a vérifie une condition diophantienne,
alors tout germe d'application holomorphe au voisinage d'un point fixe de multiplica-
teur e2^0 est linéarisable. A. D. Bruno a amélioré ([4], 1971) ce résultat en montrant
qu'une condition suffisante pour avoir toujours linéarisabilité s'écrit :

E
k=0

loggfc+i .
——————— < 00,

Qk
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0.1. INTRODUCTION 3

où (qk)keN désigne la suite des réduites du développement en fraction continue de a.
Cette condition, connue sous le nom de condition de Bruno, apparaît comme la condi-
tion arithmétique naturelle et optimale pour les problèmes locaux de linéarisabilité
analytique en dimension 1 ; c'est sous cette condition que nous allons nous placer tout
au long de cet article.

H. Rùssmann a généralisé ([14], 1972) le théorème local d'Arnold (énoncé ci-dessus)
en affaiblissant la condition arithmétique portant sur a. Dans cet article, il établit que
ce théorème est valable dès que a satisfait à une condition diophantienne très proche
— mais néanmoins un peu plus restrictive — que la condition de Bruno. Sa démons-
tration repose à nouveau sur la méthode de Newton. Plus récemment ([15], 1995),
Rùssmann a amélioré cette méthode grâce à un calcul nouveau et plus performant
des estimées sur les approximations successives des solutions. Il en déduit une amélio-
ration du théorème local de Kolmogorov-Arnold sur la linéarisation des mouvements
quasi-périodiques pour les perturbations analytiques des systèmes hamiltoniens inté-
grables, en montrant la persistance de toutes les fréquences satisfaisant à la condition
de Bruno. Il est possible que cette méthode permette de résoudre d'autres problèmes
locaux de petits diviseurs en classe analytique, sous la condition de Bruno, en par-
ticulier certains résultats que nous allons établir ici par des méthodes complètement
différentes.

Dans [7], 1985, M. Herman présente une démonstration simple du théorème local
d'Arnold ainsi que de l'extension de ce résultat aux applications de 'P(A), à savoir : si
a est un réel qui satisfait à la condition diophantienne DC\, alors, pour tout A > 0, et
pour tout F ç ^(A) suffisamment proche d'une translation, il existe (un unique) A G
C tel que l'application : z i-> \-\-F{z) soit analytiquement conjuguée à Ta. Cet énoncé
généralise naturellement le théorème local d'Arnold en remplaçant la condition (de
codimension 1) explicite consistant à fixer le nombre de rotation par une condition de
codimension 1 implicite. La démonstration de Herman utilise la dérivée schwartzienne
pour transformer astucieusement l'équation de conjugaison ; il se ramène ainsi à une
équation résoluble sans outil sophistiqué d'analyse fonctionnelle : le théorème des
fonctions implicites standard ou le théorème du point fixe de Schauder-Tychonov
suffisent pour conclure. Ceci fournit, pour toute application F ç ^(A) proche d'une
translation, une application a ̂  A(a), définie sur un sous-ensemble de DC\ (du type :
DCi^ = {a e R \ Q | pour tout p / q e Q, |a - p/q\ > 7/|ç|3}), à valeurs dans C,
telle que, pour chaque a appartenant à ce sous-ensemble, l'application A(a) + F soit
analytiquement conjuguée à Ta. Herman montre ensuite (par la même méthode) que
le résultat de linéarisation ci-dessus et l'application a i-> A(a) s'étendent pour des a
appartenant à un sous-ensemble du plan complexe construit à partir de DC\^. Comme
le fait remarquer Herman, tous ces résultats sont en fait implicitement contenus dans
l'article d'Arnold [2] (la démonstration d'Herman a l'avantage d'être considérablement
plus simple). Cette extension complexe permet à Herman de montrer que l'application
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4 INTRODUCTION

a ̂  \(a) est régulière (plus précisément C1) au sens de Whitney sur DC\^. Nous
allons généraliser et préciser tous ces réultats.

Les méthodes développées par Arnold, Moser, Rûssmann, Herman (et par tous
ceux qui ont contribué à ce qu'on appelle la «théorie KAM») pour résoudre ces pro-
blèmes de conjugaison peuvent être qualifiées d' «analytiques» : il s'agit de résoudre
l'équation de conjugaison grâce à des arguments d'analyse fonctionnelle, sans vrai-
ment tenir compte du cadre géométrique d'où provient cette équation. J.-C. Yoccoz
a introduit ([18], 1987) une méthode géométrique tout à fait différente pour étudier
les problèmes de linéarisabilité analytique en dimension complexe 1 (c'est-à-dire pour
les applications holomorphes au voisinage d'un point fixe indifférent — le fameux
problème de Siegel — et les difféomorphismes analytiques du cercle). Le fondement
en est une construction de renormalisation de la dynamique des applications consi-
dérées, avec un contrôle quantitatif de la distorsion des applications obtenues par
cette construction. Lorsqu'on itère la renormalisation, on voit apparaître le lien entre
l'arithmétique de a (le multiplicateur du point fixe ou le nombre de rotation) et la
géométrie, la distorsion des applications renormalisées. Dans [19], Yoccoz montre, à
partir de ce point de vue, que l'ensemble des réels a tels que tout difféomorphisme
analytique du cercle de nombre de rotation a, suffisamment proche de la translation
TQ, soit analytiquement linéarisable est exactement l'ensemble des nombres de Bruno ;
dans l'article antérieur [18], Yoccoz établit le résultat correspondant pour le problème
de Siegel (c'est-à-dire l'optimalité de la condition de Bruno pour avoir toujours linéa-
risabilité). Signalons que Yoccoz a également donné une caractérisation de l'ensemble
des nombres a tels que tout difféomorphisme analytique du cercle de nombre de ro-
tation a (non nécessairement proche de Ta) soit analytiquement linéarisable, voir
[19].

Ce travail poursuit trois objectifs, qui correspondent grosso modo aux trois parties
en lesquelles il se divise.

Le premier objectif est un théorème de linéarisation des applications de Î^(A)
proches des translations, sous la condition arithmétique de Bruno, qui est la condition
optimale pour ce problème (théorème 1). La stratégie consiste à adapter la démons-
tration du théorème de Yoccoz de linéarisation des difféomorphismes analytiques du
cercle proches des rotations. Le point clé est donc de mettre en place une construction
de renormalisation de la dynamique des applications de ^(A). La différence principale
avec le cas des difféomorphismes analytiques du cercle est qu'on a besoin ici d'une
version «analytiquement paramétrée» de cette construction (on démarre avec une
famille (F\)\^c^ ^t non avec une seule application F). La mise en place de cet outil
est assez lourde techniquement et nécessite en particulier la résolution d'un problème
9 par la méthode des estimées L2 de Hôrmander. Une description plus détaillée de la
démonstration figure au début de la partie 1.
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0.1. INTRODUCTION 5

L'énoncé obtenu généralise le théorème d'Arnold-Herman de linéarisation des ap-
plications de 'P(A) décrit plus haut, et on retrouve la correspondance a ̂  A, mais
définie sur un ensemble plus large (théorème 2). Le deuxième objectif est d'étendre
cette correspondance à des nombres de rotation complexes et de démontrer qu'elle
est G00 au sens de Whitney (théorèmes 3 et 4). À la différence de Herman dans [7],
nous devrons construire l'extension complexe «à la main», en partant du théorème
2, et en définissant géométriquement le nombre de rotation complexe à partir d'une
courbe « ascendante » ou « desendante ». Pour démontrer ensuite la régularité au sens
de Whitney, nous reprendrons la démarche de Herman dans [7] : l'application a i-> A
est holomorphe dans le complexe, et l'équation aux différences obtenue en linéarisant
l'équation de conjugaison permet d'établir un contrôle sur la distorsion de cette ap-
plication lorsqu'on converge vers des a réels, ce qui entraîne la régularité au sens de
Whitney.

Le troisième objectif est d'appliquer ces résultats aux domaines de rotation des
fractions rationnelles. Notons C = C U { o o } l a sphère de Riemann et lî^ l'espace des
fractions rationnelles de degré d. Soit R ç lï01 ; un domaine de rotation pour R est un
ouvert U de C, homéomorphe à un disque ou à un anneau, périodique (il existe n >_ 1,
minimal, tel que R^^U) = [/), tel que R^j soit conjuguée à une rotation irrationnelle
(ou éventuellement, dans le cas d'un anneau, à une rotation irrationnelle suivie d'une
inversion), et maximal pour ces propriétés. On appellera période de U l'entier n et
nombre de rotation de U l'angle de cette rotation irrationnelle. Un domaine de rotation
homéomorphe à un disque est appelé un disque de Siégea et un domaine de rotation
homéomorphe à un anneau est appelé un anneau de Herman.

Supposons que R admette un domaine de rotation U de période n et de nombre
de rotation 9. Supposons tout d'abord que U soit un disque de Siegel, et notons
x son centre, c'est-à-dire l'unique point périodique (de période n) dans U ; on a :
(R^Çx) == e2^0. Par le théorème des fonctions implicites, il existe un voisinage VR
de R dans 7^, un voisinage Vx de x dans C, et une application : VR —^ Vx, Q ̂  XQ
analytique, telle que, pour tout Q ç. VR, XQ soit l'unique point fixe de Qn dans Va;.
L'application M : Q \-^ (Q^'ÇXQ) («multiplicateur») est donc elle aussi analytique,
et ne peut pas être constante (car sinon elle serait égale à e2271"*9, et on pourrait l'étendre
par connexité à 7^ tout entier, ce qui est impossible). Les ensembles de niveau de
cette fonction M définissent donc un feuilletage analytique (éventuellement singulier)
de codimension un de VR, et toutes les valeurs au voisinage de e2^0 sont atteintes.

Supposons au contraire que U soit un anneau de Herman. Dans ce cas, il n'existe
plus de point périodique associé à U. Néanmoins, sous l'hypothèse supplémentaire que
0 est un nombre de Bruno, nous montrerons que l'on peut encore définir une fonction
M «multiplicateur», définie sur presque tout un voisinage de R dans 7^, et qui est
l'analogue de la fonction M définie plus haut ; on peut donc retrouver dans ce cas une
description d'un voisinage de R grâce aux ensembles de niveau de cette fonction M
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(en particulier, nous montrerons que la propriété d'admettre un anneau de Herman
proche de U de nombre de rotation 0 définit un ensemble analytique de codimension
un au voisinage de R dans 7?^). Le théorème de Marie d'instabilité des anneaux ([11])
nous servira de manière essentielle.

Nous établirons également des propriétés de continuité des domaines de rotation
(essentiellement la continuité de la capacité conforme dans le cas des disques, et
la continuité du module dans le cas des anneaux) lorsqu'on fait varier la fraction
rationnelle, à nombre de rotation fixé (Bruno), ou même à nombre de rotation variable
mais restreint à certains sous-ensembles « compacts » de nombres de Bruno.

Malheureusement, nos résultats ne disent rien des domaines de rotation dont le
nombre de rotation ne vérifierait pas la condition de Bruno. Cette restriction pour-
rait n'être qu'apparente, puisque l'on conjecture que de tels domaines de rotation
n'existent pas (cette conjecture n'est démontrée que pour les polynômes de degré
deux, voir [18]).

Remerciements. — Ce travail reprend une partie de ma thèse, soutenue en Octobre
1996 à l'École Polytechnique. Je remercie mon directeur de thèse Jean-Christophe
Yoccoz pour toute l'aide qu'il m'a apportée ; les résultats présentés ici lui doivent
bien sûr beaucoup. Je tiens également à remercier Eduard Zehnder pour m'avoir
accueilli dans le cadre exceptionnel de l'École Polytechnique Fédérale de Zurich, où
une part importante de ce travail a été effectuée.

0.2. Notations

Posons K = 1/100; nous utiliserons K, à chaque fois que nous aurons besoin d'in-
troduire une constante universelle petite devant 1.

Notons C = = C U { o o } l a sphère de Riemann, C/Z le quotient de C par les trans-
lations entières, et TT : C —> C/Z la projection canonique.

Pour z G C et r > 0, notons D(^, r) le disque ouvert de centre z et de rayon r dans
C. Nous noterons souvent de manière plus concise Dr le disque ouvert de centre 0 et
de rayon r dans C, et D le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1 dans C.

Pour A > 0, posons : BA = {z e C | [ ïmz\ < A} et : AA = TT(BA).
Pour A > 0 et a e C, posons :

f {z C C | -A < Im z < A + Im a} si Im a > 0
B^(a) = <

[ {z e C | -A - Im a < Im z < A} si Im a < 0

et posons : A^(a) = 7r(îî^(a)).
Pour A > 0, a ç C, ^ e C, et e > 0, notons :

- ^(A) (resp. 'P(A.a)) l'ensemble des applications BA -> C (resp. BA^) —^ C)
qui sont analytiques et qui commutent avec les translations entières ;

- ^(A) = {F e P(A) | f^F(z) - z)dz = /.} ;
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- Î^(A) = {F e P^(A) | sup,^ 1 )̂ - ̂  - ̂ | < £} ;
-^(A)^^^).

De même,
- ^(A,a) = {F e ^(A,a) | f^(F(z) - z)dz = ̂ } ;
- P^(A,a) = {F ç î^(A,a) | sup,^(a) \F(z) - z - ̂ \ < e} ;
-y(A,a)=U^c^(^a).

Enfin, on ajoutera en exposant le symbole « inj » pour préciser que les applications sont
injectives sur leur domaine de définition ; par exemple, ̂ "^(A, a) désigne l'ensemble
des applications appartenant à T^(A,o;) et qui sont injectives sur B^a).

Si A est un anneau muni d'une structure complexe, nous noterons mod(A) son
module.

Notations arithmétiques. — Nous allons utiliser une variante du développement
en fraction continue usuel qui a déjà été utilisée dans [18]. Soit a un nombre irration-
nel. Notons {a) l'entier le plus proche de a, et notons H a l l = |a — (a}\ la distance de
a à l'entier le plus proche.

Posons a_i = a"1, et définissons par récurrence les suites (c^k)k^N^ (o'k)ke'N^
(^)fceNî en posant :

ak = (û^) et ak=\\a^\\\=£k^l^-ak), ^€{-1,1}, k C N.

Ainsi, pour k ^ 0, ak G (0; 1/2) et pour k >_ 1, dk > 2.
Posons /L-2 = a, /3-i = 1, et, pour k e N, f3k = n^==o a^ pour tout Â1 > 0, on a :

(1) fîk = £k(fîk-2-akf3k-i)
= inf |/^-2 -af3k-i\.

açN

Posons £-2 =5-1=1. Pour tout k ^ —2 il existe deux entiers (uniques) pk et qk tels
que :

k

(2) 0k = (-!)'( II ^ka-pk)
J=-2

(en particulier, ç_2 = p-i = 1, p-2 = q-i •=- 0). Pour k ^ 0, on a donc :

ftk = ll̂ ll, Pfc = {^Oî).

Par récurrence, pour tout k ^ 0, on a :

qk+i = mm{q > qk \ \\qa\\ < l/^ll^aH}

ce qui fournit une définition alternative des entiers qk). L'équation (1) entraîne, pour
„ ^ nÀ - ^ 0 ,

Qk = O'kQk-1+£k-iqk-2,

Pk = O'kPk-1 -^-£k-lPk-2',
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donc,

qkPk-i - Pkqk-i = (-1)^ n ̂  p k ^ oî

V==0

et f3k = ̂ k0k-i entraîne :
Pfe -l-^pfe-i^Â- , . -,a •==- ————————, A* •>_ — 1 .
qk +Skqk-iOik

La suite des rationnels (pk/Qk)kç'N est une sous-suite de la suite usuelle des réduites de
a, qui n'omet jamais deux termes consécutifs de cette suite. L'équation (2) entraîne :

(3) qk+if3k + ^+iÇfc^+i = L

En particulier, (îk = (çfe+i +^Â;+lû ;fe4-lÇfe)~ l et on a les estimées suivantes :
1 2

(4) ,—— < f3k^ ——
2^+1 Qk+i

(en particulier, ç^+i > 2^). D'après (3) et (4),

(5) \qwPk - 1| < û^+i.
Nombres de Bruno. — (voir [18] pour plus de précisions).

Posons :
00

^(a)=^^-iloga^.
À=O

On dit que a satisfait à la condition de Bruno si <î>(a) < -l-oo. Notons B l'ensemble des
nombres irrationnels qui vérifient cette condition. D'après (5), il existe une constante
universelle C telle que, pour tout n G N,

n n

\ ̂  fîk-i log ûÇ1 - ̂  q^ log a^+i | < C.
fe==0 fe=0

En particulier, a e 5 si et seulement si la série ^^o <3Ç1 logû^+i converge. La défi-
nition ci-dessus coïncide avec celle énoncée précédemment en introduction.

Pour j ç N, posons :
00

^'(a) =^^ l l og afe+l«
fe=?

Sous-ensembles de B. — Notons S l'ensemble des suites à termes strictements posi-
tifs, décroissantes, et qui convergent vers 0. Pour tout s = (^)fcçN e S, notons Bs le
sous-ensemble de 6 constitué des nombres a irrationnels tels que, pour tout k € N,
on ait :

^k(a) < Sk.
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L'ensemble Bg est fermé et Z-périodique. De plus, si la suite s vérifie :

Sk>2-^-^\og2^ A ; e N ,

il est non vide (le nombre \fÏ - 1, pour lequel tous les a^ valent 2, appartient à Ks\
Bien sûr, U,es ̂  = ^.

REMARQUE. — À tout a € B correspond la suite (q^1 loga^+i^eN qui appartient à
(1. On peut donc munir l'ensemble B de la topologie r^i induite par la distance de la
norme (1 sur ces suites (cette topologie est plus fine que la topologie induite par la
distance usuelle de R). On remarque alors que, pour toute partie K de B, les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

- l'ensemble K est relativement compact pour la topologie r^i ;
- il existe s G S tel que K C Bs-

Autrement dit, les ensembles Bs-, s G S, constituent une famille exhaustive (non
dénombrable !) de parties compactes de B pour la topologie 7-^1.

Pour tout s 6 S, posons :

fls=BsU | j { a e C |Im(a-ao)| >/î |Re(a-ao)|}.
0:0 ç.Bs

La proposition suivante (qui sera démontrée en section 3.3) précise quelques propriétés
des ensembles Bs'

PROPOSITION 1

1. Pour tout e > 0, il existe s G S tel que m(Bs H [0; 1]) > 1 — e (m désigne la
mesure de Lebesgue sur R/

2. Pour tout s (E S, il existe s' 6 S tel que tout point de Bs soit un point de densité
deBs'.

3. Pour tout s G S, il existe s' ç. S et une fonction (p : R+ —> R+, vérifiant :
(^(0) = 0 et, pour tout n G N, lima.-̂ .o ̂ ""'^(a*) = 0 (toutes les dérivées de (p en
0 existent et sont nulles), telles que :

|j {aç C | |Im(a-ao)| > ^(| Re(a - ao)|)} C O ^ / .
oioeBs

inclus dans 'V/^^^X/^^^^^
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0.3. Énoncé des résultats

Le théorème suivant généralise d'une part le théorème de Yoccoz de linéarisation
des difféomorphismes analytiques du cercle proches des rotations ([19]) en l'étendant
aux perturbations holomorphes de rotations, et d'autre part le théorème de linéarisa-
tion démontré par Herman ([7]) et implicitement par Arnold ([2]) en affaiblissant la
condition arithmétique portant sur le nombre de rotation.

THÉORÈME 1. — Pour tous a e B, A > 0, et 6 > 0, il existe e = ̂ (a.A,^) > 0 et
une application analytique :

Ve(A) ̂  C x P^A - À), F ̂  (A(F),M

telle que, pour tout F ç. Ve (A), l'équation suivante soit vérifiée :

A(F) + F(hp(z)) = hp(z + a), z e B^,s

REMARQUE. — Les contrexemples construits par J.-C. Yoccoz (pour tout a n'ap-
partenant pas à B, il existe un difféomorphisme analytique du cercle de nombre de
rotation a, arbitrairement proche de la rotation d'angle a, et non analytiquement
linéarisable, voir [19]), ou encore, le fait que, pour tout a n'appartenant pas à B, le
polynôme quadratique z \-> e2^^ z-{- z2 soit non linéarisable en 0 (voir [18]) montrent
que la condition de Bruno est optimale dans le théorème ci-dessus.

On peut trouver une illustration concrète de ce résultat sur le célèbre dessin des
«langues d'Arnold» (voir par exemple [3], p. 108) : Considérons la famille (F\^) de
(relevés de) difféomorphismes analytiques du cercle T1 = R/Z définie par : F\^(x) =
x + A -h £^p(x), où A et e sont réels, e est petit, et ^ est une fonction analytique Z-
périodique (l'exemple traditionnel étant : ̂ (x) = sin27ra;). Notons p(A,^) le nombre
de rotation de F\^. On peut alors considérer, dans le plan (A,e), les ensembles de
niveau de ce nombre de rotation.

1/3 1/2 2/3
X

Si a est rationnel, alors p~l{{a}) est en général d'intérieur non vide (c'est une
« langue d'Arnold », voir le dessin ci-dessus) ; en revanche, si a est irrationnel, p~1 ({a})
est d'intérieur vide, plus précisément il s'agit d'un graphe au-dessus de l'axe des e. Le
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résultat ci-dessus entraîne que, lorsque a G 23, ce graphe est (au-dessus d'un voisinage
de e = 0 dont la taille dépend de a) le graphe d'une fonction analytique réelle.

Donnons-nous ao € B, un voisinage ouvert W de 0 dans C72', n > 1, et une famille
(Fp)pç\y d'applications de 'P(A) dépendant analytiquement du paramétrer (l'appli-
cation ( p , z ) 1-4- Fp(z) est analytique), et supposons que FQ = TQO)BA-

Pour a G R, notons Aa l'ensemble des p G W tels que Fp soit analytiquement
conjuguée à la translation Ta et admette un domaine de linéarisation inclus dans
BA(l-/t)'

Nous déduirons du théorème 1 le corollaire suivant :

COROLLAIRE 1. — Soient OQ et (Fp)pç\y comme ci-dessus. Il existe alors un voisi-
nage V de 0 dans W tel que l'on soit dans un (et un seul) des deux cas suivants :

i. v c A^ ;
2. Aao F) V est une hypersurface analytique (éventuellement singulière) de V.

De plus, si, pour p ç. Aao F\V, A(p) désigne le domaine de linéarisation maximal de
Fp (et A(p)/Z l'anneau quotient) alors : mod(A(p)/Z) —^ 2A lorsque p -> 0 dans
Aao^V.

Nous démontrerons le théorème suivant, qui est une version légèrement plus précise
du théorème 1.

THÉORÈME 2. — Pour tous s ç S, A > 0, et 6 > 0, il existe e = e(s,/\,S) > 0 et
une application :

Bs x P5 (A) -> C x ̂ (A - 5), (a, F) ̂  (À(a,F),/^))

telle que, pour tout (a, F) ç Bs x Ve (A), l'équation suivante soit vérifiée :

À(a, F) + F(h^F)W) = hç^F)(z + a), z ç BA-^.

De plus, pour a G Bs fixé, l'application F \—^ (À(a,F),/i(^^')) est analytique.

Ce résultat met en évidence, pour tout F ç ^(A) suffisamment proche d'une
translation, une correspondance a ̂  A(a, F), définie sur l'ensemble B s ' , entre l'espace
des nombres de rotations et l'espace des paramètres de la famille (F\)^çc. Cette
correspondance étend celle mise en évidence dans [7] (où elle n'est définie que pour a
appartenant à un sous-ensemble de nombres diophantiens). Herman montre dans cet
article que cette correspondance est C1 au sens de Whitney. Nous allons préciser ce
résultat.
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THÉORÈME 3. — Donnons-nous s, A, S, e, et l'application :

Bs x Ve (A) ̂  C x ̂ (A - J), (a, F) ̂  (À(a,F),/^))

comme dans le théorème 2 ci-dessus. Alors, quitte à diminuer e (toujours dépendant
de s, A, et 8), pour tout F ç ̂ (A), l'application :

Bs-^C, a^A(a ,F)

est C°° au sens de Whitney (c'est-à-dire qu'elle s'étend en une application C°° de C
dans C).

Comme dans [7], l'obtention de ce résultat passe par une complexification de la
conjugaison donnée par le théorème 2, faisant intervenir un «nombre de rotation
complexe ».

Nous montrerons le résultat suivant, plus précis que le théorème 3 ci-dessus.

THÉORÈME 4. — Pour tout s e S, A > 0, et 6 > 0, il existe e = e(s,/\,6) > 0 et
une application :

(a, F) e H, x ÎT (A) ̂  (À(a,F),/i(^)), A(^F) e C, h^ e ̂ (A - 6^ a),

telle que, pour tout (a, F) G Cl s x 2^ (A), l'équation suivante soit vérifiée :

\(a, F) + F(h^^(z)) = /i(a,F)(^ + a), z e BA-J.

Z^e j^i^

- l'application (a, F) 1-4- (A(Q/, F), /i(a,F)) e5^ analytique sur (f^g \ 65) x P^A) e^
continue sur fîg x P^A) ;

- pour tout a ç. Bs, l'application F i-> (À(a,F), /^(a,F)) ̂  analytique sur Ve (A) ;
- Pour toute famille (Fp)pçw d'applications ^^(A) dépendant analytiquement

de p (W étant un ouvert de C71), l'application :

H, x W -> C, (a,?) ̂  A(a,Fp)

e5^ G00 au sens de Whitney.
De plus, pour toute extension X : C x W —^ C de classe C°° de cette application,
le jet d'ordre infini de X en tout point de fîg x W est analytique, ne dépend pas
du choix de X, et on a :

^(a,p)=(J Dh^F^W^dx^ .

REMARQUE. — En toute rigueur, il faudrait définir l'application : (a, F) 1-4- h^^p)
comme une section du fibre dont la fibre au-dessus de (a, F) est ^'^(A — J, a) (qui
dépend de Ima) ; Panalycité de cette application signifie bien sûr que l'application :
(a.F./z) \—^ hça^p^(z)^ définie pour z ç. B^^), est analytique.
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REMARQUE. — Le «nombre de rotation complexe» apparaît dans le théorème ci-
avant comme le vecteur d'une translation non réelle à laquelle une application F ç
P(A) est conjuguée sur un certain domaine. Nous définirons précisément cette notion
de nombre de rotation complexe au cours de la partie 2 (§2.1), d'un point de vue
plus géométrique — et peut-être plus éclairant — que nous allons maintenant décrire
brièvement. Considérons une application F ç P(A), et supposons qu'il existe une
courbe de Jordan C C C/Z, séparant les deux bouts de C/Z, telle que F soit définie
et injective au voisinage de TT-^O), et telle que l'on ait : F(TT-\C)) H TT-^C) = 0
(TT désigne la projection : C -^ C/Z). On peut alors recoller le domaine délimité
par TT^ÇC) et F^^ÇC)) par l'action de F, et quotienter ce domaine recollé par les
translations entières. On obtient ainsi un tore complexe, dont le module admet un
représentant naturel dans C ; ce représentant, qui ne dépend pas de la courbe C choisie,
sera le nombre de rotation complexe associé à F (voir §2.1 pour plus de précisions).

Comme pour le corollaire 1, donnons-nous ao e B, un voisinage ouvert TV de 0 dans
C", n > 1, et une famille (Fp)pç^w d'applications de P(A) dépendant analytiquement
du paramètre?, vérifiant : FQ = T^Q^. Pour a e C, notons Aa l'ensemble des p ç. W
tels qu'il existe A' > 0 et H ç ^(A'.a) vérifiant H(B^) C B^_^ et tels que
l'équation Fp o H(z) = H(z + a), z e BA/, soit vérifiée (pour a ç R, cette notation
coïncide avec celle déjà utilisée pour le corollaire 1).

Nous déduirons du théorème 4 le corollaire suivant (qui généralise le corollaire 1) :

COROLLAIRE 2. — Soient OQ e B et (Fp)pçw comme ci-dessus. On est alors tou-
jours dans un (et un seul) des deux cas suivants :

1. l'ensemble Aao contient tout un voisinage de 0 dans W.
2. pour tout s e S, il existe un voisinage V de 0 dans W et une application

p : V —> C avec les propriétés suivantes :
- p est de classe C°° sur V, vérifie p(0) = OQ, son jet d'ordre infini en 0

est analytique et non nul (en particulier, p(V) contient un voisinage de
ao dans C), et p est analytique sur p''1^^ \ Bs).

- pour tout a <E ^s^p(V), p^Ça) =Aa^V, et Aa^V est une hypersurface
analytique (éventuellement singulière) de V. De plus, si, pour a e f^ n
p(V) et p e Aa n Y, A^p) désigne le réel A' maximal pour lequel il existe
H e P^A'.a) vérifiant : H(B^) C BA et tel que l'équation :

FoH(z)=H(z+a), zçB^

soit vérifiée, alors : A'(p) -^ A lorsque p -^ 0 dans (Uaçfl A^} n v •

Donnons-nous OQ e B et (Fp)p^w comme dans le corollaire ci-dessus, et supposons
que l'on soit dans le deuxième des deux cas distingués par ce corollaire. Donnons-nous
s ç S quelconque, et considérons un voisinage V et une application p : V -^ C donnés
par ce corollaire. Soit k le plus petit entier tel que p admette une dérivée partielle
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d'ordre k + 1 non nulle en 0 (un tel k existe puisque le jet d'ordre infini de p en 0 est
non nul). Pour u e C^, considérons l'application pu : C —^ C, z \-^ p(zu). Alors,

^)= ̂  + ̂ ^(o)^1 + ̂ r2).
Donc, si Qk+lpu|9zk+l(fi} / 0 (c'est-à-dire si n est transverse à Aao en 0), alors pu
définit un revêtement d'ordre k + 1 d'un voisinage de OQ dans C (ramifié au-dessus
de ao) par un voisinage de 0 dans C ; l'ensemble p^^s) a l'un des aspects suivants :

k=0

En particulier, Aao est accumulée par d'autres hypersurfaces Aa-> o^ e ^5, a proche
de ao.

Organisation des démonstrations. — Le corps de cet article est composé de trois
parties.

La première partie est consacrée à la démonstration du théorème 2 (qui contient
le théorème 1).

La seconde partie est consacrée à la démonstration du théorème 4 (qui contient le
théorème 3).

La troisième partie est consacrée à des compléments et aux applications. En section
3.1, on précise et on démontre les corollaires 1 et 2. La section 3.2 est consacrée aux
applications aux domaines de rotation des fractions rationnelles. La section 3.3 est
consacrée à la démonstration de la proposition 1 sur les propriétés des ensembles B s '
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CHAPITRE 1

LINÉARISATION DES PERTURBATIONS
HOLOMORPHES DES ROTATIONS

L'objectif de cette partie est de démontrer le théorème 2 (qui contient le théorème
1). Pour ce faire, nous allons tout d'abord établir le résultat suivant, qui est assez
analogue au théorème 2, mais dans lequel la proximité aux translations des applica-
tions de 'P(A) considérées est donnée en termes de la taille A de la demi-hauteur de
bande.

THÉORÈME 5. — II existe une constante universelle C > 0 telle que, pour tous a e B
et A > 0 satisfaisant :

A>^$(a)+C,

il existe une application analytique :

^(A) ̂  C x P^(A - ̂ (a) - C), F ̂  (A(F). hp)

telle que, pour tout F e ̂ (A), l'équation suivante soit vérifiée :

A(F) + F(hp(z)) = hp(z + a), z C B^_^^_^.

Les démonstrations du théorème 5, puis du théorème 2 à partir du théorème 5,
étant assez techniques, nous allons commencer par en décrire les grandes lignes.

1.1. Description des démonstrations

Plaçons-nous dans le cadre du théorème 5. Considérons une application F e P(A),
et la famille (FA^GC définie par : Fx(z) = \ + F(z). Il s'agit de montrer qu'une des
applications de cette famille est analytiquement conjuguée à la translation Ta.

Nous allons reprendre le point de vue géométrique et la démarche de [18] et [19]. Le
point de départ est que, comme nous l'avons dit en introduction, une condition suffi-
sante pour qu'une application G ç P(A) soit linéarisable est qu'il existe un voisinage
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de R stable au sens de Lyapunov pour la dynamique. La méthode pour montrer l'exis-
tence d'un tel voisinage consiste à renormaliser (une infinité de fois) la dynamique
de l'application G, tout en contrôlant après chaque renormalisation la distorsion de
l'application obtenue. La différence dans le cas qui nous occupe est que l'on démarre
non pas avec une application, mais avec toute une famille (F\)\çc d'applications de
P(A). Nous allons donc avoir besoin d'une construction de renormalisation adaptée
à ce type de famille. Cette construction, d'énoncé assez technique si on veut l'expri-
mer de façon précise (comme nous le verrons plus loin), affirme grosso modo la chose
suivante :

À toute famille analytique (F\)\çu^ où U est un ouvert de C localisé au voisinage
d'un réel a ç ]0; 1/2[ et telle que, pour tout A G [7, F\ appartienne à Î^(A), on
peut associer naturellement une famille analytique (G\)\çu, chaque application G\
étant obtenue en renormalisant F\^ c'est-à-dire comme application de premier retour
de F\ dans un domaine fondamental. Chaque application G\ appartient à P^Ai),
où Ai satisfait à une minoration similaire à celle que l'on obtient lorsqu'on effectue
la construction pour une seule application (voir [18], [19]), c'est-à-dire :

A^a-^A-^loga-1-^)

où C désigne une constante universelle (en fait, l'estimée que l'on obtiendra sera
légèrement moins bonne, mais néanmoins suffisante pour les applications). Ainsi, pour
que la construction ait un sens, on a besoin que A vérifie : A > — loga"1 + (7.

Cette construction repose sur un lemme d'existence d'« applications uniformisantes »
dépendant analytiquement d'un paramètre pour une famille analytique de surfaces de
Riemann proches d'un sous-anneau de C/Z. La démonstration - technique - de ce
lemme occupe toute la section 1.4. On trouvera au début de la section 1.4 une des-
cription heuristique de cette démonstration. Mentionnons simplement ici qu'elle fait
intervenir des techniques de résolution de l'opérateur 9 avec estimées L2, introduites
par Hôrmander ([8]), et que ces techniques ont déjà été utilisées par R. Pérez-Marco
et J.-C. Yoccoz pour étudier l'holonomie des germes de feuilletages holomorphes de
C2 au voisinage d'un point singulier ([12]).

Revenons à la famille (G\)\çu^ et, pour tout A G £/, notons /^(A) le terme constant
du développement en série de Fourier de l'application : z \-> G\{z) — z. Puisque F\
est proche de la translation de vecteur A (A est grand), ^(A) vaut approximativement
—1/A. On peut reparamétriser la famille {G\)\^u en posant : Hp,(\) = G\. On obtient
alors une famille { H ^ ) ^ u ' ' > où U ' = ^(U)^ et, pour tout ^ ç [/', H^ appartient
à P^A'). Remarquons que puisque les points de U sont proches de a, ceux de U1

sont proches de —1/a et l'application U —^ [/', A \-^ /z(A) est dilatante (l'espace des
paramètres a été dilaté).

Posons : ai = [a"1 — (a"1)] où (a"1) désigne l'entier le plus proche de a~1.
Composons les applications H^ par la translation entière : T^-i^ et, si (a~1) — a~1
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est négatif, conjugons-les par l'application : z ^ -z ; enfin, reparamétrisons (encore
une fois) la famille ainsi obtenue par le terme constant du développement en série de
Fourier ; on obtient une famille (FI^ÀC ^, où [/i est un ouvert localisé au voisinage
de ai, vérifiant, pour tout A ç [/i, F^^ e ^(Ai). L'ouvert de paramètres Ui est de
la taille de U ' ' , donc plus grand que l'ouvert U initial; on restreint donc pour finir
l'ouvert V\ autour de ai.

Si Ai > ^logaf1 + G, on peut recommencer cette construction à partir de la
famille (Fi^^e u^ et ainsi de suite. Si a ç B et si la demi-largeur initiale de bande
A est suffisamment grande, on peut ré-itérer une infinité de fois cette construction.
On construit ainsi une suite ((^^Aet/J^eN de telles familles; chaque famille est
paramétrée par le terme constant du développement en série de Fourier, et pour
tout k e N, Uk est un ouvert de C localisé au voisinage de a^ (les réels û^ sont
définis par récurrence à partir de OQ = a en posant : o^+i = |cÇ1 - (oÇ1))). À
chaque renormalisation, l'espace des paramètres est dilaté puis tronqué. La quantité
de paramètres A pour lesquels on peut renormaliser n fois les applications F\ initiales
diminue donc rapidement (géométriquement) avec n. Il n'y a à la fin qu'un seul
A e U pour lequel on puisse renormaliser F\ une infinité de fois. On montre alors
facilement que l'application F\ admet un voisinage de R stable, autrement dit qu'elle
est conjuguée à une translation réelle qui se trouve être nécessairement Ta. On établit
ainsi le théorème 5.

La démonstration du théorème 2, qui occupe la section 1.2, nécessite une deuxième
version de la construction de renormalisation à paramètres. Cette deuxième version
est adaptée aux faits que les applications F\ sont cette fois-ci arbitrairement proches
des translations î\, mais qu'elles sont, en revanche, définies seulement sur des bandes
de hauteurs a priori petites. Heuristiquement, cette deuxième version ressemble fort
à la première, à ceci près que les hauteurs de bandes A et Ai peuvent être petites,
que les F\ et les F^^\ sont arbitrairement proches de leurs parties linéaires, définis sur
des domaines petits dans l'espace des paramètres, et que l'estimée sur Ai est :

Ai > a'^A -e^)

(^A étant arbitrairement petit). Ici encore, établir cette deuxième construction néces-
site un lemme technique d'existence d'applications uniformisantes légèrement différent
du premier, dont la démonstration figure en section 1.5.

Lorsqu'on itère cette construction, les demi-hauteurs de bande croissent très vite
(pratiquement d'un facteur cÇ1 à chaque étape), si bien qu'après un nombre fini
d'étapes, on se retrouve avec une famille définie sur une bande de hauteur suffisam-
ment grande pour pouvoir appliquer le théorème 5. Un simple argument de fonctions
implicites permet alors de conclure.
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18 CHAPITRE 1. PERTURBATIONS HOLOMORPHES DES ROTATIONS

1.2. Linéarisation dans le cas d'une grande hauteur de bande

Dans cette section, Ci, 62, • . . représentent des constantes universelles.

1.2.1. Renormalisation d'une famille analytiquement paramétrée. — Dans
ce paragraphe, nous présentons une construction de renormalisation d'une famille
analytiquement paramétrée d'applications de P(A). L'itération de cette construction
permettra ensuite de démontrer le théorème 5.

a) Existence d'applications uniformisantes. — Rappelons que, pour z ç C et r > 0,
D(^,r) désigne le disque ouvert de centre z et de rayon r dans C, et que Dy< désigne
plus concisément le disque ouvert de centre 0 et de rayon r dans C.

Donnons-nous quatre réels a, r, r, et ô satisfaisant à l'hypothèse :

^i(a,r,r,J) 0 < a < 1/2, 0 < r < a/2, 0 < ô < r ^ 1,
et une famille

(^(A^^À^eD^^xD,.

d'applications de ^(A), A > 0, dépendant analytiquement des paramètres A et p,
telle que, pour tout (A,p) e D(a,r) x Dy, F(^) appartienne à P^(A) (A représente
donc le terme constant du développement en série de Fourier de F^p\ - Id).

L'objectif de cette section est de construire une famille «renormalisée» de la fa-
mille -F. Pour cela, l'ingrédient technique principal est le lemme ci-dessous (qui sera
démontré, sous une forme légèrement plus générale, en section 1.4), qui donne l'exis-
tence d'une application uniformisante d'une partie d'un domaine fondamental pour
la dynamique des applications F(A,p) (voir la figure 1.2.1).

Posons : U = D(a, r), V = D(a, (1 - /t)r), a+ = a + T.

LEMME 1. — II existe une constante universelle Ci > 0 telle que, si

^>l\oga-l+l\og6-2+C,
Z7T 47T

(posons A' = A - ^loga"1 - ^logj"2 - GJ, alors il existe une application
«uniformisante» K pour F, définie et analytique sur le domaine :

w = { ( A , p , ^ ) e y x D ^ x C |
\ïmz\ < Re(A/a+)A' et Re(-l/A) < Re(z/\) < Re(l/A)}

telle que, pour tout (A,p,z) ç. }V, on ait :
- si (A,P,F(^)(^)) eW, alors : K(\,p,F^(z)) =^(A,p,^)+l;
- \K(\,p,z) - z/\\ < a-^exp^TT^ReA/o^A7 - \ïmz\)Y

Soit c un paramètre réel strictement positif à déterminer par la suite. Supposons
que l'hypothèse suivante soit vérifiée :

^2(0, S, A) A > 1 log a-1 + 1 log À-2 + Ci + c ̂  A7 > c
ZTT 47T
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a,p)

K

VxD.g

FIGURE 1.2.1

où Ci est la constante universelle du lemme précédent. Alors, toutes les conclusions
de ce lemme sont valables, et on en reprend dans la suite les notations.

Pour pouvoir définir une famille d'applications renormalisées de manière satis-
faisante, il va falloir attribuer à la constante r une valeur bien choisie; en effet,
on veut que la hauteur de bande associée à la famille renormalisée soit de l'ordre
de a'^A' - constante) ; or, la hauteur de bande garantie par le lemme précédent
est (a+^A'; il faut donc que r / a soit petit, suffisamment petit pour qu'on ait :
—A' < constante. Mais d'autre part, nous aurons besoin, pour reparamétriser la fa-
mille renormalisée (par le terme constant du développement en série de Fourier associé
à cette nouvelle famille), d'une estimée de Cauchy dans l'espace des paramètres (dans
la direction du paramètre A). Cette estimée de Cauchy sera obtenue en passant du
disque V au disque W = D(a, (1 - 2^)r), c'est-à-dire en «perdant» AÎT; cette fois-ci,
nous aurons besoin d'avoir : r / a ^> e"271"^.

Ces considérations nous conduisent à fixer :

T = ae-2^'-^

(ce choix va s'avérer convenable). On déduit de l'inégalité r < ae"271^"^2) que

(ReÀ/a+)A'>A' -C2,

et de l'estimée du lemme précédent que, pour tout (A,p,^) ç W,

(6) \K(\,p,z) -z/\\ < a^exp^T^A' -62 - |Im^|));
(7) \ K ( \ p ^ z ) - z / a \ < a-1^.
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20 CHAPITRE 1. PERTURBATIONS HOLOMORPHES DES ROTATIONS

b) Construction de la famille d'applications de premier retour. — Considérons les
applications :

F : U x Br x BA -̂  U x Dr x C; (\,p,z) ̂  (A,P,F(^)(^))
K : W ̂  V x Dr-8 x C; (A^) ̂  (A,p^(A^))
rirC3-^3; (A,p^)^(A,p^4-l).

Soit C4 une constante universelle vérifiant : 64 > C^ à choisir par la suite. Notons
^/(A) le point de C défini par : ReQ/(A)/A) = 0 et Im(^(A)) = A7 - 64. Posons :

^={(A,p^) e Y xD^-j x C 1 Re(^/A) = 0 et \ïmz < A' - 64}

r = F(O
Z" = {(A,p ,^ ) G W | z appartient au segment reliant y(\) à Fç^p)(y(\))

ou au segment reliant — y(\) à Fç\^(—y(\))}.

Les ensembles Z, V\ et / / / délimitent un ouvert connexe P. Posons : U = V U Z U /'.

Fixons la constante 64 (suffisamment grande) pour que l'on ait : U C W et pour
que l'estimée (6) entraîne (grâce à une inégalité de Cauchy) :

\——(\,p,z)-l/\\ </î/a.
0Z

L'application K est alors injective sur U. D'après (7), il existe une constante 65 telle
que, pour tout (\,p,z) ç l " , on ait :

|Im^(A,p^)|> 0-^-65).

Posons : A" = a"1 (A' — C^) ; l'estimée précédente montre que l'ensemble : K(U) ri
(V x Dy._j x BA") est un domaine fondamental de Y x Dy-j x B^ pour l'action
de la translation Ti. Puisque ^ est injective sur U, on peut définir une application
G : k{U) -^ C en posant :

G(^(A,p^))=^(A^-l).
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Nous allons montrer que l'on peut prolonger G en une application holomorphe sur
V x 'Dr-ô x BA// • Posons : C = K(l)n(VxBr-8xB^'). Soit (A,p,<) (= £ quelconque;
notons (\,p,z) l'élément (unique) de l tel que : K ( X ^ p ^ z ) = Ç. Alors,

G ( A , p , C + l ) = G o r i o ^ ( A , p , ^ )

= G o K o F ( \ , p , z )

=Kot,-loF(^p,z)

= K o F { ^ p , z - l )
= K(\,p,z- 1) + 1
= C ? ( A , p , C ) + L

Ceci permet de prolonger G en une application (notée encore G) définie et continue
sur V x Dr-ô x BA// Î et vérifiant en tout point l'équation : G o 2\ = Ti o G. De plus,
G est holomorphe sur V x ï^r-ô x BA// sauf éventuellement aux points appartenant
à un translaté entier de C. On en déduit que G est holomorphe sur V x Dr-ô x BA// •

Pour (A,p) G V x D^-5, posons :

q{\,p) = \ (G(\,p,x) - x)dx,
J o

et notons Gç\^ l'application : BA" -̂  C, z ^ G(\,p,z). D'après (6), pour tout
(\,p,z) e V x Dr-s x BA" r\K(L() (posons (\,p,z) = K ( \ , p , z ' ) ) , on a

|^(A,p)(^) -z+}\< 2a-l exp(-27^(A/ - ̂  - | Im^|)).

On en déduit, d'une part, que

(8) KA.p) + 1/A| < a-1 exp(-27^(A/ - Ce)),

et d'autre part que, quitte à augmenter la constante 64, et si c > CQ + 1,

\G(x^(z) - z - q{\,p)\ < a-1, z G BA// .

Puisque A77 = a"1 (A' — (75), on déduit de cette estimée et de l'appendice 1.6.3 que,
quitte à augmenter CQ (ce qui revient à diminuer A"), on a, pour tout z G BA",

|G(A,p ,z ) -^ -ç (A,p ) |< l ,

autrement dit, G^ ç P^^A^).

c) Lien entre les dynamiques de F et G. — Fixons (A,p) çVx 'Dr-0 quelconque, et
posons :

V^ = {z ç BA | 0 < Re(z/\) < Re(l/A) et | ïmz\ < A7 - 64}.

Quitte à augmenter la constante universelle CQ, on peut supposer que :

(9) K^(Vx \ BA/-C4-i) C C \ BA// .

On a le :
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22 CHAPITRE 1. PERTURBATIONS HOLOMORPHES DES ROTATIONS

LEMME 2. — Soit z e V\ quelconque.
1) Supposons que l'orbite positive de z sous l'action de F^p\ s'échappe de BA après

jo itérations (c'est-à-dire : pour tout j e N, j < jo , F^(z) ç BA, et F30.^) ̂
BA/ Alors, l'orbite positive de K(\,p,z) sous l'action de Gç\^ s'échappe de BA//
après un nombre d'itérations strictement inférieur.

2) Supposons au contraire que, pour tout j e N, on ait : F3^ . (z) e BA et que la
limite :

AA™
existe; notons p cette limite (qui ne peut pas être nulle). Supposons en outre que, pour
tout j e N, on ait : G^^ÇKÇX.p.z)) ç BA//. Alors, la limite :

^^(^(^P^))/^

existe et vaut —1/p.

Démonstration. — Soit z G V\ quelconque. Définissons par récurrence une suite finie
ou infinie de points de V\ de la manière suivante : posons : XQ = z ; supposons que
XQ , . . . ,Xj aient déjà été définis, et qu'ils appartiennent à V\. Alors, si | Im ^(A,?) (xj ) \ ̂
A' - C4, la suite s'arrête. Si, en revanche, | ïmF^p)(xj)\ < A' - C^ on pose :

_ f^A,?)^-) si Re(A-l;F(^)(^)) < ReÀ-1;
"j+i — \

[^(À,?)^') — 1 da-ns le cas contraire.
On vérifie alors que a^+i appartient bien à V\ s'il est défini.

Pour tout j e N tel que Xj soit défini, posons : yj = K(\,p,Xj). Remarquons que,
si | Im^-1 < A", alors :

1. si ^-+1 = Fç^Çxj), alors %+i = ̂  + 1 ;
2. si ^-+1 = Fç^(xj) - 1, alors %+i = G^p)Çyj) + 1.

Supposons que l'orbite positive de z sous l'action de ^(A,p) s'échappe de BA après jo
itérations. Alors, la suite (xj) n'est définie que jusqu'à un rangj'o strictement inférieur
à jo, et Xj^ appatient à V\ \ BA/-^-!- On déduit alors de (9) que y'^ ^ BA//, ce qui
montre que l'orbite positive de yo sous l'action de G(A,p) s'échappe de BA// après un
nombre d'itérations jo inférieur ou égal à jo. Nous avons donc établi l'assertion 1 du
lemme.

Plaçons-nous maintenant sous les hypothèses de l'assertion 2. Alors, pour tout
j e N, Xj e V\, et il existe un unique l(j) ç Z tel que : Xj = F3 .(xo) - l(j) ; on
a donc : % = G^^Çyo) +j . De plus, lim^+oo l ( j ) / j = p et lim^+oo^/j = 0.
L'assertion 2 s'en déduit aisément. D

d) Reparamétrisation. — Notons : a = (a~1) (l'entier le plus proche de a"1), e ç
{-1,1} le signe de a~1 - a, et a' = e{a~1 - a). Notons s l'application :

V x Br-s -^ C, (A,p) ̂  e(-q(\,p) - a),
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et s l'application :

V X Dr-ô -̂  C X Br-6, (A,?) ̂  0?(A,p),p).

Considérons la famille {H^p^ç^p^vx-Dr-s d'applications : BA// —> C définie par :

ff (^ ^ [G{\^z)+a si e = -^
\-(G^(-z)+a) si^+1.

Pour tout (A,p) G V x Dy-_j, l'application : Hç\p^ : z ^ H(\,p,z) appartient à

^(A,^")-
L'estimée (8) entraîne que, pour tout (A,j?) G V x Dy^-j,

(10) |5(A,p) - £(X-1 - a)\ < a-1 exp^^A' - C^)).

Notons : W = D(a,(l — 2^)r) (voir dessin ci-après). On déduit du fait que r :>
^-27r(A -c/2) ^ ̂  l'estimée ci-dessus, grâce à une inégalité de Cauchy, que, pour
tout (A,p) çW x Dr-ô,

|̂  + ̂ | < ̂ -2exp(-27r(J - Ce)).

Donc, si c > 2(Ce + ^log/^"2),
1 9 s e , o1 ^ + ^ 1 < ^ - ,

ce qui entraîne que l'application s est injective dans W x Dr-ô- Soient A ê 9W
(c'est-à-dire que : |A — a\ = (1 — 2/î)ï) et p ç Dy._j quelconques. On déduit de (10)
que :

KA.p) - a'] > |1/A - l/a| - a-1 exp(-27r(A' - Ce)).
Donc, si c > Cg, D(Q / /,T/Q /) x Dy.-<5 est inclus dans s(W x î)r-ô).

Posons : X = s~1 (D(Q//, T / a ) x 'Dr-ô) (l'application s a été définie ci-dessus). Alors
ê définit un difféomorphisme de X sur D(Q /,T/û /) x Dr-s- Posons : t = (s\^)~1 et :
t = TTi o t où TTi : C2 —> C désigne la projection sur la première coordonnée.

Enfin, considérons la famille (^(A,p))(À,p)eD(a / ,T/Q)xD^_^ d'applications : BA" —^ C
définie par : I^p)(z) = H^p^z).

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999
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Alors, pour tout (A,p) e D(a /,T/a) x Dy-j, l'application Iç^ appartient à
T)À(^ / /) t La famille 1 = (^(À,p))(À,p)eD(a /,T/a)xD^_^ est une famille «renormalisée»
de la famille F ; c'est la construction précédente d'une telle famille 1 à partir d'une
famille F que nous allons itérer pour démontrer le théorème 5.

Fixons définitivement c == CQ, où Cg est une constante universelle suffisamment
grande pour que toutes les hypothèses faites au cours de ce paragraphe sur la taille
de c soient vérifiées.

1.2.2. Itération de la construction. — Nous allons maintenant démontrer le
théorème 5 à proprement parler.

Donnons-nous a e 23 et F e P^A), A > 0. Il s'agit d'établir que, sous une
hypothèse sur la taille minimale de A, il existe À(F) e C et une application conjugante
hp tels que l'équation A(F) +Fohp(z) = hp(z+a) soit satisfaite. Quitte à composer
F par une translation entière et à conjuguer par z ^ —z^ on peut supposer que
a ç ]0; 1/2[, ce qu'on fera dans la suite.

De manière à établir l'analyticité de l'application F ^ (A(F),/^), on suppose
que F est plongée dans une famille (Fp)pçDi d'applications de ^(A), dépendant
analytiquement du paramètre p, avec FQ = F. On rajoute enfin un paramètre sup-
plémentaire, le terme constant du développement en série de Fourier des applications
Fp — Id, c'est-à-dire qu'on pose, pour (A,p) e C x Di,

Fçx^(z) = A + Fp(z) - (Y (Fp(t) - t)dt).

Ainsi, F(^) e ̂ (A).
Posons OQ = a (rappelons que a C ]0; 1/2[), et définissons par récurrence la suite

(û^jOfeeN en posant :
û-fe+i =K1 -(<^1)!.

Pour tout k ç N, posons : ôj, = 2~^+2). Posons : ro = 1, et, pour tout k ç N*

^-1-EU^
Posons Ao = A et définissons par récurrence la suite de couples de réels (A^, Aj^),

en posant, pour tout k G N,

A, = A.-^loga^-^log^-2-^,

A,+i = ^(A.-QO

(on reprend dans ce paragraphe les constantes c, Ci, . . . , Cg introduites au paragraphe
précédent). Enfin, pour tout À; G N, posons :

ïk = ̂ exp(-27r(A^ - J)), Uk = D(a^,Tfc), Vk = D(a^, (1 - ̂ )^).

On vérifie facilement que, pour tout k C N, l'hypothèse ^1(0^, 7-^,7^ A) du para-
graphe précédent est vérifiée.
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Soit c' un paramètre réel strictement positif à choisir par la suite. Considérons
l'hypothèse :

W A, > ̂ (a,) + ^logÂ,-2 +c'.

LEMME 3. — II existe une constante universelle C]_Q telle que, si c' > c+ Cio, alors,
pour tout k ç. N,

(i) (Hk) entraîne ?+1);
(ii) (Hk) entraîne U^âk, Sk ,^k} ;

(iii) {Hk) entraîne l'inégalité : O^TA; > Tk+i-

Démonstration. — L'hypothèse (Hk) entraîne, par définition de A^+i, que :

A,+i > 2^(^+1) + ̂ (^ log^-2 + c1 - C, - QO.

Si c ' / 2 > Ci + 65 4- :̂ log2, cette estimée entraîne (^+1). Si en outre c' > c 4- Ci,
alors (A^) entraîne ̂ 2(0^^ A^). Enfin, l'inégalité oÇ1^ > TA;+I est équivalente à :

ou encore à

A.+i-^log^-C^A,

(1 - a,)A, > a,(^ log^-2 + Ci) + C,
ce qui est entraîné par

A,>^log^-2+Gl+2Q,

On en déduit que, si c' > 2Ci + 265, (Hk) entraîne : a^ïk > r^+i. Ceci termine la
démonstration. D

Nous supposerons dorénavant que : c' > c+Cio, et que l'hypothèse (Ho) est vérifiée.
Alors, le lemme précédent montre que, pour tout k ç N, {H^} est vérifiée, ainsi que
^2(a,A, A,).

Soit FQ la famille (^(À^^À^e^oxD^ d'applications de P^Ao) définie comme
la restriction de la famille (^(À,p))(A,p)eCxDi aux paramètres (A,p) appartenant à
Uo x Dy.o. Nous allons définir, par récurrence à partir de cette famille FQ, une suite
(Fk)keN de familles d'applications de ^(Ajfe).

On procède de la manère suivante : supposons que les familles FQ, . . . , Fk aient déjà
été définies, et supposons que Fk soit une famille (^,(A,p))(A,p)ei/fc xD^ d'applications
de ^(Ajfe), dépendant analytiquement des paramètres (A,p), et telle que, pour tout
(A,p) ç U k X D^, F^^) appartienne à ^(A^).

Alors, puisque les hypothèses ^1(0^,^,^,^) et ^(o^^A^) sont satisfaites,
on peut effectuer à partir de la famille Fk la construction de renormalisation dé-
taillée lors du paragraphe précédent. On construit ainsi, avec des notations évidentes,
des applications Kk : Wk —^ C, G^, ̂  S k , S k , tk-, tk, et finalement une famille
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(Ik,{\,p))(\^çDÇak+l,Qklrk)xD^+^ d'applications de ̂ (A^+i), dépendant analytique-
ment des paramètres (A,p), et telle que, pour tout (A,p) G D(aÂ;-(-l,ûÇlTJfc) x Dy^i,
4,(A,p) appartienne à ^(A^+i).

Définissons la famille (^A;+i,(A,p) )(\,p)eUk+i x'Dr- comme la restriction de la famille
Ik aux paramètres (A,p) appartenant à Uk-^-i x Drfc-i-i (cela a un sens puisque, d'après
le lemme précédent, O^TA; > ^fc+i)- O11 peut alors poursuivre la récurrence.

Ce procédé permet donc de construire une suite (Fk)keN de telles familles appli-
cations. Cette construction n'est pas univoque ; on fixe donc, pour toute la suite de
cette partie, une suite (Fk)kçN ainsi que tous les objets intermédiaires obtenus par
cette construction.

Pour tout k G N, posons :

A,"=A.-^(a.)-^log^-^.

Alors, (Hk) entraîne : A^" > c' / 2 ; d'autre part, on vérifie, grâce à l'estimée (7), que,
si c1 > Cii, alors, pour tout (A,p,z) G >V^,

(11) |Im^| < A," ̂  |Im^(A,^)| < A^i.

1.2.3. Fin de la démonstration du théorème 5. — Fixons? G Di/2 quelconque
et notons :

00

A = Q to o ?i o .. . o îk (Uk+i x {p}).
k=0

C'est un ensemble non vide car il contient une intersection décroissante de fermés.
C'est un singleton car les applications îje sont contractantes dans la direction de po ;
notons lo(p) son unique élément. Alors,

loÇp) = lim to o t-i o ' . . o îk (afe+i.pi).
Â;—>-00

L'application : p i-> lo(p) est holomorphe sur Di/2 (en effet, c'est une limite uniforme
d'applications holomorphes). Pour tout p G Di/2, notons li{p) = so(lo(p),p) et, pour
tout À* e N, k > 2,

lk(p) = Sk-1 o h-2 o • • • o So(lo(p),p).

LEMME 4. — Soient k G N et p G Di/2 quelconques. Alors, pour tout z G BA^^
l'orbite positive de z sous l'action de Fk,dk{p),p) es^ toute entière incluse dans ÎÎAk-

Démonstration. — Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il existe un triplet

(k,p,z) G N x Di/2 x BA^

tel que l'orbite positive de z sous l'action de ^,(4(p),p) s'échappe de BA^. Pour tout
triplet (Â-,p,/z) vérifiant cette propriété, notons j(Â*,p,/z) l'entier non nul égal au rang
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du premier itéré de z qui n'appartient pas à BAfc. Soit (k,p,z) un triplet pour lequel
cet entier est minimal. Posons :

Vk = {y C C | 0 < Re(A-lî/) < Re(A-1) et |Imz| < A'̂  - ̂ 4}.

Alors, quitte à translater z d'un entier, on peut supposer que z ç. Vk' Or, nous avons
montré dans ce cas (voir lemme 2), que l'orbite positive de Kk(lk(p}iPi z} sous l'action
^ Gk,{lkÇp),p) s'échappe de B^^i, et ce après un nombre d'itérations strictement
inférieur à j ( k ^ p ^ z ) . Puisque, d'après (11),

|ImJ^(p),p^)|<A^i,

ceci contredit la minimalité de j(k^p^ z). D

Soient k ç. N et p ç. Di/2 quelconques. Alors, d'après le lemme précédent, pour
tout j e N,

F^{p^p)(B^f>ICB^'
Donc Fkn^(p\p\ est analytiquement conjuguée, sur un domaine simplement connexe,
Z-périodique contenant BA^, à une translation T^, où û^ est un réel; de plus,
puisque Aj^' > c7, il existe (voir appendice 1.6.3), une constante universelle C\^ telle
que, si c' > 612, alors : \lk(p) — û/J < 1/2. Donc,

(12) K-a, |<l .

D'autre part, on déduit de l'assertion 2 du lemme 2 que :

°4+i =^+i(û4~1 -^).

Les formules récurrentes définissant les aj à partir de ao et les a'j à partir de a'Q sont
donc les mêmes, c'est-à-dire que :

^^+^-10, ^ , P^e^-ia^ ^^
Qk + SkOk-l^k Qk + Skqk-lOi'f,

On déduit alors de l'estimée (12) que : OQ = ao (et donc que : o^ = o^k pour tout
A - e N ) .

Fixons définitivement : c' = Cis, où (7i3 est une constante universelle suffisamment
grande pour que toutes les hypothèses faites au cours de ce paragraphe et du précèdent
sur la taille de d soient valides. Nous avons alors montré que, sous l'hypothèse (Ho)^
pour tout p € Di/2, l'application ^o,(<o(p),p) est conjuguée à Tao sur un domaine de
linéarisation contenant B^///.

Pour terminer la démonstration du théorème 5, il reste simplement à établir que
les applications conjugantes dépendent analytiquement de p. Ce point, qui repose sur
un simple argument de limite uniforme de série de Birkhoff, est établi en appendice
1.6.2.
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1.3. Linéarisation dans le cas (Tune petite hauteur de bande

Cette partie présente beaucoup d'analogies avec la section précédente, à laquelle
on renvoie pour plus de détails ou pour certaines démonstrations.

1.3.1. Renormalisation d'une famille analytiquement paramétrée
Donnons-nous quatre réels a, T, r, et 6 satisfaisant à l'hypothèse :

^i(a,T,r,(^) 0 < a < 1/2, 0 < r < a/2, 0 < ô < r ^ 1,

un paramètre CQ > 0, et une famille

(^(À,p))(A,p)GD(a,r)xD^

d'applications de ^(A), A > 0, dépendant analytiquement des paramètres A et p,
telle que, pour tout (A,p) G D(a,r) x Dy, F(\,p) appartienne à y0 (A, A).

L'objectif de cette section est de construire une famille «renormalisée» de la fa-
mille F. Pour cela, l'ingrédient technique principal est le lemme ci-dessous, qui sera
démontré en section 1.5 (ce lemme est illustré par la figure 1.3.1).

Donnons-nous ÇA > 0 et à > 0 vérifiant : a > à. Posons : U = D(a,ï), V =
D(a,(l - fï)r), et

W = V x Br-s x [z e BA-^ 1 -1 < Rez < 1}.

Dans la suite de ce paragraphe, nous noterons ^(^o) toute constante ne dépendant
que de eo, a, A, 6, e^, et qui converge vers 0 lorsque CQ tend vers 0 et a, A, 5, e^
sont fixés.

LEMME 5. — II existe ^(A,^) > 0 et e"{à,^8,e^) > 0 tels que, si

T/a^^(A,£A) et £Q <£ll(à^,S,£A),
alors il existe une application « uniformisante » K pour F, définie et analytique sur
W, telle que, pour tout (A,p,z) e W, on ait :

- si (A,p,F(A,p)(^)) e W, alors : K(\,p,Fç^(z)) = K(\,p,z) + 1.
- \K(X,p,z)-z/\\ <e(£o).

Faisons les hypothèses suivantes :

^2(T,^A,5A) r/a ̂  ̂ (A.^A),
^3(^0, à, A, 6, e^) £o ^(â.A.J^A).
Alors, toutes les conclusions du lemme ci-dessus sont valables, et on en reprend dans
la suite les notations.

Notons K l'application (A,p,^) i-)- (A,p,7^(A,p,^)) ; posons :

W = V X Dr-6 X {Z ç ËA-3^/2 | 0 ̂  Rê Z < 9 }10J

et :
A" =0-^-2^).
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FIGURE 1.3.1

Alors, quitte à diminuer £'(A,£A) et ^"(Q^A^^A)) on peut supposer que K est
injective sur YV1 et que Inapplication :

G :K{W) -^C, K(\,p,z) ̂  K ( \ , p , z - l )

se prolonge en une application analytique sur V x Dr-ô x BA" (encore notée G) telle
que, pour tout (A,p) G Y x Dy.-^, l'application : C?(A,p) ^ ^ '-̂  G(X,p,z) appartienne
à p^o)^') (voir la section précédente pour plus de détails).

L'estimée du lemme entraîne (quitte à diminuer £'(A,€A) et ^(o'.A.^.^A)) ''

(13) |^(A,P, z) - z/a\ < e ^ / a , (A,p, z) e W.

Pour tout (\,p) C Y x Dy._j, notons q{\,p) le terme constant du développement en
série de Fourier de l'application : z 1-4- Gç\^(z) — z. Alors,

(14) | g (À,p)+ l /A |<£(5o) .

D'autre part, comme nous l'avons détaillé dans la section précédente, les dynamiques
des applications Fç\^ dans BA et G(A,p) dans BA» sont reliées (on pourrait énoncer
un lemme analogue au lemme 2).

Posons : a = (a"1), notons e ç. {—1,1} le signe de a~1 — a, et posons : a' =
e(a~1 — a). Notons s l'application :

V x Br-ô -^ C, (A,p) ̂  £(-ç(A,p) - a)

et ê l'application : (A,p) i-)- (^(A,?),?). Considérons la famille (lï(A,p))(À,p)evxD^_5
d'applications : BA" —^ C définie par :

^(A,p) (^) =
\Gç^p)(z) + a si e = -1;
l-(G(À,p)(-^)+û) s i 6=+ l .
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Pour tout (\,p) ç V x Br-s, l'application H^ appartient à P/^JA''). D'autre
part, d'après (14),

KÀ,?)) - e(l/\ - a)\ < 6(60), (A,p) e V x Br-s

Notons : W = D(a, (1 — 2fï)r) ; l'estimée précédente entraîne :
CJ S F'

(15) l ô A ' ^ A 2 ! < (/ÎT)-16(^ (A,p) e V x D ^ - j ,
(16) KA.p)-^! > |l/A-l/a|-^o), (A,p) e 9W x Dr-s

Soit ^(T.â.A.J.^A) une constante suffisamment petite pour que, sous l'hypothèse :

^(^T^A.J.^A) £o < ̂ "(T.â.A.J.^A),

l'estimée (15) entraîne :
1 9 s e i . o
\9X+^<X

et l'estimée (16) entraîne : \s(\,p) — a'\ > r / a .
Plaçons-nous dorénavant sous l'hypothèse T-i^ëo.r^à^^ô^e^). Alors, s est injec-

tive dans W x Dr-ô et D(û / /,T/a) x D^-j est inclus dans s(W x Dy.-^).
Notons : î = (â(5-l(D(a / ,T/a)xD^-a)) - l et : t == 7r! ° t où TTi : C2 —)- C désigne la

projection sur la première coordonnée.
Enfin, considérons la famille (^(A,p))(À,p)eD(a /,T/a)xD^_^ d'applications : BA" -^ C

définie par : I(\^{z) = H^^z).
Alors, pour tout (A,p) € D(a /,T/a) x Dy-j, l'application I(\,p) appartient à

P^^A").

1.3.2. Itération de la construction. — Nous allons maintenant démontrer le
théorème 2 à proprement parler.

Fixons A > J > O e t 5 e S .
Donnons-nous a ç. Bs et F ç. P^A), où £o > 0 est un paramètre que nous allons

chercher à déterminer (suffisamment petit) pour que les conclusions du théorème 2
soient satisfaites.

On suppose que a ç ]0; 1/2[ et que -F est plongée dans une famille (jFp)pçDi
d'applications de 2^° (A), dépendant analytiquement du paramètre p, avec FQ == F.
On pose, pour (A,p) € C x Di,

r-i
F^{z) = A + Fp(z) - (f W) - t)dt).p ' ' ~ \ 1 ' p '

Notre stratégie va être d'appliquer un certain nombre de fois à cette famille la construc-
tion de renormalisation du paragraphe précédent, de manière à faire croître les hau-
teurs de bande, pour se retrouver finalement sous les hypothèses du théorème 5.

Fixons un entier Â-o quelconque vérifiant :

Sk^^-^C <8/2
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où C est la constante universelle qui apparaît dans le théorème 5. L'entier ko représente
le nombre de renormalisations que nous allons effectuer. La justification du choix de
ko (remarquons qu'il ne dépend que de Ô et s) apparaîtra clairement à la fin de cette
section.

Posons ao = a (a ç. ]0;1/2[), et définissons par récurrence la suite (a^çN en
posant :

û-fe+i = K1-^1)!-
Remarquons que, d'après la définition de Bs, il existe un réel à, ne dépendant que de
6 et de s, tel que, pour 0 < k ^ ko, on ait : ak ^ à. Posons Ao = A et définissons les
réels Afc, k e { 0 , . . . , ko} par récurrence en posant :

Ajfe+i ^^(Ajfe-2/^).

Posons
£r = min ^(A^rf)

kç{0,...,ko-l}

(la fonction e ' { , , . ) est celle du lemme 5). Pour tout k ç. { 0 , . . . , ko}, posons :

ïk = ërâk, Uk = D(afe, rjO, Vk = D(a^ (1 - /,)^), ^ = 2-^+2).

Posons : ro = 1, et, pour tout k G {! , . . . , ko}, rk = 1 - Z^=o 6^
Pour k C { 0 , . . . , A ; o - 1}, les hypothèses ^i(û^T^r^) et ^(T^O^A^CA)

sont alors toujours vérifiées.
Dans la suite de cette section, nous noterons e(eo) toute constante ne dépendant

que de s, A, 6, et £o, et qui tend vers 0 lorsque £o —^ 0 et 5, A, et 8 sont fixés.
Pour (A,p) e Uo x D^, posons : -Fo,(À,p) = F{\,p) ; rappelons que F^ e ̂ °(A).
Pour £o assez petit, nous allons construire, par récurrence à partir de cette famille

FO, des familles Fi.^.-.^o d'applications. On procède comme dans la section
précédente : supposons que les familles F o , . . . , F k , k < ko, aient déjà été définies,
et supposons que Fj, soit une famille (^,(A,p))(A,p)ei4xD^ d'applications de V{^k}->
dépendant analytiquement des paramètres (A,p), et telle que, pour tout (A,p) C
Uk x D^, ^,(A,p) appartienne à P^(Afc), avec ̂  = ^(^o).

Alors, si 60 est suffisamment petit (plus précisément, inférieur à une constante qui
ne dépend que de A, À, et s), les hypothèses

^(^Q^A^J^A) et T^O^T^o^AfeA^A)

sont toutes deux vérifiées. On peut donc effectuer à partir de F^ toutes les construc-
tions du paragraphe précédent. On construit ainsi, avec des notations évidentes, des
applications Kk : V^k —^ C, Gk, Qk, sjç, sjc, 4 5 îk-, et finalement une famille

(^(Aj^A^eD^+i^TAOxD,•fc+i

d'applications de P(Afc+i). Pour tout (A,p) e BÇak^-i.a^Tk) x Dy.^,, 4,(A,p) ap-
partient à ^^(Ajfe+i), avec à nouveau e^+i = ^(^o).
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Définissons la famille (Fk-^i,{\,p))(\,p)çUk+i xD,^ , comme la restriction de la famille
Ik aux paramètres (A,p) appartenant à [4+1 x D,.̂  (cela a un sens puisque oÇ1^ >
^fc+i)- Quitte à diminuer encore £o, on peut donc poursuivre la récurrence, et ce
jusqu'au rang ko - 1, c'est-à-dire jusqu'à la construction de l'application F^. Ce
procédé n'étant pas univoque, on fixe dorénavant une suite (FQ, ... ,F^) ainsi que
tous les objets intermédiaires obtenus par cette construction.

1.3.3. Fin de la démonstration du théorème 2. — Posons do = 8, et définissons
les réels d^, k ç. { 0 , . . . , ko}, par récurrence en posant :

c^+i =a^l(dk -3^6).

Pour tout k e { 0 , . . . , ko}, on a dk < Ajfe ; d'autre part,

dko >/3^(do-6KS).
D'après la définition de Â'o, ceci entraîne

^o > /C-l^o+S^0-1^)

> /^1-A(^)+^
et finalement,

(17) d^ >$(a,J+0

En outre, l'estimée (13) montre que, pour tous k ç { 0 , . . . , ko - 1} et (A,p, z) ç Wk,

(18) \ïmz\ <^-dk ^\ïmKk(\,p,z)\ < A^+i -^+1.

L'estimée (17) montre que l'on peut appliquer le théorème 5 aux applications F^^^p^
(A,p) e Uko xDy.^. On en déduit que, pour tout (A,p) e UkQ xDy.^, il existe un unique
p. G C, noté /^(A,p), tel que l'application : ̂  ̂  ^(A,p) +Ffco,(À,p)(^)soit conjuguée à la
translation Ta^ sur un ouvert contenant BA^-^. De plus, l'application : (À,p) i-̂
^(A,p) est analytique.

Pour tout (A,p) e Uko x Dy.^, on a :

|A+^(A,p) -ajfcol <^(Ê-o).

On en déduit, grâce à un argument d'indice, que, si £o est suffisamment petit (inférieur
à une constante qui ne dépend que de A, À, et s), alors, pour tout p G Dy^ , il existe
un unique A e U^, noté XkoÇp), tel que : ^(A^(p),p) = 0. De plus, l'application :
p 1-4- \ko (p) est analytique.

Pour tous p e T>rko et A- G N^o-i, posons :

Afc(p) = 4 °4+i ° •••^o-^AAîoO^p)-
L'application : p 1-4 \o(p) est également analytique. Pour tout p G D^ , l'application
^o,(Ao(p),p) c^ conjuguée à la translation T^p sur un domaine qui, d'après l'estimée
(18), contient BAo-do-

Ceci termine la démonstration du théorème 2 (et donc aussi du théorème 1).
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1.4. Construction (T applications uniformisantes (cas d'une grande hauteur
de bande)

Donnons-nous quatre réels a, T, r, et 6 satisfaisant aux hypothèses suivantes :

0 < a < 1/2, 0 < T < a/2, 0 < 6 < r < 1.

Donnons-nous un entier n > 0, et notons Dr le poly disque de centre 0 et de rayon r
dans C^ ; donnons-nous un réel A > 0, et une application analytique :

F : D(a, r) x Dr x BA -̂  C

telle que, pour tout p = ( p o ^ . . . ,pn) G D(a,T) x Dr^ l'application

F P : B A - ^ C , z ^ F ( p , z )

appartienne à P^(A). Posons : U = D(a,T), V = D(a, (1 — ^)r), a~ = a — r,
a~^ = a + T et ri = max(72, 2).

L'objet de cette section est d'établir le lemme suivant (il s'agit d'une version,
légèrement plus générale, du lemme 1).

LEMME 6. — II existe une constante CQ > 0, qui ne dépend que de n, telle que, si

A > -^loga-1 + -^-log^ +Co
Z7T 47T

(posons ; A7 = A — ^-loga"1 — ^logj"^ — Co), alors il existe une application
« uniformisante » K pour F, définie et analytique sur le domaine :

} V = { Ç p , z ) ç V x D r - 8 X C |

\ïmz\ < Re^o/û^A' et Re(-l/po) < Re(^/po) < Re(l/po)}

telle que, pour tout (p, z) G W, on ait :
- si (p, F(p, z)) e W, alors : K{p, F(p, z)) = K(p^ z) + 1 ;
- \ K ( p , z ) - z / p o \ <a- lexp(-27^((Repo/a+)A /- |Im^|))).

La démonstration étant assez technique, nous commençons par en décrire les étapes
principales.

Dans toute cette section, nous utiliserons la lettre C pour désigner des constantes
qui ne dépendent que de n.

1.4.1. Description de la démonstration. — L'objet du lemme ci-dessus est la
construction d'une application K vérifiant l'équation fonctionnelle :

(19) K ^ F ( p ^ z ) ) = K ( p ^ z ) + l .

Dans le cas où F est la famille linéaire (c'est-à-dire : F ( p , z ) = z +po)? on dispose
d'une solution évidente à savoir : K(p,z) = z / p o .

Dans le cas général, posons : F(p, z) = z + po + ^(p? z\
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On dispose alors de l'estimée : |y?(p, z)\ ^ (7exp(-27r(A- |Im z\)) (voir l'appendice
1.6.3). L'application F est donc très proche de sa partie linéaire lorsque |Im z\ n'est
pas trop grande. Heuristiquement, ce lemme signifie donc que, dans une zone où |Im z\
est suffisamment petite par rapport à A, autrement dit où F est suffisamment proche
de la famille linéaire, on peut trouver une solution K à l'équation (19) qui soit de
plus proche de la solution du cas linéaire.

K

C/Z

Considérons tout d'abord le problème sans tenir compte des paramètres ; on consi-
dère donc une seule application F : BA —^ C. Dans ce cas, une construction analogue
a été effectuée par J.-C. Yoccoz pour étudier la renormalisation des difféomorphismes
analytiques du cercle (voir [19]). Décrivons rapidement sa construction. On considère
un «domaine fondamental» U pour F (voir la figure), en se limitant à des points
z de partie imaginaire bornée par : A — ^loga"1 — (7. Soit M la surface de Rie-
mann obtenue en recollant les deux bords de U par l'action de -F. L'application K
est alors obtenue comme relèvement d'une application uniformisante de M. dans un
sous-anneau de C/Z, et K satisfait à des estimées que l'on déduit d'inégalités de
modules d'anneaux.

Cette étape est cruciale dans la démonstration de la linéarisabilité locale des difféo-
morphismes analytiques du cercle dont le nombre de rotation vérifie la condition de
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Bruno ([19]) ; en particulier, la perte de hauteur de bande limitée à : •^\oga~1 + C
est intimement liée à la condition de Bruno.

Dans le cas qui nous occupe (avec paramètres), on cherche à résoudre le même
problème, sans perdre plus (ou presque pas plus) que ̂  logo"1 + C dans la hauteur
de bande. C'est ce qu'affirme le lemme 6 et c'est ce qui permet, lorsqu'on applique
cette construction, d'obtenir tous les nombres de Bruno.

La démonstration est grosso modo fondée sur la même idée qu'en l'absence de
paramètres : obtenir K comme relèvement d'une application uniformisante entre va-
riétés complexes. Mais la présence des paramètres rend cette démonstration technique-
ment beaucoup plus lourde. Il s'agit en effet de mettre en place, dans ce cas particulier,
une sorte de théorème d'uniformisation de Riemann analytiquement paramétré. Pour
cela, on devra résoudre un problème 9.

Décrivons maintenant les constructions intervenant dans notre démonstration. Tout
d'abord, on se restreint à des points z vérifiant :

|Im z\ < A - — logo"1 - C.
27T

On effectue ensuite un changement d'échelle en posant :

Fi(p,^) = — F(p,po,z).
Pô

Le problème considéré se ramène alors à la recherche d'une application K\, proche de
(p, z) i-> z, et vérifiant :

(20) Xi(p,Fi(p,^))=^i(p,^)+l.

Posons : Fi (p, z) = z + 1 + (pi (p, z). La restriction sur la partie imaginaire des points
considérés entraîne l'estimée : |^i(p,^)| < C~1.

Soit H\ l'ensemble constitué des points (p, z) où Fi est définie et tels que Rez = 0 ;
soit t[ = { ( p ^ F i Ç p ^ z ) ) | z G ^i}. Les ensembles i\ et t[ délimitent un ouvert Z^i, une
sorte de «domaine fondamental» pour Fi (voir la figure 1.4.1).

Remarquons qu'il suffit, pour résoudre notre problème, de construire une applica-
tion K\ holomorphe sur Z^i, continue sur U\ U^i U^, et vérifiant l'équation (20) pour
tout (p, z) ç t\ ; en effet, cette équation permet ensuite de prolonger analytiquement
l'application K\ à un domaine plus large.

Soit A^i la variété complexe obtenue en recollant i\ et t[ par l'action de Fi. Le
problème considéré est encore équivalent à celui de la recherche d'une application
uniformisante analytique de M.\ dans un ouvert de U x Dr x C, qui commute avec la
projection sur U x Dr. Or, il est très facile de résoudre ce problème d'uniformisation
en classe C°° : soit T] : R —^ R une application C°° vérifiant :

rj(x) = 1 pour x < 1/3 et rj(x) = 0 pour x ^ 2/3.
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UxD, x

FIGURE 1.4.1

Posons : v { p ^ z ) == z +77(Re,z)(^i(p,^). Alors, l'application v vérifie, pour tout ( p ^ z ) €
'-ii

vÇp,Fi(p,z)) =v(p,z) +1.

Il suffit donc, pour obtenir l'application uniformisante recherchée, de corriger le défaut
d'holomorphie de v tout en préservant l'équation fonctionnelle vérifiée par v sur ^i,
autrement dit de corriger ce défaut d'holomorphie au niveau de la variété quotient
Mi. Or, 9v définit encore une (0,1) forme de classe C°° sur le quotient M.\. Le point
clé de la démonstration est ainsi la résolution, avec estimées, d'un problème 9 sur la
variété Mi.

Pour cela, on utilisera un théorème de résolution de l'opérateur Q avec estimées
L2, essentiellement dû à Hôrmander, et adapté par R. Perez-Marco et J.-C. Yoccoz
au cas des variétés de Stein pour lesquelles la structure complexe est suffisamment
proche d'une structure plate (voir [12]).

Pour faire fonctionner cet outil technique, certaines estimées sont nécessaires, tant
sur la structure complexe de la variété Mi (c'est-à-dire sur <^i) que sur la (0,1) forme
9v. Plus précisément, on aura besoin des estimées suivantes :

(21)

(22)

(23)

(24)

\Vi\^^/C

IJ^I^2^

^ '^/G
I Q . . . 9 . . . 1

\Qv\ <, a2 6n/C
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r\ r\2

(les notations -— et _——.— siginifient que ces estimées sont valables pour toutes
les dérivées partielles à l'ordre un ou deux de <^i).

La première partie de la démonstration (§ 3.2) est donc consacrée à la construction
de (^i, de A^i, et de v, avec pour objectif d'obtenir les estimées ci-dessus. Elles se
déduisent toutes d'une seule estimée sur ^>i, à savoir :

(25) hil^^^/C

(où n = max(n,2)). En effet, (21) et (24) s'en déduisent directement, et (22) et (23)
par estimées de Cauchy (voir §1.4.2, c).

Une difficulté inattendue vient du fait que l'estimée dont on dispose a priori pour <^i
est seulement : |(^i| ^ 1/C. Il faut donc profiter plus astucieusement de la perte à la-
quelle on a droit au tout début dans les hauteurs de bandes (à savoir : — log a~1 -\-C).
Pour cela, on utilise un lemme de forme normale (voir appendice 1.6.1) qui per-
met de conjuguer F à une application FQ dont la partie non linéaire est bornée par
a3 / C (en fait o^ / C pour tout k ç. N si on veut) avec une conjugaison définie sur
B^_j_iQg^-i_ç-. Ainsi, au tout début de la démonstration, au lieu de simplement se
limiter à des points de partie imaginaire bornée par A — — log a"1 — (7, on conjugue
F grâce à ce lemme, et on travaille ensuite avec l'application FQ conjuguée. Il faut
consentir une perte supplémentaire de — log S~n dans la hauteur de bande de ma-
nière à faire apparaître le facteur ^n dans les estimées. On obtient alors l'estimée (25)
voulue pour ^i.

La suite de la démonstration consiste à résoudre le problème 9 associé à la (0,1)-
forme 9v (§1.4.3). On obtient une solution u ç. C°°(Mi) qui vérifie une estimée L2,
et donc l'application K recherchée. Il reste (§1.4.4) à prolonger K et à établir sur K
les estimées L°° du lemme 6.

1.4.2. Construction cTune variété complexe avec estimées. — Dans toute
la suite de la section 1.4, nous utiliserons la lettre C pour désigner des constantes
universelles ou qui ne dépendent que de n ; lorsque nous aurons besoin d'être plus
préces pour désigner de telles constantes, nous les noterons (7i, C 2 , . . .

Reprenons les définitions et notations introduites au début de la section 1.4, et
considérons l'hypothèse :

0^) A > ̂ loga-1 +l\og6-n+t
27T 47T

où t désigne un paramètre réel strictement positif (rappelons que n = max(n,2)).
Notre objectif est de déterminer une constante Co n^ dépendant que de n, telle que,
sous l'hypothèse (^Hco)^ ^es conclusions du lemme 6 soient vérifiées.
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a) Mise sous forme normale

LEMME 7. — II existe une constante universelle d^ telle que, si :

A > —logo"1 +cb
27T

(notons : Â2 = A - -^ loga-1 - d^), alors, pour tout p = (po,... ,Pn) C U x Dr, il
existe une application Fo,p ^ T)1(A2), satisfaisant aux propriétés suivantes :

(i) Notons ao(p) le terme constant du développement en série de Fourier de Inap-
plication : z ̂  Fo^p(z) — z, et posons, pour tout z ç B^, ^o,p(^) == z + ao(p) +
(po,p(z). Alors,

(26) |ao(p) - po| < bol exp(-47rA2),

et, pour tout z ç. B^s^

(27) bo,̂ )| < bo|3exp(-47^(A2 - |Im^|)).

(h) Les applications Fo^p et Fp sont conjuguées. Plus précisément, il existe une ap-
plication Hp : BAS —^ C univalente, commutant avec les translations entières,
telle que :

(a) pour tout z ç B^a?

(28) \Hp(z) -z\ < exp(-27r(A2 - |Im^|));

(b) pour tout z e BAS ̂  ç^e jF(^) ç BAS^

Fo,pO^(^)=^oFp(^).

-De j?^5, ao(p), Fo^p, et Hp dépendent analytiquement de p.

Ce lemme est démontré, sous une forme légèment plus générale, dans Pappendice
1.6.1.

Supposons que l'hypothèse (^3) son' vérifiée; alors, toutes les conclusions du
lemme précédent sont valables. Reprenons-en les notations, et posons, pour tout
(P,Z)^U xDr X B A 2 ,

H ( p ^ z ) = hp(z)
Fo(p^) = Fo^z)
^o(p^) = ^o,p(^).

Les fonctions H^ FQ^ et y?o? ainsi définies sont analytiques sur U x Dr x B^s- Posons :

Ao = A - 1 loga-1 - 1 logj-71 - d2 = Â2 - 1 logJ-^.
ZTr 47r 47r

On déduit alors de l'estimée (27) que, pour tout ( p , z ) 6 U x Dr x B^oî

(29) |^o(p, ̂ )| < C6ha3 exp(-47r(Ao - |Im z\)).
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b) Un changement de variable, — Considérons le diffëomorphisme holomorphe :

a- : U x Dr —> D x Di

(po,Pi, . . . ,Pn) '—> ((po -a)/r,pi/r,...,pn/r).

Notons FQ l'application : D x Di x BA() -̂  C, (q,z) ̂  FoÇa^Çq)^), et pour tout
q ç. D x Di, posons :

ào(q) ^ao^r"1^)).
Ce changement de variable permet de se ramener à un espace des paramètres de taille
universelle, ce qui nous permettra, au paragraphe suivant d'effectuer des estimées de
Cauchy «sans trop de perte» dans la direction des paramètres.

Notons a l'application :

U x Dr x BAO -̂  D x D^ x C, (p, z) ̂  (a(p), z/ao(p))

(cette application définit un diffëomorphisme de U x Dr x BA() sur son image).
Considérons l'application F\ : a(U x D r x BA()) —^ C définie par :

F^z)=âo(q)-lFo(a-l(q,z))=ào(q)-lFo(q,âo(q)z).

L'intérêt de ce second changement de variable est que le terme constant du dévelop-
pement en série de Fourier de l'application : z ^—> jFi (ç, z) — z vaut 1, ce qui simplifiera
la géométrie des constructions menées dans la suite. Posons :

Fi(q,z) = z+ l+(^i(ç,^) .

Alors,
(pi(q,z) = àoÇq)-1^^1^^))

(l'application <^i n'est bien sûr plus Z-périodique par rapport à la coordonnée z).
Fixons (ç, z) e D x D\ x C quelconque, et posons : p = (po , . . . ,pn) = cr"1^) et :

Ç = ào(q)z', alors,

| Im Ç — Re po Im z | < | (Re ao (q) — Re po) Im z \ + | Re z Im ào (q) \.

Supposons que l'on ait : | Rez\ < 2 et | ïmz\ < Ao/a"^ ; alors, puisque \ào(q) — po\ <
|po|exp(—47rA2) (estimée (26)), on a :

(30) | Im C - Repo Im z\ < Ci

(C\ est une constante universelle). En particulier, si |Im^| < (Ao — Ci)/^, cette
estimée entraîne : | ImC| < Ao, et Fi est définie en (q,z). Dans ce cas, on déduit de
(29) et (30) que :

(31) \^(q,z)\<CSna2exp(-47^(^o-a^\ïmz\)).

Cette dernière estimée est à rapprocher de l'estimée (25) du paragraphe 1.4.1. Elle est
à l'origine de toutes les estimées que l'on va établir lors de la suite de la démonstration.
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c) Inégalités de Cauchy. — On veut établir, à partir de (31), des estimées sur toutes
les dérivées partielles de (/?i à l'ordre un ou deux, grâce à des inégalités de Cauchy.
Soit (q,z) G Di_/ç/2 x ^i-d/2 x G vérifiant :

|Re^|<3/2 et \ïmz\ < (Ao - Ci - l)/a+.

Alors, le polydisque de centre (q^z) et de rayons : /î/2,($/2,. . . ,5/2,1/2, respective-
ment dans les directions des variables qo.qi^... ,Çn,^, est inclus dans le domaine de
définition de l'application F^ et donc dans le domaine de validité de l'estimée (31).
On en déduit, grâce à des inégalités de Cauchy, que :

(32) -|̂ (^) < C^-Wexp^T^Ao -a+|Imz|))

(33) g91^ ( q ^ z ) ^ C^-^exp^^Ao -a+|Im^|))

(les 9 . . . signifient que ces inégalités sont valables pour toutes les dérivées partielles
de <^i à l'ordre un ou deux).

d) Construction d'une variété complexe. — Posons :

^ = i(q,z) e Di_^/2 x D^_s/2 x C Rez = 0 et \ïmz\ < (Ao -C^/a^}

l'i={{q.Fi(q^)} |(^)^i}

l^ = ^ ( q ^ z ) € Di_^/2 x -Di-5/2 x C tel que z appartienne

au segment reliant î(Ao — C^/o^ et -Fi (ç,î(Ao — <72)/û /+) ou

au segment reliant — z(Ao — C^/a^ et F^ (ç, —î(Ao — C'2)/û/+) dans C ï

où (72 est une constante universelle telle que, pour tout (q,z) G l\, on ait :

(34) hi(^)| <1/4,

(35) l^^'^l < l/4 t

Les ensembles ^i, ^, et /^/ délimitent alors un ouvert connexe Pi (un domaine «fon-
damental» pour Fi) au dessus de Di_^/2 x D^_s/^ (voir figure §1.4.1). Posons :

U^ =Pi U /i U^.

Quitte à augmenter la constante C^i on peut supposer que F^ est définie dans un
voisinage de U\.

Pour tout q dans Di_^/2 x -Di-j/2? les points de Z^i dont les n + 1 premières
coordonnées sont données par q définissent une bande de largeur approximative 1
dans le plan de variation de z. En identifiant dans U\ les bords l\ et l[ par l'action de
-FI au dessus de Di_^/2 x D ^ _ g / ^ ^ on obtient une variété complexe (sans bord) notée
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Ml (si A est suffisamment grande, Mi est non vide). Notons : 71-1 : U\ —> Mi la
projection canonique.

Soit 77 : R —> R une fonction de classe C°° vérifiant : 0 < T] <, 1, r](t) = 0 pour
t > 2/3, et r]{t) = 1 pour t <^ 1/3. On fixe pour toute la démonstration une telle
fonction ry.

Considérons l'application z?, définie sur un voisinage de U\ par l'expression :

v(q,z) = z-{-r](Rez)(pi(q,z).

Pour tout (g, z) G Zi, on a, grâce à (34) :

v(q,Fi{q,z)) =v(q,z) + 1.

L'application v induit donc une application de classe (7°°, notée v, de M.\ sur C/Z.
La (0,1) forme 9v^ définie au voisinage de U\, est nulle au voisinage de l\ et de l[ (en
effet, dans un tel voisinage, rf est constante et v est donc holomorphe). Elle passe au
quotient et définit une (0,1) forme de classe C°° sur A^i, que l'on notera de façon
naturelle 9v. C'est cette (0,1) forme qui sera le second membre du problème 9 que
l'on cherchera à résoudre au cours des prochains paragraphes.

Avant de terminer ce paragraphe, introduisons pour FQ des objets correspondant
à ceux définis plus haut pour F\ ; posons :

^a-^i), ^=a-1^), U^a-\U^\

e) Reformulation des estimées. — Considérons l'application :

h : U\ —> R, ( q ^ z ) '—> ïmv(q,z).

Cette fonction passe au quotient et définit une fonction de classe C°° sur -Mi, que
l'on notera également h.

Dans la suite, on commettra l'abus de notation consistant à utiliser, sur la variété
A^i, les coordonnées globales ( q ^ z ) : la coordonnée q est bien définie, mais pas la
coordonnée z (il y a ambiguïté le long du recollement). Néanmoins, cette ambiguïté
ne sera pas gênante, car elle n'influence pas la valeur de h.

Fixons ( q ^ z ) ç. U\. D'après (34), on a : ïmz > h(q,z) — 1/4. On déduit alors
immédiatement de (31) (32), et (33) que :

(36)

(37)

(38)

(39)

Q2

Q a w^
\{9v(q,z)\\

9
9...^^

^ i. ^

<^i(î^)

^1 ^ ^

^ C^exp^T^Ao-a^/^)!))

^ C'c^exp^Ti^Ao-c^l/iCî,^)!))

^ C'c^expf^Ti^Ao-Q^I/i^)!))

<, C'a^expf^T^Ao - a+|/i(ç,^)|))
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où \\9v(q, z) I I désigne la norme de la (0,1) forme Ov dans la base (dqo, dq^,..., dçn, dz)
(les estimées (37) et (38) sont liées au fait que n > 2, et l'estimée (39) au fait que
n > n).

Ces quatres dernières estimées sont à rapprocher des estimées (21) à (24) du para-
graphe 1.4.1. On dispose maintenant de toutes les estimées nécessaires pour pouvoir
résoudre le problème 9 associé au défaut d'holomorphie de l'application v (l'estimée
(39) ne sera utilisée qu'à la toute fin du paragraphe 1.4.3, à partir du lemme 11, et
permettra de «perdre» le facteur J71 dans une estimée de Cauchy, voir lemme 13).

1.4.3. Résolution d'un problème 9
a) Estimées sur la structure complexe de A^i. — Soit a : R —> R une application
de classe C°° vérifiant : pour tout x ç. R,

M < a(^) < M + 1, 1^(^)1 < 1, la^)! + a"(x) > 1.

Si A représente un paramètre réel, on notera dans toute la suite de la démonstra-
tion :

- /IA l'application : Di_/,/2 x D^g/^ ->• R, q ̂  (Ao - A)/a+ - ̂ ^ |^-|2 ;

- ^I,A = {(ç^) e^i | a(h(q,z)) < /iA(ç)};
- H),A = ̂ (^A) ;
- A^A = TI-i (Z^A).

Soit c un paramètre réel positif. Nous allons travailler dans la suite sur les variétés
Mi,c' Remarquons que l'application : c 1-4- M\,c est décroisante pour l'inclusion et
que, si c est suffisamment grand (supérieur à une constante universelle), Mi,c est
incluse dans A^i.

L'objet de ce paragraphe, et du lemme ci-après, est d'exprimer le fait que, pour c
suffisamment grand, la structure complexe de M.\^c est proche de celle du produit de
I^i-/^ x ^i-<V2 par un ouvert de C/Z. La fonction hc représente une hauteur de
coupure, voisine de c/a. L'introduction d'une forme quadratique dans l'expression
de hc permet de rendre cette coupure convexe par rapport aux paramètres qo , . . . , q^'
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Cette convexité de la frontière de M\,c sera utile, au paragraphe suivant, pour montrer
que A^i^c est une variété de Stein.

En tout point de .Mi,c? posons :

uji = dqi (i = 0,..., n)

^n+l = 9h.

Alors, <9ù;n+i = 0 et, pour i = 0 , . . . , n, 9cji = 0 et Quji = 0.
Suivant les notations de [12] (voir aussi §1.4.3, c)), posons :

9^n+l = ̂  ̂ î1^ A ^k
J,fe

(les fonctions c^1 e C°°(Mi,c)) et :

^^-E^^+E^^1^-
i i

LEMME 8. — II existe deux constantes 63 et 64, ne dépendant que de n, telles que,
si c ̂  63, A^i c jouisse des propriétés suivantes :

(i) Les (1,0) formes UJQ, ... ,(^n+i constituent, en tout point de M.\,cj une base de
l'espace cotangent holomorphe à Mi,c'

(ii) Posons dr = (^^"^o A UJQ A • t • A ù^+i A ̂ +1, e^ notons dro l'élément de
volume canonique dans C714'2. Dans U\,c, on a :

C-^dro ^ Tr^dr < Cdro.

(ni) En tout point de U\^^ on û .'

\c^\ < Cf4a2exp(-47^(Ao-a+|^,^)|))

\Qi^\ ^ ^exp^^Ao-a-^^)!))

l^c^1! ^ Cr4a2exp(-47^(Ao-a+|/^(g,^)|)).

Démonstration. — D'après (36), (37), et (38), (^i et toutes les dérivées partielles de
<^i à l'ordre un ou deux convergent vers 0, uniformément sur A^i^c? et uniformément
par rapport à a, lorsque c —^ oo ; (i) et (ii) sont une conséquence de cette remarque.

Il reste à établir (iii) ; pour tout (ç, z) G M.\^ on a :

h(q^ z) = Im z + rj{Re z) Im (p\ (ç, z)

1 , , ^1^+1 =9h= —dz-\- (-rîl(Rez)ïm(^ldz-^rî(Rez)9ïm^]
2î \2 /

ô^+i =99h= .r]f'(Rez)ïm^dz/\dz-^ .^(Re^fôlm^i A ^ + d ^ A ô I m ^ i ^

"".-èœ^^^)
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donc,
, / 1 1 , 1 c^i \-1/ 1 v^ (9(^i \
^ = ̂  + ̂  Im^i + ̂ ,^) (^ - ̂  ̂ ,).

î=0 -IJ

Ces expressions montrent que, pour c ^ (7, dz a des coordonnées dans la base
(o;0î - • •> ^n+i) uniformément bornées sur M.\,c-> et dont les dérivées sont uniformément
bornées sur -Mi,c-

Or, les c^1, d'après l'expression de Qujn-^i-, sont de la forme suivante : une somme
de termes (en nombre borné), chaque terme comprenant un facteur donné par ^>i ou
une dérivée d'ordre un de <^i, et d'autres facteurs qui sont soit des constantes, soit
des dérivées de T), soit des coordonnées de dz dans la base (c^o, • . . ,ù^+i).

Les estimées proposées en (iii) sont donc une conséquence directe des inégalités
(36), (37), et (38). D

b) Obtention d'une variété de Stem. — Soit ^ une fonction de classe C2 sur Mi,c-
D'après le lemme 8, on peut écrire :

n+l

QQïp = ̂  ^^k ^j AcJfc.
j'̂ =o

À cette (1, l)-forme extérieure on peut associer la forme hermitienne :
n+l

E ̂ ^k=-99^iQ
J',A;=0

prise sur le vecteur ^ de coordonnées ( Ç o , . . . , Cn+i) dans la base duale de ( i ^o , . . . .
^n+l).

Si A représente un paramètre réel vérifiant : 0 <_ A < c, on notera, dans toute la
suite de la démonstration,

^A : Mi,c —> R, (<?, z) '—> - log(/iA(ç) - a(h(q, z))).
Soit c' ^ 0 un paramètre réel. Remarquons que :

n n

9hc' = — ^ . Q j ^ j ï 99hc' = — ^ . ^ j A c<Jj,
j=o j=o

donc,
n

E(^cÀ=-Eioi2-
j,k j=0

LEMME 9. — II existe deux constantes 65 et Cç, ne dépendant que de n (C^ > C^),
telles que, si c, c' vérifient : c > CQ et c ̂  c' ^ 0, alors la fonction ^c' ^t strictement
plurisousharmonique sur Mi,c '•> plus précisément, en tout point (q^z) e M\,c, on a :

(40) E(^W^ ^ ^-^(^(^(^-a^,^)))"2)^!^-!2.
3^ 6 j=0

MÉMOIRES DE LA SMF 77



1.4. APPLICATIONS UNIFORMISANTES (GRANDE HAUTEUR DE BANDE) 45

REMARQUE. — Ce lemme technique sera appliqué à deux reprises : tout d'abord
pour montrer que, lorsque c est assez grand, Mi,c est une variété de Stein ; on aura
besoin pour cela d'une fonction plurisousharmonique et propre sur Mi,c ; on utilisera
donc la fonction ^c' avec c' = c. Plus loin on aura besoin au contraire d'une fonction
plurisousharmonique bornée sur -Mi,c 5 on utilisera alors la fonction ipc' avec c1 = 0.

Démonstration. — On se place en un point ( q ^ z ) quelconque de -Mi,c et on fixe un
vecteur C quelconque appartenant à l'espace tangent holomorphe à -Mi,c en (q,z) et
de coordonnées (^o? • • • 5 Cn+i) dans la base duale de (ù;o? • • • ? ̂ n+i) ; on a :

99^c' = ^ 9(hc' - a{h)) A Q(hc' - a(h))(hc' - a(h))

Donc,

+ {-Q9hc' +a"(h}9h/\9h)+
a'(h)

^(^c'^feCjCfc =
j,fe (hc1 — a(h))

hc' — a(h)

^ \(9h^ - a\h)9h)(t:)\2

hc> — a(h)
99h.

+,^w (-E^o.^+a^^i^oi2)^-^^ (E^oc.)-a'(h)

jik ji^
Le seul terme éventuellement négatif est le troisième terme (celui qui fait intervenir
99h) ; or, d'après l'estimée (iii) du lemme 8, on a :

n+l

(41) | Y,h^ 0 û ^ C^exp^^Ao - a^^z)})) ̂  \^\\
3,k j=0

(La fonction h est presque harmonique). Pour contrôler ce terme gênant en 99h, on
est alors conduit à distinguer deux cas : si |Cn+i| es^ grand par rapport à |^o|? • - • JCnh
on domine ce terme avec ceux en 9(hc> —a(h))/\9(hc' —a(h)) et en 9h/\9h'^ sinon, on

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999



46 CHAPITRE 1. PERTURBATIONS HOLOMORPHES DES ROTATIONS

le domine avec le terme en QQhc'. Dans les deux cas, on minorera par zéro les autres
termes positifs.

Premier cas : |Cn+i| ^ 4(n + 1) max(|Co|,..., |Cn|).

Puisque \a'{h)\ + a!1 (h) ^ 1, on a toujours : \a'(K)\ ̂  1/2 ou (et) a" (h) ^ 1/2.
Supposons |a'(^)| >_ 1/2. Alors,

|(^/ - a\h)9h)(Q\2 > (||^(C)| - |^c/(C)l)2

> (JICn+il-ElOl)2

j=o

^ ^ICn+ll2

-. n+1

ï ^ E lui'.
J=0

Supposons a" (h) ^ 1/2. Alors,

a"W\9h((:)\2 ^ JIC»+i|2

-. n+1

^ iEioi2-
j=o

On en déduit, en utilisant (41),

Ç^'w^ ^ /.^^(^(à /ïT^ow' i)
j?^

-Ça2 exp(-47r(Ao - a+|/^, ̂ )|))) ̂  |0|2.
j=o

Donc, pour c1 >_ (7, on a :

- 1 / 1 1 \ n+l

(42) I>'̂  0 û >, 33 min(^- ,̂ ̂ _,^) E l0l2.

Deuxième cas : |Cn+i| < 4(n + l)max(|Ço|,. • . JCn|).
Alors,

n+l n^loi^a+iG^+i)2)^,!2,
j=0 j=0

donc
1 n+l

- E(^')^c,û ^ i+i6^+i)2 E i^i2 '
J',Â; v / J=0
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et donc, en utilisant (41),

E(^)^ o ̂  ^ /,—fM (- E(^)^ o ̂  - E ̂  o u)
3,k cl v / j,fe j,k

1 / 1 \ n+l

^ /ï^-oW x ((l+16(n+l)^ - ̂ exp(-4.(Ao -a ,̂.)|))) g |C,|2.

On en déduit que, pour c ̂  (7, on a :

1 -l n+l

(43) T,^,.^>-c„^W^K•f•
j,k c v / j=0

Au vu de (42) et (43), l'estimée (40) du lemme est démontrée dans tous les cas. D

COROLLAIRE 3. — Pour tout c > C^, -Mi,c Gst une variété de Stein.

Démonstration. — En tant que produit d'ouverts de C, Di_^/2 x -Di-j/2 est une va-
riété de Stein. Il existe donc une fonction \ strictement plurisousharmonique, minorée,
et propre sur Di_/ç/2 x ^i-j/2- La fonction :

^ : Mi,c —> R, (q, z) •—> ^c(<7, z} + \(q)

est alors strictement plurisousharmonique, minorée et propre sur M\,c-, qui est donc
une variété de Stein. D

c) Un résultat de résolution de l'opérateur 9 avec estimées L2 dans les variétés de
Stein. — L'objet de ce paragraphe est d'introduire quelques notations et de repro-
duire, ipso facto, un théorème énoncé en appendice de [12]. Il s'agit d'un résultat
de résolution de l'opérateur 9 avec estimées L2, essentiellement dû à Hôrmander, et
adapté par J.-C. Yoccoz et R. Pérez-Marco au cas des variétés de Stein pour les-
quelles la structure complexe est suffisamment proche d'une structure plate. On ne
traite, pour simplifier les notations, que le cas des fonctions, qui est le seul dont on
ait besoin.

Soit M. une variété de Stein de dimension n+2, munie d'une métrique hermitienne.
On suppose qu'il existe des formes c^ • < • ̂ n+i de classe C°° sur M, de type (1,0),
formant en tout point de M une base orthonormée de l'espace cotangent holomorphe
à M. On note dr = (^n 0:0 A c^o? • • • , ̂ n+i A uj-n+i l'élément de volume associé à la
métrique hermitienne.

Pour une (0,1) forme / = ̂  /^, notons :

i^Ei^r-
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48 CHAPITRE 1. PERTURBATIONS HOLOMORPHES DES ROTATIONS

Pour une fonction w e C°°{M), posons :

dw = 9w + 9w = V^ 9iW uji + V^ QiW uj^
i

ç-^
99w = y^ Wj^ ^j A ujk'

3,k

Introduisons des fonctions a^, c^ e (7°°(.M) par les formules :

9uji = ^ a}^ ̂  A Uk
J'<Â;

(9 ,̂ = ^c^ù^Ac^.
j.k

Finalement, donnons-nous deux fonctions réelles 0o, 0i ç. Co(M) vérifiant :

^ ^Oo \a^\ ^0o

\9ic^ î \9i^\<ffi

\9ic^\^0i \9ia^\<0i-

THÉORÈME 6 (reproduit de [12]). — II existe une constante A ne dépendant que
de la dimension de M., possédant la propriété suivante : étant données une fonc-
tion 0 ç Co(M) strictement positive sur M., une fonction (f) ç (̂ (.M) strictement
plurisousharmonique sur M., et une (0,1)-forme f de classe C°° sur M. vérifiant :

E ̂  ̂  ̂  (° + ̂ o2 + ffi)) (E i^i2) '/ , Vj,k ZjZk ^ \o -t- M(PO
j,k ^j=0j,k ^j=0 /

1 -Ill/ire-^^+oo, êf=0,
JM vJM

il existe u ç. C°°{M) vérifiant :

9u=f,

f \u\\-^dr<f ^ffe-^dr.
JM JM u1 M JM

d) Application de ce résultat. — On supposera, dans toute la suite de la démonstra-
tion, que l'on a c > 65 ; d'après le corollaire 3, .Mi,c est alors une variété de Stein, et
on pourra appliquer les estimées des lemmes 8 et 9.

L'objet de ce paragraphe est d'appliquer le théorème 6 à la (0, l)-forme 9v sur
la variété M\,c munie des formes ù;o,. . . ̂ n+i et de la forme volume dr définies au
paragraphe 1.4.3,a). Pour cela, il faut construire des fonctions 0,0o, 6^ et ( / ) satisfaisant
aux hypothèses de ce théorème.
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Dans notre cas, toutes les fonctions a}^ et c} ̂  à l'exception de c^\ sont nulles, et
on dispose sur c^1 des estimées du lemme 8, (iii). Pour tout ( q , z ) e M^c, posons :

0o(q^) =0i(q^) = O^exp^T^Ao -a+|%,^)|))

^^)=^(ho(q)-a{h^z))Y2

(t>(q, z)=- \og(ho(q) - a(h{q, z))) - 87r(l - ̂ ) (Ao - a+a(/i(ç, z)))

(C4 est la constante qui intervient dans les estimées (iii) du lemme 8, Ce est la
constante qui intervient dans l'estimée (40) du lemme 9, et ho représente la fonction
/IA, définie au §1.4.3, a), lorsque A = 0).

LEMME 10. — II existe une constante €7 (ne dépendant que de n), C-j > £5 telle
que, si c > C-j, alors, en tout point de Mi^c, on a :

n+l

E^oc^^+^+^i^Eioi2-
J^ j=Q

Démonstration. — Plaçons-nous en un point (ç, z) quelconque de Mi^c- Par définition
de (9, 0o, et ^i, pour c ̂  C, on a :

(44) ^A^+^i)^12-^-^))-2.
z UQ

D'autre part, d'après (41) et l'estimée (40) du lemme 9, pour c > C, on a :
n+l

E^O^^I^^o-^))"2^^!2-(45)
3.k " -° ,=o

L'inégalité du lemme se déduit immédiatement de (44) et (45) D
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LEMME 11. — Quitte à augmenter la constante C^, on a, pour tout c > C^,

l -^fe-^r^2».
v A^i,c

Démonstration. — On vérifie, par définition de ^o,. . . ,^n+i, que la norme de 9v
dans la base (ù;o,... ,^n+i) vérifie une estimée analogue à l'estimée (39) sur la norme
de 9v dans la base (dqo,..., dqn, dz), à savoir que, pour tout (g, z) e Mi^c, on a :

11^(^)11 < Ça2 J'exp^^Ao - a+|/i(ç^)|)).

D'où, par définition de 6 et de (f),

^JlWI2.-̂
Giî2" /" (ao/a4- - |fl(^,^)|)ta4a^p(-8»»t(a(|-(>•l•|A(^,2)|)) <ir.

"A^i.c

Finalement, grâce au lemme 8 (ii),

r 1 - 9 /.(Ao-c)/a+
/ ïdHI e 0 d T < CJ2n / (Ao-a+l^'exp^STr^Ao/a+H)) a&.

'/A^l,c c7 */-(Ao-c)/Q+

Un changement de variable dans l'intégrale permet de conclure. D

Puisque 9v est <9-fermée, on vérifie, d'après le corollaire 3 et les deux lemmes
ci-dessus, que toutes les hypothèses sont réunies pour appliquer le théorème 6 à la
résolution du problème 9 pour la (0, l)-forme 9v sur la variété -Mi,^. Il existe donc
uçC^ÇMi^r) vérifiant :

Qu = 9v,

(46) / l^e-^T < J271.
JMi,c^

Pour tout ( q ^ z ) ç. U\^CT, posons :

^1(9^) = v(q,z)-uo7T-i(q,z),
wi(q,z) == K ^ ( q , z ) - z .

Les fonctions K^ et wi sont holomorphes sur int^i^), et K^ conserve la propriété
fondamentale de v à savoir que : Pour tout (ç, z) ç U\^ H /i,

(47) K,{q^F^z)}=K^z)+l.
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1.4.4. Fin de la construction

a) Prolongement des applications uniformisantes. — Pour tout (p, Ç} e UQ c (rap-
pelons que H),C7 = ̂ 1,07), posons :

Ko(p, C) = K^ (cr(p, 0) et wo(p, C) = Ko(p, Q - C/po.

Si A représente un paramètre réel, on notera dans la suite de la section 1.4 :

^A = {(q^) eDi_^/2 xD^/2 x C |

| Im^| < (Ao - A)/a+ - /,| Rez| et | ïm(âo(q)z)\ < Ao - A},

VO,A = ^-'(Vi^).

LEMME 12. — 7/ existe une constante Cg ^e dépendant que de n, Cs > C-j, telle que
K^ (resp. Ko) se prolonge en une application ~K^ (resp. ' K o ) sur Vi^s (resp. VQ Cs)
et qui vérifie, pour tout (q,z) ç Vi^s tel que {q,F^(q,z)} ç Vi,Cs,

K^(q^F^z))=K^z)+l
(resp., enposant(p^)=(7-l{q,z)^o{p,Fo(p^)) =Ko(p,Ç)+l).

Démonstration. — Fixons (q,z) e Vi,c et posons : (p,C) = a-^q.z). Diaprés l'esti-
mée (36), pour c > C, on a : |^i(g^)| < /î/2. Alors,

(i) si (q,z) e V^c et Re(Fi(^)) < 0, alors (q,F^q,z)} e Vi^;
(ii) si Rez > 0 et {q, F^q, z)) e V^c ; alors (g, z) e V^

Posons : F^^q(z) = ^i(ç^). D'après les remarques ci-dessus, il existe un (unique)
k(p, C) ç Z tel que :

^(P'C)/ \ r_ 77 \ 7'
^1,9 ^) Ç^l\ <i .

De plus, pour c ̂  (7, on a en fait :
Z7'^(P»C)/^ \ ^ y /
^1,9 W €^1,C7-
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Posons alors :
K^z)=K,(F^\z))-k(p^).

D'après (47), l'application K^ est continue sur Vi^, et holomorphe sur Vi^ privé des
itérés par Fi^ç des points de /i, donc holomorphe sur Vi^c tout entier; de plus, si
(ç,Fi(ç,^)) e Vi^c, on a, par construction :

~Ki{q,F^q,z)} =J?i(g^)+l.

On peut construire Ko de manière analogue, ou bien poser : ~Ko(p, C) = ~KI (cr(p, C))
et les assertions du lemme sur Ko se déduisent facilement de celles sur ~K^. Le lemme
est donc démontré. Q

b) Estimées L°° pour les applications uniformisantes. — On veut maintenant obtenir
des estimations L°° sur WQ et wi à partir de l'estimée (46) sur la norme L2 de u, à
l'aide d'une inégalité de Cauchy. Pour cela, on est conduit à restreindre, une fois
encore, les domaines dans les directions des paramètres.

Si A représente un paramètre réel, on notera dans la suite de la démonstration :

VO,A = Vo,An(y x D r - s x c ) ,
VI,A = a(Vo,A),

UI^A = ^iH (Di_/, xZ)i_j x {zçC | \ïmz\ < (Ao-A)/^}),

H),A = ^"'(^A)

(rappelons que V = D(a, (1 - ̂ )r)). D'autre part, pour (q,z) e Vi^s (^sp. pour
(P^C) Ç Vo,Cs)^ on note :

wi(q,z)=~K^q,z)-z (resp. : Wo(p,C) = ̂ o(p, C) - C/Po).

LEMME 13. — Posons : Cg = Cs 4-2. AZor5, ponr ^ÎA^ (g, ̂ ) e î,C9 ^re5j9. pour tout
(p,C) Ç^o,c'9À on ^ ;

|wi(ç,^)| ^ Cexp(-47r(l-^)(Ao-a+|Im^|))

(resp. |wo(p,C)| ^ ^exp(-47r(l-/,)(Ao-(a+/Repo)|ImC|)).

Démonstration. — Posons :

Xi =Di_/ , /2xDi_j /2X^e C | - l / 4<Re^<3 /2e t |Im/z| < ÇAo-Cs-3/2)/a+^.

On vérifie que ^i C Vi,^ On veut tout d'abord établir une estimée L2 analogue à
(46) pour wi dans ^i, pour se ramener ensuite à une estimée L°° dans UI.CQ grâce
à une formule de Cauchy.

Soit (g, z) ç ^i ; on vérifie que trois cas seulement peuvent se présenter :
(i) (g^)e^i,cs;

(ii) (^i(g^)) e^i,cs;
(iii) II existe ( q , z ' ) e Z^i^s tel que z = F^q,z').
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On peut calculer explicitement l'expression de wi dans ces trois cas. Tous les termes
font intervenir <^i ou u. On déduit donc de l'estimée (46) sur u, de l'estimée (36) sur
^>i, et du (ii) du lemme 8 que :

(48) f \w^z)\\-^ dr^CÔ^.
^xi

Soit (q,z) G ^i,Cs+2- O11 vérifie par définition de ^i, que le polydisque ouvert de
centre (ç, z) et de rayons : Aî/2, S / 2 , . . . , J/2,1/4, respectivement dans les directions
des variables go? ci? • • • 5 Çn? z , est tout entier indu dans ^i.

Une inégalité de Cauchy (voir appendice 1.6.3) appliquée à l'estimée L2 (48) res-
treinte à ce polydisque montre alors que :

|wi (g, z)\e-^< 0

L'estimée sur |wi(ç,^)| provient alors directement de la définition de <^, et celle sur
| ̂ o^Ol sîen déduit immédiatement. D

c) Obtention de l'application K. — II existe une constante Cio telle que, pour tout
{?-> C) e ^0,010 -> u existe un unique k(p, C) ê Z tel que :

(49) <^C)e^o,c,Vo
(une assertion analogue a déjà été établie lors de la démonstration du lemme 12).
Posons :

V-i = [(P^) ê V x D^-ô x C | H est définie en ( p , z ) et { p , H ( p , z ) ) e Vo,Cio}

(l'application H a été définie au §1.4.2, a)).
Si A représente un paramètre réel positif quelconque, on note :

m={(p^)evxD^xc\
\ïmz\ < (Repo/û^KAo - A) et Re(-l/po) < Re(^/po) < Re(l/po)}.

LEMME 14. — II existe une constante C\\ telle que : Wcii C V-i.

Démonstration. — C'est une conséquence de l'estimée (28) sur H. D

Nous sommes maintenant en mesure de construire l'application uniformisante K
pour F. Plaçons-nous sous l'hypothèse (^2+Cn) ; alors Ao > Cn et Wcii est non
vide. Considérons l'application :

K : Wcn —^C, (p^) h-̂  Ko (p^ ff(p, z)).

On vérifie immédiatement que, pour tout ( p , z ) G Wcii tel que (?,F(p,^)) e Wcii,
on a :

K ( p ^ F ( p ^ z ) ) = K ( p ^ z ) + l .
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LEMME 15. — Pour tout ( p ^ z ) ç Won, on a :

K ( p , z ) - z / p o < Ca~1 exp(-27r((Repo/û-+)Ao - |Im^l)V

Démonstration. — Fixons Çp,z) ç Wcu. Par définition de K, on a :

K(p^ z) - z / p o < \Ko (p, H{p, z)) - H(p^ z ) / p o + H(p^ z ) / p o - z / p o

Notons : C == H ( p , z ) . Puisque < e Vo,Cio^ il existe, d'après (49), un unique k ç Z tel
que : (^0,^(0 eH),C9-

On déduit des estimées (29) sur (po et (28) sur H que le produit ka est borné (par
une constante de l'ordre de 1). Alors, par définition de ~KQ,

WPX) - C/pol ^ \Ko^ (Fo^)'(O) - ̂ (C)/po| + |(^(C) - k - 0/po|.
On déduit alors du lemme 13 et de l'estimée (29) sur (^o que :

l^o(P. 0 - C/Pol ^ Cexp(-47r(l - /,)(Ao - (a+/Re po) |Im ^|)).
D'autre part, d'après (28), on a :

\H(p,Q/po - C/po| < Ça-1 exp (-27r(Ao - |Im z\)).
Le lemme se déduit aisément de ces deux dernières estimées. D

L'application uniformisante K vérifie donc bien les propriétés recherchées. Ceci
termine la démonstration du lemme 6.

1.5. Construction d'applications uniformisantes (cas <Tune petite hauteur
de bande)

Donnons-nous quatre réels a, r, r, et 6 satisfaisant aux hypothèses suivantes :

0 < a < 1/2, 0 < T < a/2, 0 < 6 < r < 1,

un entier n, un paramètre eo > 0, et une application analytique

F : D(a, r) x Dr x BA -^ C

(Dr désigne le poly disque de centre 0 et de rayon r dans C71) telle que, pour tout
p = (po , . . . ,pn) ç D(a, r) x Dr, l'application

F{p) :BA ^C, z ^ F ( p , z )
appartienne à T>^(A).

Posons : U = D(a, r), V = D(a, (1 - ̂ )r), a~ = a - r et : a+ = a + T.
Donnons-nous un réel £A > 0, un réel à > 0 vérifiant a > a, et posons :

W = V x Dr-s x {z e BA-^ | -1 < Rez < 1}.

Dans toute cette section, on notera ^(A,eA) (resp. e"{à,^8,£^n) toute constante
réelle qui ne dépend que de A et de ÇA (resp. que de a, A, J, e^, et n). On notera
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e(£o) toute constante qui ne dépend que de CQ, à, A, 6, e^, et n, et qui converge vers
0 lorsque CQ converge vers 0 et que à, A, j, e^ et n sont fixés (uniformément par
rapport à a vérifiant a > a).

L'objectif de cette section est de démontrer le lemme suivant :

LEMME 16. — II existe e'(^e^) > 0 et ^(â.A.Â.^n) > 0 tels que, si

r / a < e t ( A , £ ^ ) et CQ < e"{à,^6,e^n},

alors il existe une application «uniformisante» K pour F, définie et analytique sur
le domaine W, telle que, pour tout (p, z) ç W, on ait :

(i) si (p, F(p, z)) e W, alors : K{p, F(p, z)) = K(p, z) + 1 ;
(ii) \K(p,z) - z/po\ <e(eo).

Tout comme au cours de la section 1.4, il s'agit donc de construire une famille
K d'applications uniformisantes associée à la famille F. En fait, on va tout simple-
ment effectuer la même construction qu'au cours de la section 1.4, en l'adaptant aux
hypothèses légèrement différentes du lemme ci-dessus.

La démarche générale sera donc très similaire à celle de la section 1.4 Les calculs
seront plus simples, et les estimées souvent moins lourdes : en effet, on travaillera avec
une famille arbitrairement proche de la famille des rotations, et toutes les estimées
sur la taille des parties non linéaires des applications, sur la structure complexe de
la variété de Stein, etc. seront de ce fait «gratuites» (en particulier, on n'aura pas
besoin de «lemme de forme normale», comme au cours de la section 1.4, pour faire
diminuer la taille des parties non linéaires). En revanche, il faudra être soigneux pour
estimer les pertes dans les hauteurs de bandes : en effet, la perte totale permise n'est
plus définie à une constante universelle additive près.

On renvoie au paragraphe 1.4.1 pour une description heuristique de la démons-
tration (aux différences près évoquées ci-dessus). On renverra également souvent, au
cours de la démonstration, à la section 1.4 pour plus de détails.

1.5.1. Construction d'une variété complexe avec estimées
a) Changement d'échelle et inégalité de Cauchy. — Notons F l'application : ( p , z ) ̂
F(p,poz)/po, et posons : F(p, z) = z+po +^(p, z) et : F(p, z) = z+1 +^(p, z) ; alors,
f>(p,z) =^(P,PQZ)/PQ.

Un calcul élémentaire montre que, si r / a < £'(A,^A), alors F est définie sur
l'ensemble :

U x D r X { z ^ C \ \Rez\ <2 et \ïmz\ < a-^A - /t^)}.

Clairement, pour tout ( p , z ) appartenant à cet ensemble, on a : \^(p,z)\ < eo/a~.
Considérons le difféomorphisme holomorphe :

a : U x Dr -^ D x D^ (p^p^... ,^) ̂  ((po - a)/T,pi/r,... ,p,/r).
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et notons Fi l'application : (q,z) \-^ F'(a~~1 (q), z) ; cette application est définie sur
B x Dix { z / \ Rez\ < 2 et | ïmz\ < a-^A - i^e^)} ; pour tout (q,z) appartenant à
cet ensemble, posons : Fi(q,z) = z + 1 + ̂ i(ç^) ; alors, ^pi(q,z) = ̂ ((T-1^),^) et :

(50) |^i(^)|<^o).
Des inégalités de Cauchy montrent que, pour tout

(q,z) eDi_^/2 x D i ^ s / 2 x W|Re^| < 3/2 et \ïmz\ < ûT^A - 2^A)},
on a :

(51) l̂ :̂ ) < ^o)

(52) ^_(ç^) < ,(„).

(voir §1.4.2, c) pour plus de détails).

b) Construction d'une variété complexe. — Posons :

h = Di_^/2 x Di_<5/2 x {z e C | R e ^ = 0 e t \ïmz\ < a"1 (A - 3/^A)},
^ = {(p^i(^))/(^)e/i},

et définissons /^/ comme au §1.4.2, d) (voir le dessin). Notons Pi le domaine ouvert
connexe délimité par ^i, ̂  et V[, et posons : Z^i = PlU^U^. Si £o < e"{à, A, J, £A^),
alors Fi est définie dans un voisinage de U\ et y vérifie encore les estimées (50), (51)
et (52).

Notons Mi la variété obtenue en recollant les bords de Mi par l'action de Fi, et
Tri : U\ —^ M\ la projection canonique.

Soit T] : R -> R une fonction de classe C00 vérifiant : 0 ^ 77 ^ 1, T^) = 0 pour
^ ^ 2/3 et r]{t) = 1 pour ^ < 1/3, et soit v : ( p , z ) ̂  z + T] (Re z ) ( p i ( p , z ) défini sur
un voisinage de U\, Pour tout (p, ^) G ^i, on a :

v(p,Fi(p,^)) =î;(p,^)4-l,

et la (0,1) forme 9v sur U\ passe au quotient et définit une (0,1) forme 9v de classe
C°° sur .Mi.

On définit enfin :

^o = {{p.z} e U x Dr x C 1 ( a ( p ) , z / p o ) e ̂ i},
^o = {(p, ^) e £/ x Dr x c | \(r(p),z/po) e ^i}.

c^) Estimées sur la structure complexe, — Considérons l'application :

h : U\ ou Mi -^ R, (p, 2:) i-̂  Im î;(p, z ) ,
En tout point de .Mi, posons :

w, = dpi (i =0 , . . . , 7 î ) ,
w^+i = <9^.
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et définissons comme au paragraphe 1.4.3, a) les fonctions c^1. Alors, on retrouve
pour la variété Mi munie des formes WQ, . . . ,w^+i des propriétés analogues à celles
énoncées au cours du lemme 8 ; en particulier :

l^'l^o), Ic^l^o), l^c^l^^o).

1.5.2. Résolution d'un problème ô

a) Obtention d'une variété de Stein. — Soit a : R -^ R une application de classe
C°° vérifiant :

M ^ a(^) ^ M + ̂ A, \a'(x)\ ̂  1, \a'(x)\ + a"(x) > 1.

Considérons l'application :

h : Di_^/2 x D^g^ ^ R, p ̂  a-1 (A - 4^) - -̂ - V bJ2.
n + 1 2-^ ' J 'j=o

Posons :

^2 = {(p, ^) e ̂ 1 | a(h{p, z)) < h(p) - ̂ A},
M2 = TTi^).

On vérifie que, si £o < e"{à,^6,£^,n), alors l'adhérence de U^ dans Di_^/2 x
^1-5/2 x C est incluse dans Z^i.

Pour c' = 0 ou c' = K£^, considérons l'application :

^c' : M2 -> R, (p, ^) ̂  - log(/i(p) - c1 - a(h(p, z))).

LEMME 17. — P^r^o assez petit (c'est-à-dire £Q < £"{à,^6,£^n)), ̂ ' est stric-
tement plurisousharmonique sur M^ et vérifie en tout point de M'z :

(53) ^(^/)^oa
J,k

n+1
^ ^(a, A, ô, e^n) min (l, (^(p) - c' - a(/i(p, ̂ )))-2) ̂  |C,|2.

j=o

La démonstration est analogue à celle du lemme 9.

COROLLAIRE 4. — Pour £Q assez petit, M^ est une variété de Stem.

La démonstration est analogue à celle du corollaire 3. Il faut utiliser la fonction ̂ /

avec c' = K£^.
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b) Résolution du problème 9. — Soit v un paramètre réel, strictement positif à dé-
terminer.

Posons 0 = 0o = 0i = y et (f) = ̂ o (c'est-à-dire la fonction ^c' lorsque c' = 0).
D'après l'estimée (53), pour v = ̂ '(a.A.J,^^), on a, en tout point de M^ :

n+l

E^oû^^+^+^i^Eioi2
j,k j=0

(A désigne toujours la constante, ne dépendant que de n, qui intervient dans le théo-
rème 6). On fixe dorénavant une telle valeur pour v,

D'autre part, puisque la fonction e~0 est majorée par a"1 A sur M^, on a l'estimée :

f ^ll^lpe-^T^^o).
JM2 u

Toutes les hypothèses sont donc réunies pour appliquer le théorème 6 à la (0,1) forme
9v sur la variété A^- II existe donc u ç. C°°(M2) vérifiant :

9u=9v

( \u\2e-^dr<£(£o).
JM2

En tout point de U^, posons :

K^(p,z) =V(P,Z) -UOTT^P.Z).

L'application K\ est holomorphe sur U^, et pour tout (p, z} e <i D U^, on a :

(54) ^i(p,Fi(p,^))=^i(p,^)+l.

1.5.3. Fin de la démonstration

a) Estimées L°°. — Un calcul élémentaire montre que, si £Q < £"{a, A, S, £^,n), alors
l'ensemble : {(p,z) e U\ \ \ïmz\ < a"1 (A - 6^^)} est inclus dans U^, Alors grâce
à l'équation (54), on peut, si £Q < e"(a,^,6,£^,n], prolonger l'application K^ sur le
domaine suivant :

Xi = ̂ i-K/2 x ^i-j/2 x [z C C 1 -1 < Rez < 2 et \ïmz\ < a"1 (A- 7fï£^)}

(voir §1.4.4, a) pour plus de détails). Notons encore K\ l'application ainsi prolongée
et posons : K-^(p,z) = z + wi(p,^). On vérifie alors que :

( \w^p,z)\2e-^dr<£(£o).
^xi

Posons :
^i = U^ H (DI-^ X D^s X B^-i(A-8^)).

Alors Ù\ est relativement compact dans ZYi, et on déduit de l'estimée L2 ci-dessus,
grâce à une inégalité de Cauchy, que, pour tout (p, z) ç. U\, on a :

|wi(p,^)| <£(£o)
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(voir §1.4.4, b) pour plus de détails).

b) Obtention de l'application K. — Posons :

UQ = UQ H (V x Dr-s x BA-Q^J.

On vérifie que_si r / a < ̂ (A, e^), alors, pour tout (p, z) e ÏÏQ, (a(p), z / p o ) e ̂  ; pour
tout ( p , z ) e H), on pose donc : K ( p , z ) = K ï ( a { p ) , z / p o ) . Pour tout ( p , z ) e UQ H /o,
on a :

(55) K ( p ^ F ( p ^ z ) ) = K { p ^ z ) + 1.
Posons :

W =V xDr-s x {zç C | -1 <Re^< 1 et \ïmz\ < A - IO/^A}.

On vérifie que, si grâce à l'équation (55), prolonger K en une application holomorphe
sur W (notée encore K) et qui vérifie, pour tout point (p, z) de W,

l^(p^)-^/Po|^M.
Puisque A - IO/^A > A - £A, le lemme 16 est donc démontré.

1.6. Appendices

1.6.1. Un lemme de forme normale. — Soient A > 0, A e C, et F e ^(A).
Supposons que A vérifie : 0 < ReA < 1 - K et : | ImA| < I / K , et posons :

F ( z ) = z + \ + y ( z ) .

L'objet de cet appendice est de démontrer le lemme de forme normale suivant :

LEMME 18. — Pour tout m e N*, il existe une (grande) constante positive dm, qui
ne dépend que de m, telle que, si A vérifie :

A^loglAI-^^

(posons : A^ = A - -^ log |A|~1 - dm), alors il existe une application Fm e P^A^),
satisfaisant aux propriétés suivantes :

(i) Notons \m le terme constant du développement en série de Fourier de l'applica-
tion : z ̂  Fm(z) - z, et posons, pour tout z e BA^ Fm(z) = z + \m -h (^m(^).
Alors,

|Am-A| ^ |A|exp(-47rA^),

et pour tout z ç BA^ ,

\^m(z)\ ̂  |A|m+lexp(-47r(A^ - |lmz[)).

(ii) Les applications Fm et F sont conjuguées. Plus précisément, il existe une appli-
cation H m C 5(A^) telle que :
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(a) pour tout z ç BA^,

\Hm(z)-z\ ^expf-27r(A^- |lm^|)Y

(b) pour tout z G BA^ tel que F(z) C BA^

F ^ o H m ( z ) = H ^ o F ( z ) .

De plus, si F ç D^{T1), alors H^ ç D^(T1) ^ F^ e ^(T1). J^n/m, ^ ^en-
dance de la conjugaison Hm (et donc de Fm) par rapport à X et aux coefficients du
développement en série de Fourier de ^p est analytique.

Démonstration. — Nous aurons besoin, au cours de la démonstration, d'introduire
des constantes universelles ou ne dépendant que de m. De manière à alléger les nota-
tions, ces constantes seront toutes notées : C.

Soit c un paramètre réel positif. On fait l'hypothèse :

A^loglAI^+c,

et on cherche à déterminer une valeur de c suffisamment grande pour que, sous cette
hypothèse, les conclusions du lemme soient satisfaites. Posons : A' = A - J- log |A|~1.

Nous allons démontrer le lemme en deux étapes. Tout d'abord, dans le cas parti-
culier : m = 1, puis, dans le cas général, en raisonnant par récurrence sur m.

1) Démonstration dans le cas : m == 1. — Posons ^ = E(\) (E désigne l'application :
z 1-4- exp(2î7r^)). D'après les hypothèse sur À,

C ^ I A I ^ I l - ^ q A I .

Posons

^(z) = ̂  a,e2^ = aie2^ + a^e-2^ + A^(^).(Z) =

fcez*
Une estimée de Cauchy montre que, pour tout k ç Z*,

(56) M^exp^Tr^lA),

donc, pour tout z e BA-I,

(57) |A(^(z)| ^exp^-^A-lIm^l)).

Pour 6 > 0, notons : As = E(B§), et notons / l'application :

AA -^ C*, u ̂  E o F o E^Çu).

Considérons, pour u ç A/^, les fonctions A/(n) et Â/(n) définies par :

f{u) = /^(l + 2i7ra^u + 2î7Tâ-m-1 + A/(n)) = ̂ u ( 1 + 2^7^a-lu~l + Kf(u)\
\ 1 — 2î7raiu /
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Soit u ç AA quelconque, et soit z ç C tel que : E(z) = u. Alors, d'après (56) et
(57), A/ et A/ vérifient :

|A/(n)| < Cexp(-47r(A-|Im^|))

(58) |A/(^)| ^ Cexp(-47r(A-|Imz|)).

Notons /o la transformation de Môbius :

1 + 2^7^a_l'u-l

u ̂  fin—————————.
I — 2z7raiu

Supposons : c > C. Alors, d'après l'hypothèse faite plus haut sur A, /o admet deux
points fixes, l'un proche de 0 (notons-le xo) et l'autre proche de oo (notons-le Xoo)'
De plus, les formules explicites qui donnent ces points fixes montrent que :

(59) \xo\ < qAl^exp^TrA),
(60) |^oo|~1 < qAl^exp^TrA),

et aussi que, si a\ = a^"]T, alors Xoo = ('xo)~1.
Notons M la transformation de Môbius :

z - XQ^^.
XQ

Alors l'application M o fo o M~1 est une homothétie ; notons v son coefficient. Un
calcul simple montre que :

l+l^L
y=^————^.

I I ^01+^—
XQQ

On en déduit que :

(61) \v - ̂ \ < C\\\~1 exp(-47rA)

et aussi que, si a\ = ~a~I\, et si \p,\ = 1, alors \v\ = 1.
D'après les estimées (59), (60), et (61), pour tout u ç AA'-C (en notant z un point

de C tel que E(z) = u), on a les estimées suivantes :

(62) H/2 < \M(u)\ <2\u\
(63) \M(u)/u - 1| < Cexp(-27^(A/ - |Imz|))
(64) 1/2 < \M'(u)\ < 2 .

Soit H\ : BA/-C -^ C un relevé de M par le revêtement E. Posons : ïî\ (z) = z-\-h\ (z).
On déduit alors de (63) que l'on peut choisir le relevé H^ de manière à avoir, pour
tout z G BA/-C,

(65) \hi(z)\ < Cexp^T^A' - |Im^|)).
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Soit /i : M(AA) - ^ C . v ^ M o f o M-1^). On a :

/i(v) - vv = M o f o M"^) - M o fo o M"1^).

On déduit alors de (58), (62), et (64) que, pour tout v <E A^'-c (en notant z un point
de C tel que : E(z) =v),

(66) \f^(v) -vv\ < <7Hexp(-47r(A - |Imz|)).

Notons Fi l'application : BA/-C -^ C, z ̂  H^ o F o H^Çz). Pour tout z e BA/-C,
on a :

E o F , ( z ) = f ^ o E ( z ) .
Notons Ai le terme constant du développement en série de Fourier de l'application :
z ̂  Fi(z) - z , et posons : F^(z) = z + Ai + (pi(z). Alors on déduit de (61) et (66)
que, pour tout z C BA'-C?

|^i (z)\ < Cexp(-47r(A - \ïmz\))

et que :

(67) | A i - A | <qA|- lexp(-47^A).

On déduit de (65), (66), et (67) toutes les estimées du lemme dans le cas : m = 1.
De plus, si F ç D^T1), alors A e R et a-i = oT, donc Ai e R et x^ = (^o)-1, ce
qui montre que H^, et donc Fi, appartiennent également à D^(T1). Enfin, puisque
M dépend analytiquement de A, ai, et a-i, il en est de même pour H^. Ceci termine
la démonstration du cas m = 1.

2) Démonstration dans le cas m > 1. — Supposons que le lemme soit vérifié pour un
certain entier m > 1, et montrons qu'il est encore vrai pour m + 1. On fait toujours
l'hypothèse que :

A^loglAI^+c

où c est un paramètre réel strictement positif, et on cherche à déterminer une valeur
de c suffisamment grande pour que, sous cette hypothèse, les conclusions du lemme
soient vérifiées.

Supposons : c > dm (notons : Ay^ = A- ̂  log |A|~1 -dm). On peut alors appliquer
le lemme pour l'entier m : il existe une application Fm e P(A^) satisfaisant aux
propriétés suivantes :

1. Notons \rn le terme constant du développement en série de Fourier de Fm-, et
posons : Fm(z) = z 4- \m + ^m(^). Alors,

(68) |A-A^|<|A|exp(-47rA^)

et, pour tout z G BA^,

(69) |̂ )| < lAr+^xp^A^ - |Im^D).
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2. Les applications Fm et F sont conjuguées par une application univalente H m :
BA^ -^ C qui vérifie, pour tout z ç BA^ ,

(70) |^(z) - z\ < exp(-27r(A^ - |Imz|)).

On cherche un difféomorphisme Gm dont on veut qu'il conjugue Fm à une fonction
Fyn+i plus proche que Fm de sa partie linéaire, c'est-à-dire que l'on cherche à obtenir
une formule du type :

Gm(Fm(z)) =Gm(z)+\m+'" .

Cherchons G m sous la forme : Gm(z) = z + AGyn(^) ; l'équation ci-dessus se réécrit :

^Gm{Fm(z)) - ^Gm(z) = -^m(z) + — .

On est donc conduit à choisir pour AGyn une fonction dont la dérivée est proche de :
z 1-̂  -^m(z)/(Fm{z) - z). Définissons /\Gm comme la primitive s'annulant en zéro
de la fonction : z ^ -^m{z)l\m, dans BA^. Puisque f^1 ̂ pm(t}dt = 0, AG^ est
Z-périodique. Donc, l'application : G m '' z ̂  z + AG^(^) appartient à P(A^).

Pour tout z ç BA^, on a, d'après (69),

(71) |AG^)| < C|Arexp(-47r(A^ - |Im^|)).

On peut alors définir une application -Fm+i € ^(Ay^ — C) en posant :

Fm^l{z)=GmOFmOGml(z).

Soit z € BA^-C quelconque; posons y = G^(z). Alors,

|F^+l(^)-^-A^| = \GmQFm(y)-Gm{y)-\m\

= |^m(^+AG^(F^(î/))-AG^(2/)|
/ll

< / \^Gm{y+t(Fm(y)-y)){Fm{y)-y)+^m{y)\dt
r-l

^0" 0

/ll 1/ \^—(pm(y+t(Fm(y) - y)) {\m + ̂ m(y)) -^m(y)\dt
JQ ^m

f1
^ \ \^m{y+t(Fm(y)-y))-^m(y)\dt

JQ/o

+ ^\ll\^rn{y+t(F^y)-y)}\dt.
^m 1 JO' ^m 1 Jo

Or, on déduit immédiatement de (69), grâce à une formule de Cauchy, que, pour tout
^çBA^- l ,

hm(^)l < lAr^exp^^A^ - 1 - \lmz\)).
On déduit de (68), de (69), de cette dernière inégalité, et du fait que m ^ 1, que,
pour tout z ç BA^-CÎ

\Fm^i(z) - z - \m\ < C}^2 exp(-47r(A^ - 1 Im^D).
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Notons \rn+i le terme constant du développement en série de Fourier de l'application :
z ̂  Fm+i(z) -z et posons : Fm-^-i(z) = z-\-\m+i +^m+i0). Alors on déduit de (68)
et de l'inégalité ci-dessus que :

(72) |Am+i -A| <qA|exp(-47rA^),

et que, pour tout z ç BA^-C?

(73) \^m+i{z)\ < C^2 exp(-47r(^ - |Im^|)).

Posons finalement : Hm-^-i = Gm^H^ On déduit de (70), (71), (72), et (73) toutes les
estimées du lemme pour l'entier m+L On vérifie aussi que, si Hm et Fm appartiennent
à D^(T1), alors il en est de même pour G m, donc également pour Hm+i et pour Fyn+i.
Enfin, par définition de AG^, la dépendance de Gm (et donc de Hm+i et Fyn+i) par
rapport à Fm où à F est analytique. Ceci termine la démonstration. D

1.6.2. Dépendance analytique des applications conjugantes. — L'objet de
cet appendice est de montrer que, à toute famille analytique d'applications de P(A)
conjuguées à une translation Ta fixée, on peut associer une famille analytique d'ap-
plications conjugantes (ceci complète les démonstrations des théorèmes 1 et 5 en
justifiant la dépendance analytique des applications conjugantes).

Donnons-nous deux réels A et Ao vérifiant : A > Ao > 0, W un ouvert de C71,
et (Fp)p^w une famille analytique d'applications de Î^(A). Donnons-nous a e R, et
supposons que, pour tout p e W, Fp soit analytiquement conjuguée à la translation
Ta sur un ouvert connexe, simplement connexe, Z-périodique, contenant BA()-

Pour tout p e W', notons Ap l'ouvert connexe, simplement connexe, Z-périodique,
contenant B^, invariant par Fp, et maximal pour ces propriétés. Posons : A =
UpewiP} x A?-

REMARQUE. — Si a e Q, A est ouvert ; si a e R \ Q, A n'est en général pas ouvert
(si a e 6, il découle de l'ensemble des résultats de ce travail que A est ouvert, mais
nous n'allons pas utiliser ce fait ici) ; on vérifie néanmoins que si a e R\ Q, pour tout
p e W, l'ensemble Ap == {z e Ap \ (p , z ) ç. mtA} est ouvert, connexe, simplement
connexe, Z-périodique, et invariant par Fp.

Pour (p, z) e A et m ç. N, posons
m-i

hm(p,z) = l/m^(F^z)-ka-z)
k=0

Hm,p{z) = Z-{-hm(p,z).

Remarquons alors que :

(74) H^p(Fp(z)) = H^p(z) + (F^(z) - z ) / m .

La propriété de conjugaison montre que les applications hm sont uniformément bor-
nées sur tout compact de intA, elles forment donc une famille normale sur inU ; la
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suite (^m)meN admet donc (au moins) une valeur d'adhérence pour la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact de intA ; notons h^, une telle valeur d'adhé-
rence (c'est une fonction analytique sur intA), et posons : H^^p(z) = z + h^{p,z).
Alors, d'après 74, pour tout (p, z) ç inU, on a :

H^p(Fp(z)) = H^p(z) + a.

La famille (Hoo^p)pçw est donc une famille analytique d'applications conjugantes
associée à la famille (Fp)pç\y.

1.6.3. Estimées de fonctions analytiques. — Les trois lemmes suivants sont
classiques.

LEMME 19. — Pour tout A > 0, l'ensemble V'o13^) est compact pour la topologie
de la convergence uniforme sur tout compact de BA.

Démonstration. — Donnons-nous F e PO" )̂ et P > ° quelconque satisfaisant p < 1
et p < A ; soit ZQ e C satisfaisant : | ïmzo\ = A - p. Alors 'D(zo.p) c BA Posons :
G(z) = FÇzo + pz) et : H(z) = (G(z) - F ( z o ) ) / ( p F f ( z o ) ; alors les applications G et
H sont définies et injectives sur D, et H vérifie : H(0) = 0 et H ' ( 0 ) = 1. D'après le
théorème du 1/4 de Koebe (voir par exemple [5], théorème 1.3), H(B) D D(0,l/4)
et donc G(D) D D(F(zo), 1/^(^0)1/4) ; enfin, puisque p < 1 et que F est injective
sur BA, on a : F(zo + 1) = F(zo) + 1 ̂  G(D), et finalement : [F'^o)! ^ 4/p.

On en déduit par le principe du maximum que, pour tout z e BA-^, \F'{z)\ <_ 4/p.
Posons : (p(z) = F(z) - z , alors, pour tout z ç BA-?, |^(^)| ^ 1 + 4p, et puisque
^+1 ̂ p(t)dt = 0 (en effet F e ^(A)), ceci entraîne que, pour tout z ç BA-?,
l^) |^(l+4/p)/2.

L'ensemble des fonctions ^ définies par : (^(z) = F(z) - z forme donc, lorsque F
parcourt ^^(A), une famille bornée et équicontinue sur tout compact de BA. On
en déduit que, de toute suite (Fn)nçN d'éléments de P^A), on peut, par extrac-
tion diagonale, extraire une sous-suite qui converge uniformément sur tout compact
de BA ; la limite est holomorphe, et, par un argument classique, soit injective, soit
constante ; dans notre cas, cette limite ne peut être constante car les Fn commutent
aux translations entières, ce qui termine la démonstration. D

LEMME 20. — Donnons-nous A > 0, A e C, et F ç PA(A). Posons : F(z) =
z+\-\-(^(z).

1) Si sup^çsA 1^(^)1 < M (M > 0), alors, pour tout S vérifiant : A > 6 > 0, et
pour tout z ç. BA-(^

|̂ )| < 2M(1 - e-2^-l^-27r(A-|Im^)^

2) II existe une constante universelle C > 0 telle que, si F est univalente (injective)
dans BA, alors, pour tout z ç BA-I,

\^(z)\ ^e-27^-!1111^).
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Démonstration. — L'assertion 1) provient directement d'une majoration des coeffi-
cients du développement en série de Fourier de (^. L'assertion 2 est une conséquence
immédiate de l'assertion 1 et du lemme précédent. D

LEMME 21. — Soit D = n^=o ̂ {^^i) ^e polydisque de centre 0 et de rayons ri dans
C71. Soit '0 une fonction holomorphe sur D, de carré sommable sur D. Alors il existe
une constante universelle C telle que :

r^ / c \ ^/^\m\<.—7(/H2^) .
[[i=0ri \JD /

Ce résultat découle directement d'une formule de Cauchy.
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CHAPITRE 2

COMPLEXIFICATION ET RÉGULARITÉ TRANSVERSE

L'objectif de cette partie est, en partant du théorème 2, de démontrer le théorème
4. Cette démonstration occupe les sections 2.2 et 2.3, la section 2.1 étant consacrée à
la définition et à quelques propriétés du nombre de rotation complexe.

2.1. Nombre de rotation complexe et propriétés

Donnons-nous une application F e ^(A), et notons / l'application : AA —^ C/Z
dont F est un relevé par la projection TT : C —)- C/Z.

DÉFINITION. — On appelera courbe ascendante pour f toute courbe de Jordan J,
séparant les deux bouts de C/Z, telle que / soit injective au voisinage de J, et telle
que l'image de J par / soit disjointe de J et située au-dessus de J . On appelera
courbe ascendante relevée pour F toute courbe C Z-périodique incluse dans BA telle
que 7r(C) soit une courbe ascendante pour /. On définit de la même manière les notions
de courbe descendante pour f et de courbe descendante relevée pour F.

La propriété d'admettre une courbe ascendante (ou descendante) relevée est bien
sûr ouverte dans 'P(A) (par exemple pour la topologie de la convergence uniforme sur
BA).

Supposons que F admette une courbe ascendante relevée C (tout ce qui suit se
transpose de manière évidente au cas d'une courbe descendante). Notons U le domaine
ouvert compris entre C et F{Ç). On peut recoller les deux bords de l'anneau 7r(U)
en identifiant chaque point de 7r(C) avec son image par /. La variété obtenue est un
tore complexe, que l'on note T. Tout point de adh^7 se projette naturellement sur
T; notons p : adh[7 —)- T cette projection.

Soit z G C, 71 et 72 deux lacets dans adh U qui relient z respectivement à z + 1 et
à F(z). Notons : /^i = p o 71 et ^2 = P ° 72 ; A^i et ^2 définissent un système de deux
générateurs du groupe fondamental de T.
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Soit uj une 1-forme holomorphe sur T (unique à un coefficient multiplicatif complexe
près) ; posons :

r=^
4^

II s'agit d'un relevé dans C du module du tore T, qui est défini modulo PSL(2, Z)
(remarquons que la partie imaginaire de r est strictement positive). C'est ce nombre
T que nous appellerons nombre de rotation complexe. Soit •0 un diffeomorphisme
holomorphe entre T et C/(Z + rZ), et ^ un relevé de ^ par la projection p. Ce relevé
définit une application univalente sur U et continue sur adh U (cette application est
définie de manière unique modulo composition à droite par une translation de C, et
on peut la normaliser pour la définir de manière vraiment unique). Par définition de
T, pour tout z ç. C, on a :

^ oF(z) = ̂ (^)+r.

Cette équation fonctionnelle permet de prolonger ^ en une application univalente sur
un voisinage de adh £7.

PROPOSITION 2. — Le nombre complexe r et l'application conjugante ^f dépendent
analytiquement de F.

Démonstration. — Supposons que F soit plongée dans une famille (F\)\çv d'appli-
cations de Î^(A) dépendant analytiquement du paramètre A, V étant un voisinage de
0 dans C, avec FQ = F. Quitte à restreindre V autour de 0, on peut supposer que,
pour tout À G Y, la courbe C est encore une courbe ascendante relevée pour F\ ; on
note r\ le nombre complexe et ̂ \ l'application conjugante construits à partir de F\
comme précédemment ; quitte à restreindre encore V, on peut supposer qu'il existe
un voisinage U\ (Z-périodique) de adh U dans C tel que, pour tout A G Y, d'une part
on ait : F\{C) C V\, et d'autre part l'application ^f\ se prolonge en une application
univalente (encore notée ^\) sur U\.

Considérons le quotient obtenu à partir de l'ensemble V x U\ en identifiant d'une
part les points (\,z) et (A, z + 1), et d'autre part les points (\,z) et (A,F\(^)) ; il
s'agit d'une variété complexe, que l'on note X, fibrée en tores au-dessus de V . Soit
p : X }—> V la projection canonique ; cette application est une submersion analytique
propre. Notons 7o = P^ÇW) 1e tore au-dessus de 0. D'après un résultat de J.H.
Hubbard ([9], prop.6 p. 16), X admet au voisinage de A = 0 une trivialisation locale
horizontalement analytique. Ceci signifie que, quitte à restreindre à nouveau l'ouvert
V autour de 0, un diffeomorphisme (j) : V x 7o h-^ X de classe C1 (ou même C^, r > 1,
si on veut) qui préserve les fibres au-dessus de Y, qui vaut l'identité sur la fibre au-
dessus de 0, et qui est analytique par rapport à la variable base, c'est-à-dire que, pour
tout ZQ G Te; l'application : V ̂  X, A H^ (j)(\^z) est analytique.

Posons : T] = ̂ -1, et considérons un relevé rj :V x U\ —> Y x C de 77. Pour A 6 Y,
notons rf\ l'application : £/i -> C, z ̂  pi{rf{\,z)) (où p^ désigne la projection sur la
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deuxième coordonnée), et posons : 4>x = 17^1. Pour tout z £ f]x(Ui), posons :

f9^ /9^x\^^[-w I -^Y^
L'équation fonctionnelle :

4>x(z+ro)=F^(z))
montre que l'application ̂  se prolonge, par invariance par la translation z i->- Z+TQ en
une application continue sur C, qui vérifie : fJi\{z + 1) = /^O) et jji\{z + To) = i^\{z) ;
de plus, ||^A||L°° < 1, et IJL\ dépend analytiquement de A.

Soit g\ l'homéomorphisme C 1-4- C qui résout l'équation de Beltrami d'excentricité
li\, et qui fixe 0,1, et l'infini. Ahifors et Bers (voir [1]) ont démontré que g\ dépend
analytiquement de p.\, c'est-à-dire de A. L'application : z ^ g\(g^{z) + 1) définit
un difféomorphisme holomorphe de C sans point fixe, c'est-à-dire une translation.
Puisque 0 et 1 sont laissés fixes par g\, il s'agit de la translation : z ^ z + 1. De
même, z ̂  gxÇg^Çz) + 7-0) définit une translation, dont on note p(A) le vecteur.

Pour tout A e Y, l'application g\ o rj\ : [/i -> C est univalente et commute aux
translations entières. De plus, pour tout z C C, on a : F\(z) ç L^i, et :

g\ ° r)x(F^z)) = gx o rjx(z) + p(A).

On en déduit que TA = p(\) et que l'application conjugante ̂ f\ coïncide (à composition
à droite par une translation près) avec g\ o r)\. Pour finir, on vérifie par le calcul
que le vecteur p(\) = gxÇg^Çz) + r-o) - z et que l'application g\ o r)\ dépendent
analytiquement de A. Q

REMARQUE. — La même démonstration montre que, lorsque la famille (F\)À(=D ci-
dessus varie continûment ou différentiablement avec le paramètre A, le nombre de
rotation complexe TA varie avec la même régularité par rapport à A (on utilise encore
le résultat d'AhIfors et Bers, relatif à la dépendance continue ou différentiable de la
solution de l'équation de Beltrami par rapport à l'excentricité, voir [1]).

Je remercie Adrien Douady qui m'a suggéré l'idée principale de cette démonstra-
tion.

2.2. Extension complexe du théorème de linéarisation

Nous allons maintenant démontrer le théorème 4. Fixons pour toute la suite de
cette partie 5 ç E , e t A > Â > 0 quelconques.

2.2.1. Extension complexe. — D'après le théorème 2 appliqué à s, A, et K,Ô, il
existe eo = eo(s, A, 6) et une application :

^ x y"(A) ̂  C x P^(A - ̂ ), (a,F) ̂  (A(a,F),^),
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telle que, pour tout (a, F) ç Bs x y0 (A), l'équation suivante soit vérifiée :

A(a,F)+F(/i(^)(^)) =^F)(^+Q/), -^BA-/^.

De plus, pour a ^ B s fixé, l'application F \-^ (A(o;,F),/^^)) est analytique.
Ceci montre que, quitte à diminuer 5o, on peut obtenir des estimées arbitraires sur

la proximité à l'identité des applications hça,F) (qui sont définies de manière unique),
sur une bande de demi-hauteur arbitrairement proche de A. En particulier, il existe
£1 = £i(5,A,^) < 60 (5, A, S) tel que, pour tout (a, F) e Bs x ^(A), l'application.
définie ci-dessus vérifie :

(75) II^W)-1||L-(B^)<^

Donnons-nous F ç. P^(A), considérons la famille (F\)\^c définie par :

Fx(z)=\+F(z).

et posons :

A,(F) = |j {A(a,F)}
açî3s

À5,t(F) = \J {A (E C | Im(A - Ao) > A./3| Re(A - Ao)|}
AoGA.(F)

^s^F) = (J {A ç C | Im(A - Ao) < -^/3| Re(A - Ao)|}.
AoCA,(F)

Donnons-nous A e A5^(F) ; pour ce A, il existe Ao G A^F) tel que Im(A - Ao) >
fî/3\ Re(A - Ao)|. Pour tout s e (-(A - /î(5); (A - KO)), la courbe

Cs=hç^^Ç{zeC \ïmz=s})

est invariante par F\o, et d'après (75), cette courbe est une courbe ascendante pour F\.
En procédant comme au paragraphe précédent, on associe à cette courbe ascendante
un nombre complexe a(A,F) (avec Imo^A.F) > 0) et une application conjugante
9(\,F) vérifiant, pour tout z ç. Cs,

9{\,F)(F\(z)) =^,F)(^)+a(A,F).

Cette équation permet (quitte à supposer £i(s, A, ô) < KO) de prolonger ^(A,F) en
une application de P^A - 3/îÂ, A) (encore notée gç\,F))' On vérifie aisément que le
nombre complexe a(A, F) et l'application ^(A,F) sont définis de manière unique (^(A,F)
est unique modulo composition à droite par une translation) et ne dépendent pas de s
(mais seulement de A et F). En outre, comme on l'a vu au paragraphe précédent, leur
dépendance par rapport à A et F est analytique. Pour définir gç\,F) de manière par-
faitement unique, il faut imposer une condition de normalisation supplémentaire ; on
choisit la condition suivante, qui correspond à la condition de normalisation imposée
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sur les applications ^(a,F) pour les nombres de rotation réels :

(76) ^ (9^F)(z)-z)g[^(z)dz=0.

Toutes ces assertions et ces notations s'étendent bien sûr de manière symétrique à
tout A e A^F). Finalement, on étend ces notations aux nombres de rotation réels :
pour tout À e A^F), notons a(A, F) l'unique a e Bs tel que A = A(a, F), et posons :
9{\,F) = ̂ (a^F^lBA-s^A) (on aencore : f^(g^F)(z)-z)g[^(z)dz = 0). Posons :

Â,(F) = A,(F) U A^(F) U A^(F)

et pour e > 0, e < £1, posons :

^s = {(Â,F) eCx Po(A) | A e Â,(F)}.

On munit dans la suite l'ensemble 2^(A) de la topologie de la convergence uniforme
sur BA. Remarquons que l'intérieur de C^ (noté mt£^ ^ est égal à

{(A.F) e C x ^(A) | A e A^(F) UA^(F)}.

La proposition suivante résume les notations et assertions précédentes.

PROPOSITION 3. — Pour tout (X.F) ç C^ ̂  il existe

(a(A,F),<^)) ç C x P^(A - 3 ,̂ A),

unique (en imposant à gç\,F) ^ condition de normalisation (76)), tel que l'équation
suivante soit vérifiée :

9{\,F)(F\(z)) = 9{\,F)(z) + û-(A,F), z e BA-4/^.

De plus, l'application : (X.F) \-^ (a(X.F).gç^) est :

- analytique sur int C6^ g ;
- continue sur C8^ g .

Démonstration. — Le seul point qu'il reste à montrer est que l'application (A, F) \-^
(a(X, F)^(^)) est continue en tout point (A, F) e £^ tel que A e A^F). Fixons un
tel (A, F) et raisonnons par l'absurde : supposons qu'il existe une suite ((Xn,Fn))nç-N
de couples de C^ qui converge vers (A, F) et telle que les couples (a(Xn, Fn), gç\^^))
restent en dehors d'un voisinage de (a(X,F),g^p))' Quitte à extraire une sous-suite
(voir lemme 19 dans l'appendice C à la première partie), on peut supposer que les
applications ^(A^,^) convergent, uniformément sur tout compact de BA-S/^, vers
une application g^ e ̂ (A - 3^J), et que les a(Xn, Fn) convergent vers un nombre
complexe Ooo. Par passage à la limite dans l'équation de conjugaison, on obtient :

9oo (FA (z)) = g^(z) + Ooo, Z ç BA-4^.

On en déduit que Ooo e R, puis que a^ = a(X, F), et enfin, puisque a(A, F) e R\ Q,
que g^o = gç\,F)^ ce qui est impossible. Q

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999



72 CHAPITRE 2. COMPLEXIFICATION ET RÉGULARITÉ TRANSVERSE

2.2.2. Estimées. — Notre prochain objectif est de démontrer, pour e > 0 suffisam-
ment petit, des estimées uniformes pour |a(A, F) -\\ et ||^(A,F) -Id 11e1 sur l'ensemble
^A,s- ̂ om £ > 0, £ ^£1, posons :

^ -{ (A^e^J l ImAl^ l} .

LEMME 22. — II existe e^ > 0, £2 < £1 tel que, pour tout (A, F) ç /^res,

|a(A,F)-A| < ^

llô^F)-Id||L°°(BA-5K.O < ^

II^^F) - 1||L-(BA-5^) < ^2-

Démonstration. — Supposons au contraire que, pour tout n ç N satisfaisant 1/n <
5i, il existe (\n,Fn) C ^n/es tel que l'une au moins des trois estimées ci-dessus
ne soit pas satisfaite. L'équation de conjugaison montre que les On ont une partie
imaginaire bornée. Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que les suites
(\n) et (a(\n,Fn)) convergent (notons Aoo et Ooo leurs limites respectives) et que
les applications ^(À^,F^) (qui, pour n assez grand, sont définies sur un voisinage de
BA-4/td(Aoo) convergent uniformément sur BA-4/^(Aoo) vers une application g^ ç
pmJ(/\ _ 4^ \^ vérifiant la condition (76). Par passage à la limite, on obtient :

(77) ^oo(Aoo +^) = 9oo(z) +Q /oo, Z ç BA-4/t5.

Distinguons deux cas.

Premier cas : Aoo Ï R. — Dans ce cas, (77) entraîne Aoo = û/oo et g^ = Id, d'où une
contradiction.

Second cas : Aoo C R.
ASSERTION. — Aoo C Bs.

En effet, pour tout n, puisque A^ e Âs(F^), il existe Ao,n e As(F^) tel que

(78) I MA, - Ao,n)| > ̂ /2| Re(A, - Ao,n)|.

Notons ao,n l'élément de Bs tel que Ao,n = A(ao,n,Fn), et notons ^o,n l'application
conjugante associée. Quitte à extraire à nouveau une sous-suite, on peut supposer
que les suites (Ao,n) et (ao,n) convergent (notons Ao,oo et ao,oo leurs limites), et que
les applications ^o,n convergent uniformément sur tout compact de BA-S/^ vers une
application po,oo. Puisque Bs est fermé, ao,oo ê Bs, et on déduit de l'équation de
conjugaison après passage à la limite que Ao,oo = û^oo- En passant à la limite dans
l'inégalité (78), on voit que Aoo = Ao,ooî ce qui démontre l'assertion.

À présent, puisque Aoo e R\Q, l'équation (77) montre que âoo C R, que Ooo = Aoo,
et que ^oo = Id, d'où une contradiction. D

LEMME 23. — Les trois estimées du lemme précédent restent valables pour tout
(A,F)er^.
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Démonstration. — Fixons F e P^(A) et z ç BA-Ô/^. Considérons les trois applica-
tions suivantes :

A ^ a(A,F)-A
A ^ 9{\,F)(^)-z
x ^ Dg^F)(z)-l.

Ces trois applications, qui sont Z-périodiques, sont encore définies sur le quo-
tient As(F)/Z de As (F) par les translations entières. Elles sont holomorphes sur
int(Âs(F)/Z)^qui contient (C\B^)/Z (si Bs ^ 0). En outre, elles sont uniformément
bornées sur Ag(F)/Z (cela découle, pour les deux dernières applications, d'estimées
de fonctions univalentes, et pour la première, de l'équation de conjugaison). Elles
s'étendent donc analytiquement en +ioo et en -zoo; par ailleurs, les estimées du
lemme précédent sont valables pour A ç Bi \ B^ ; on conclut en appliquant le prin-
cipe du maximum. Q

Posons : 53 = min^î^3^).

LEMME 24. — Pour tout (A.F) e £^

(79) |a(A,F)-A| < ^

(80) \\9(\,F) - Id HL-(B^_^(A)) < 3^
(81) II^(A^)-I||L-(B.-^(A)) < 3^2.

Démonstration. — La première estimée a déjà été établie (lemme 23). Démontrons
les deux autres. Supposons par exemple que ImA ^ 0, et fixons z e C avec ïmz =
ImA + A - 6/^. Il existe < e BA-Ô^ tel que z = A + F(C). Donc,

^(A,F) (^) = 9{\,F) (C) + ^(A, F).

Ceci entraîne, d'une part, d'après le lemme 23,

b(A,F)(^) -^1 < 3/^j.
D'autre part,

Dg^F){z) = ^(A,F) (0/^^(0,
et, par une estimée de Cauchy, \DF(Ç) -1\ < K2 (puisque £3 ^ 5^0) ; finalement, en
utilisant le lemme 23,

I^(À,^) - 1| < 3A.2.

Les estimées (80) et (81) découlent du lemme 23, des deux estimées ci-dessus, et du
principe du maximum. Q
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2.2.3. Inversion de l'application A i-̂  a(A,F). — Considérons l'équation de
conjugaison

A + F(h(z)) = h(z + a), A e C, a e C.

Différencions formellement cette équation par rapport à A, a, et F ; on obtient

AA + AF(/i(^)) + DF(h(z))Ah(z) = ^h{z + a) + 2^ + a)Aa.

Puisque DF(h(z))Dh(z) = Dh(z + a), ceci entraîne
(82)

2^ + cO-^AA + AF(/i(^))) = Aa + (Dh(z + a)-^/^ + a) - Dh{z)-1 ̂ h(z))

et donc, pour F fixée,

AA { DhÇs^ds = Aa.
Jo

Ainsi, pour tout (A.F) e C x P^(A) tel que A e int(Â^(F)),

^(A,F)=y ^(^)(^(.))d,

et l'estimée (81) entraîne

(83) l j^(A^)-l |<3^

Pour F e ̂ (A), notons ap l'application : Â^F) -4- C, A ̂  a(A,F).
Posons :

^,t = U { ^ ^ C | l m ( a - a o ) > j | R e ( a - a o ) | }
aoe^

^ = U { ^ ^ C | l m ( a - a o ) < - j l R e ( a - a o ) | }
ao e^

^ = ^u^un^.
Remarquons que fîg C ïï^.

LEMME 25. — L'application ap est continue et injective sur A s (F) et on a :

^Cc^(Â,(F)).

Démonstration. — La continuité a déjà été énoncée. L'inclusion ci-dessus découle de
l'estimée (83). Démontrons l'injectivité. Remarquons qu'il suffit de démontrer l'injec-
tivité sur chacun des trois ensembles A^F), As^(F), et As^(F). Soient Ao et Ai deux
nombres complexes appartenant tous deux à l'un de ces trois ensembles ; il existe tou-
jours un point Ao,i G C tel que les morceaux de droites (Ao;Ao,i] et [Ao,i ;Ai) soient
inclus dans As^(F) ou dans As^(F), et tels que :

|Ao,i - Ao| + |Ai - Ao,i| < x/ l+^IAi - Ao|
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(voir la figure ci-dessous). Donc, d'après (83), si Ai / Ao, alors apÇXi) / o^(Ao). D

Pour (a, F) e ̂  x P^). Posons :

A(a,F) = a^a) et /i(^) = 9^^^)'

(ces définitions sont compatibles, lorsque a ç Bs, avec celles du paragraphe 2.2.1).
D'après (80), l'application h^^) est définie sur BA-9/^(A(a,F)) D BA-J^OÔ; la
restriction de cette application à B^_s/^(a) (que l'on note encore hça,F)) appartient
à p^"J(A - S / 2 , a) et même, d'après (76), à P^A - 8 / 2 , a).

L'application (a, F) ^ A(a,F) est continue sur f^ x V^ÇA) et analytique sur
(f^ \ ffs) x P^(A); il en est donc de même pour l'application (a, F) ^ /i(a,r).
Nous avons donc établi toutes les assertions du théorème 4 à l'exception de l'assertion
relative à la régularité au sens de Whitney.

2.3. Régularité au sens de Whitney de l'application (a, F) ̂  A(a,F)

Gardons les mêmes notations pour les objets s G S, A > S > 0, et £3 = e^Çs, A, 6)
introduits lors de la section précédente, et donnons-nous un ouvert W de C^ et une
famille (Fp)p^w d'applications de Ve3 (A) dépendant analytiquement du paramètre p.
Pour tout (a,p) e ̂  x W, notons (A(a,p), hç^) çCx P^A - Â/2, a) le couple
associé à (a,p) construit lors de la section précédente.

2.3.1. Estimées uniformes sur les dérivées. — Pour m e N, posons Ay^ =
A - ̂ (E^o 2-^'+1)) (ainsi, Ao = A - 6 / 2 , et pour tout m <E N, A^ > A - S > 0).
Pour p ç W , notons p = (pi,. . . ,p^), et pour k = (ko , . . . , kn) ç N^1, notons

Qk . . . gko-\-"-^-k^

^p)1 pour Qa^Qp^-'Qp^

et notons a^ = feo + • • t + A*^.
Nous supposerons par commodité dans la suite que, pour tout m € N, toutes

les dérivées partielles d'ordre inférieur ou égal à m de F - Id par rapport à p sont
uniformément bornées sur W par une constante Km (c'est le cas par exemple si la
famille (Fp)p^w est la restriction à W d'une famille analytique définie sur un voisinage
deÏV).
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PROPOSITION 4. — Pour tout m ç N, %7 ea^e une constante Cs,ô,m (qui ne dépend
que de s, S , m, et de Km), telle que :

gk
.̂ F+i ^QÇa^^^ -^^-(BA^a)) < C^m.

0'k ̂ m
(a,p)eint^xlV

Pour démontrer cette proposition, nous allons partir des équations suivantes, que
l'on dérive de l'équation formelle (82).

Pour tout a ç f^ \ Bs et z ç BA-(^ on a :

(84) Dh(z^a)-19x-l=Dh(z+a)-l^(z+a)-Dh(z)-19^(z).
OOi OOL OŒ

et, pour tout a e f^, z ç. BA-(^ et i e { 1 , . . . , n}, on a :

(85) Dh(z + a)-1 (^ + H(/^))) = Dh(z + a)-1 ̂ (z + a) - Dh^)-1^).

La première de ces deux équations entraîne :

(86) J^ = (/ ^F1^)"1- a ̂  ^s \^

et la deuxième entraîne :
(87)

^"(Z D^)-l^)-l^lJD^+a)-l^(^))^ ae^, ze{i , . . . ,n}.

Pour A' > 0 et a e C, soit O(BA') (resp. 0(BA/(a))) l'ensemble des applications :
BA' -^ C (resp. BA^Û^)) —)- C) qui sont holomorphes et Z-périodiques. Pour (p ç
O(BA/), nous noterons | |^| |LO O(BA/) = ^P^çB^/ 1^(^)1 (q116 ̂  supremum soit fini ou
infini) et nous adopterons la même notation pour les applications de 0(BA/(a)).

LEMME 26. — Fixons A' > 0.
1) Pour tout (a,(/)) e (C \ R) x O(BA/), il existe un unique ^ ç O(BA/(O)) tel

que ^(0) = 0 et

(88) ^(z + a) - ̂ (z) = (f)(z), z ç BA/.

Posons : ip = D^cf).
2) L'application (a,(/)) 1-4- D^cf) est analytique sur (C \ R) x C^BA').
3) Pour tout S' > 0, il existe une constante Cs,s' (ne dépendant que de s et ô') telle

que, pour (f) ç O(BA/),

SUp ||2V(^(B^_^)) < ^,J/|H|^(B^).
o;eint(^^)
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Démonstration. — Donnons-nous (a,^) e (C \ R) x O(BA/), supposons qu'il existe
une solution '0 e 0(B^(a)) à l'équation (88), et considérons les développements en
série de Fourier de (/) et ^ :

cf>(z) = ^(ÂQe2^,
fcez

^(z) = ^^(AOe2^.
jfeez

On a nécessairement, pour k ç Z*,

^(fc) = (e2^^ - l)-1^-).

Par ailleurs, puisque a ^ R, la série
^ ç^inka _ l)-l^)e2^

Â;ez-1

converge uniformément sur tout compact de BA' (a) ; la somme définit donc une ap-
plication ^o ^ 0(B^'(a)). La condition ^(0) = 0 montre que l'application ^ définie
par

^(^) = - / ^o(^)^ + ̂ o(^)
^0

est l'unique solution. Ceci montre également que -0 dépend analytiquement de a et (j).
Il reste à démontrer l'assertion 3. Donnons-nous ô1 > 0, (f) G O(BA'), et a ç int(WJ.

Pour tout A* G Z,

(89) |^(fc)| ^e-^'IHI^B,,).
Distinguons deux cas.

Premier cas : |Ima| ^ ^72. — Supposons par exemple que : Ima > 6 ' /2. Il existe
alors une constante Cg' (ne dépendant que de 6 ' ) telle que :

le2"^ -1|-1 < C^/ si Â ; > O ;
le2^^ - 1|-1 < Cs'e-^^^ si ^ < 0.

Donc, pour tout z ç BA'-^O) et À; e Z,
^2^a _ l|-l|e2^^ ^ ^^(A-^)^

ce qui, au vu de (89), entraîne l'esimée voulue sur II.D^^II^oo^B ,_ / (a) ) .

Second cas : 0 < |Ima| < 8 ' / 2 . — Dans ce cas, B^-§'(a) C B ^ _ s ' / ^ ; il suffit
donc d'estimer [D^^ sur BA/-^/2> Donnons-nous ao e 65 tel que | Im(a - ao)| >
^| Re(a - ao)|. Il existe une constante Cs (ne dépendant que de s) telle que

(90) le2^ - 1|-1 < Csie2^0 - 1|-1 < CCs\\kao\\-\ k G Z*

((7 est une constante universelle et |[ • • • || désigne la distance à l'entier le plus proche).
Fixons A* G Z*. Soient (â^-)jçN et (çj)^N les suites d'entiers définies par OQ, comme
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en 0.2. Il existe un unique j ç N tel que qj < \k\ < Çj+i. Donc HA-aol l > Hçj^oll >
l/(2^--(-i) (voir 0.2). Ceci entraîne, pour z € ' B A ' - Ô ' / Ï ^

(91) |(e2^ - l)-1^2^ < 2C7^||^||^(B„)(%•+l6-2^^//4)6-2-lfel^//4.

Puisque ao C 23^, il existe un entier j\ = j - ^ Ç s ^ S ' ) (ne dépendant que de 5 et S ' ) tel
que ,s i^ '> j i ,

(92) log%^ < 2^/4.
9j

Remarquons que l'entier q^, considéré comme une fonction de ao ç 23g, est borné sur
fis ; notons A;i une borne pour cette fonction (k\ ne dépend que de s et S'Y Donc, si
|Â*| > fci, alors j > j'i. Par ailleurs,

(93) sup HÂ'aoïr1 < +00
aoçBs, \k\<ki

et ce supremum ne dépend que de s et ô1 (en effet, HÂ'o'oll"1 < 2çj+i < 3e83q3qj ).
Finalement, les estimées (91), (92) d'une part, et (90) et (93) d'autre part entraînent
l'estimée recherchée sur II^^IlL^BA/.^a))- D

LEMME 27. — Donnons-nous A' > 0 et une famille (<^(aj?))(Q,p)emtW)x^ d'appli-
cations de O^B^'), dépendant analytiquement de (a,p) (W étant un ouvert de Cn).
Considérons la famille (^(a,p))(a,p)eint(^)xiy définie par : ^ç^p) == ̂ ^(a,?)- Alors,
pour tout 6' > 0 et m ç. N, il existe une constante Cs,s' ,m (ne dépendant que de s, 6',
et m) telle que :

ll^^W)!! ^^ 1,^^(0^),,
sup^ 1 1 ^ - ^JI^(B^-^(a)) < ̂ ^m SUp || ./———^l IL-(B^) .

^çN714-1 ^V0'?^ Â;eNn+l ^{^^P)
(Tfc^îTî. crjy^m

(a,p)€int(îî^)xïV (a,p)eint(^) xW

Démonstration. — On procède par récurrence sur m. Pour m = 0, l'estimée ci-dessus
découle du lemme 26. Supposons que cette estimée soit démontrée pour m e N,
et essayons de l'établir pour m + 1. Soit i ç {1 , . . . ,n}. L'équation aux différences
entraîne :

<94' <^a)-a^ =<^'
(95) ^t^)-^) = ^M-o^f,^).

5a v' ' '/ 9a ^ j Qa
Posons :

c, ..^^(a^)..
5= sup lla^^1^00^-^fceN71-^1 u\a^P)

(Tk <777.+1
(a,p)€int(^)xlV
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L'hypothèse de récurrence entraîne

iî ^Plu ^ n c
^ ''^(a^^00^-^) < ̂ A-5-

<Tfc<m
(Q,p)€mt(^)xiy

Donc, par une estimée de Cauchy,
Q^D^^z+a))

SUp ] | — — — — ^ — — — — | | L - ( B ^ _ ^ / 3 ( a ) ) < ̂ /à C^/3,nA
fceNn+ l ^ y ^ ' s P )
(Tk<m

(a,p)(Eint(^)xlV

et l'hypothèse de récurrence appliquée (à l'ordre m) aux équations aux différences
(94) et (95) entraîne l'estimée recherchée sur -0. D

Démonstration de la proposition 4' — On procède par récurrence sur m.
Pour 7n = 0, l'assertion de la proposition 4 est vraie. Supposons qu'elle soit vraie

pour un certain m ç. N. L'équation (84) montre que

(96) Dh(z}-l^(^)=D^(Dh(^+a)-l(^-l).

D'autre part, (86) et l'hypothèse de récurrence entraînent
.a^QX/ôa}, ^

sup \—^—W-\<cs,s,m•
fcçN"+1 9(a,p)k

a^^Tfi
(a,p)çint(fî'.)xW

Donc, en appliquant le lemme 27 à (96), on obtient
9k(9h|9a)(^p)

^ u 9(a^ ll̂ 8^")) < c^»-
(Tfc<m

(a,p)€int(^)xW

On obtient la même estimée pour ôh/9pi, i € {! , . . . , n}, en utilisant (87) pour
contrôler 9\/9pi^ et en appliquant ensuite le lemme 27 à (85) (la seule différence
dans ce cas est que l'on utilise les bornes sur les dérivées partielles de Fp par rapport
à p). Finalement, on obtient l'estimée recherchée sur h au rang m + 1, ce qui termine
la démonstration. D

La proposition 4 (appliquée en donnant à S une valeur dépendant de A, par
exemple : 6 = A/2) et les équations (86) et (87) entraînent le corollaire suivant.

COROLLAIRE 5. — Pour tout m ç N, il existe une constante Cs,m (Qui ne dépend
que de s y m, et K^n, telle que

. Qkx , ^
SUp _———- <^,m.

^^n+i Q^a.pY
o-fc^m

(a,p)eint(^)xïV
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2.3.2. Démonstration de la régularité au sens de Whitney. — Nous com-
mençons par rappeler la définition de la régularité « C°°-holomorphe » au sens de
Whitney (qui correspond à la régularité C°° au sens de Whitney usuelle, voir [17],
avec des dérivées prises au sens complexe).

Pour k = ( Â - i , . . . , kn) e N^ notons k\ = k^\ ' • • A-J.

DÉFINITION. — Considérons une application / : A -> C, où A est un sous-ensemble
de C", n e N. On dit que / est C^-holomorphe sur A s'il existe une famille (fk)ke^
d'applications : A —^ C avec les propriétés suivantes.

- /o = /.
- Pour tout k C N71 et m e N satisfaisant m > a^, et x, x ' ç A,

(97) fk(xf)=Mx)+ ^ ^^)(^-^+a^(^^)
(T; ^TYl—O'k

où Rk,m possède la propriété suivante : pour tout XQ G A et e > 0, il existe S > 0 tel
que, si x et x ' sont deux points quelconques de A avec \x - XQ\ < 6 et |a1' - XQ\ < 6,
alors

1 Ri ( ̂ 1 ^r\\ <" C-1--Ï* rr-l\m~('rk\^^k,m\x i X ) \ ^ ^\X — X \

Les applications fk peuvent être vues comme des «dérivées partielles au sens
faible» pour /. Par exemple, si de telles applications existent, alors / est néces-
sairement analytique dans int A, et pour tout x G int A, et k = ( f c i , . . . , kn),

/^i+-.-+A;n f

fk(x) = ————J

Qx'[1 • • • Qx^
Le théorème d'extension de Whitney (voir [17]) affirme que, si A est fermé et si de
telles applications fk existent, alors il existe une application / : C71 —^ C, C°° sur C^
et qui coïncide avec / sur A. En outre, cette extension peut être (ou parfois doit être)

^l+"-+Â-n f

choisie pour que, pour tout x e A et k = ( A - i , . . . , kn), fk(x) = —,—————(x).
9x^ • • • ôx^

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette partie.

PROPOSITION 5. — L'application (a,p) ̂  A(a,p) est C00-holomorphe sur ̂  x W.

Démonstration. — II nous faut tout d'abord définir une famille (AjOAîeN71-^ de «dé-
rivées partielles au sens faible» pour A sur ̂  x W. Lorsque a ç intQ^ = n^ \ Bs,
nous n'avons pas le choix; pour tout (a,p) e irn^f^) x W et k e N7^1, posons :

gk^

^^ = ̂ P?^

À présent, donnons-nous (ao.p) G Bs x W et k ç Nn+l. D'après le corollaire 5, les
limites

lim Afe(a.p) et lim A^a.p)
a-f-ao, aeîî^ ̂  a-)-ao, aW^ ^
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existent; notons-les respectivement A^(ao,p) et A^(ao,p).

ASSERTION 1. — Pour tout k e N"4'1 e^ (ao.p) ^ B g X W , A^(ao,p) = A^(ao,p).

La démonstration s'effectue par récurrence sur cr^. Pour a^ = 0, l'assertion est
valable puisque l'application A est continue. Donnons-nous m ^ 1 et supposons que
cette assertion soit valable pour tout k tel que o~k < m (pour de tels À", posons :
^(o^p) = A^,t(ao,p) = A^ao,?)).

Donnons-nous k = ( Â ' o , . . . , kn) tel que ak = m et (ao,p) ç 2?s x VF. Donnons-nous
<5' G S tel que tout point de Bs soit un point d'accumulation de Bs< (un tel s ' existe
d'après la proposition 1) et remarquons que, quitte à diminuer le paramètre £3(5, A, rf),
on peut remplacer s par s ' dans tout ce qui précède et supposer que l'application
(a,p) >-4- A(a,p) est définie sur fî^/ x W. Le fait que l'application A(^+2,A;i,...,Â;n)
soit uniformément bornée sur f^/ ^ (corollaire 5) montre (en écrivant une formule de
Taylor le long d'un chemin 7 comme indiqué dans la figure ci-dessous) que :

. / \ T AÂ;(OI,P) -\k(ao,p)^o+i^,...^)^^,?) = lim ————_——_————.
Ql—^QiOîQilC^s/ Q^l — OiQ

Le même argument montre que \(ko-^l,kl,...,kn),^(ao^P) es^ ^ê^ a ^al même limite.
Par ailleurs, le fait que les quantités A(J^+I^^...^), et pour tout i e l , . . . , n ,

^(feo,Â-i, . . . ,Â;i+2,. . . ,A;n) ^^^ uniformément bornées sur ïï^ montre que

\ko,k^.••,ki-^l,...,kr^)^{aO,P)

^ y Afc(QQ,Pl, . . . , ̂ , . . . ,Pn) - Afc(ao,Pl, . . . ,Pj, . > . ,Pn)

9z^Pz ^ —Pî

(en écrivant une formule de Taylor entre

(a,pi, . . . ,p î , . . . ,pn) et (a,pi, . . . . ̂ , . . . ,pn)

et en passant à la limite lorsque a —^ ao, a ç ̂ ^) ; de nouveau,

^(Âîo^i,...,^!,...,^)^^?)

est égal à la même limite. Ceci établit l'assertion pour ak ^ m + 1 et, par récurrence,
pour tout k C N^.

Nous pouvons donc définir de cette manière des applications \k(a,p) pour tout
k ç. N^+1 et (a,p) G n^ x W. Il faut maintenant montrer que ces applications satisfont
à la formule de Taylor (97), avec les propriétés désirées pour les restes. Donnons-nous
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k ç. N714'1 et m > o'k ; notons Rk,m l6 reste qui apparaît dans l'équation (97) lorsqu'on
l'écrit pour l'application A — Id.

ASSERTION 2. — |JÎ^((a^),(a,p))| < Cs,m\\(a^p1) - (a,p)r-^+1, ̂  ||—||
désigne la norme usuelle sur C71"1"1, et Cs,m ^st une constante qui ne dépend que de
n et de la constante Cs,m du corollaire 5.

REMARQUE 1. — II suffit de démontrer cette estimée localement.

REMARQUE 2. — Pour (a,?) et { a ' , p ' ) appartenant tous deux à f^ x W ou à
^'s i x ̂  cette estimée est une conséquence immédiate de la formule de Taylor usuelle.

REMARQUE 3. — II suffit de démontrer cette estimée lorsque (a.p) et ( a ' , p 1 ) ont
toutes leurs coordonnées identiques sauf une.

On se ramène donc à deux cas.

Premier cas : p = p ' mais a ̂  a ' . — Dans ce cas, l'estimée découle d'une formule
de Taylor le long d'un chemin entre a et a' dont l'image (privée éventuellement des
deux extrémités) est incluse dans f^g \ Bs (voir la figure).

Second cas : a = a' et pi = p[ pour i 7^ j, mais pj ^ P^ — Dans ce cas, si a ^ Bs,
il n'y a rien à démontrer (remarque 2 ci-dessus). Si a G fis, la limite de la formule
de Taylor usuelle entre {a11\p) et (a",?'), lorsque a" —^ a, a" G f^ \ fis, entraîne
l'estimée recherchée.

Ceci démontre l'assertion 2 et la proposition en découle. D

Puisque fis C fî^, la démonstration du théorème 4 est maintenant complète.

REMARQUE. — Pour tout a G fis, nous savions (d'après le théorème 2) que l'appli-
cation AQ : W —> C, p 1-4- A(a,p), était analytique. Pour tout k = (A-o , . . . ,kn) 6
{0} x N71, l'application \k définie plus haut vérifie :

QÂ;l+...+Â;n\

Al(£"•^"= W-^^- ^w

(la raison est la même que pour justifier : Aj^ = A^).
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CHAPITRE 3

COMPLÉMENTS ET APPLICATIONS

3.1. Propriétés d'unicité

Nous allons dans cette section démontrer et préciser les corollaires 1 et 2.

DÉFINITIONS. — Donnons-nous A > 5 > O e t F e ^(A).
1) Nous appellerons courbe invariante relevée pour F toute courbe C incluse dans

BA, Z-périodique, telle que l'on ait F(Ç) == C et que F\c soit injective. Si une telle
courbe existe, on peut naturellement lui associer un nombre de rotation (le nombre
de rotation de Phoméomorphisme du cercle défini par Fj^).

2) Supposons que F admette une courbe ascendante relevée C ' . Dans ce cas, nous
avons vu au chapitre précédent qu'on pouvait associer à C' un nombre de rotation
complexe a, et une application conjugante g (unique module composition à droite
par une translation) définie sur un anneau ouvert contenant C' et F (C'Y e^ vérifiant
l'équation fonctionnelle :

g o F(z) = g(z) + a, z e C1\

Nous dirons que la courbe ascendante relevée C' est canonique si g ( C ' ) est une courbe
horizontale (c'est-à-dire si tous les points de g ( C ' ) ont la même partie imaginaire). On
définit de même la notion de courbe descendante canonique relevée.

3) Nous appellerons courbe canonique relevée pour F toute courbe qui est soit
une courbe invariante relevée, soit une courbe ascendante ou descendante canonique
relevée pour F.

4) Soit a un nombre complexe. Nous dirons que la propriété £a,j,faibie(^) a lieu
s'il existe une courbe canonique relevée pour F^ incluse dans BA-(^ et telle que le
nombre de rotation associé soit a. Nous dirons que la propriété ^^forteG^) a lieu s'il
existe h e ̂ ^(A - 6, a) telle que l'équation :

F o h(z) = h{z + a), z e BA-J

soit vérifiée.
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REMARQUE. — Si A > 20, alors Ca^îorte(F) ̂  £a,<5,faible(F).

Pour tout s e S e t A > J > 0 , notons e(s, A, 8) le paramètre donné par le théorème
4 et pour tout (a, F) e f^ x P^A^A), notons (A(a, F), /i(a,F)) le couple associé à
(a, F) par ce théorème (c'est-à-dire tel que l'application A(a, F) + F soit conjuguée
à la translation Ta par l'application hça^\).

PROPOSITION 6. — Pour tout s ç S et A > 20 > 0, il existe £1(5, A, À) < ^(5,A^)
tel que, pour tout (a, F) ç H^ x ^(^'^(A), fc5 ^ro%.$ assertions suivantes soient
équivalentes.

1. La propriété jCa^,{aïb\e{F) a lieu;
2. La propriété Ca^,îorte(F) a lieu;
3. A(a,F) =0.

Démonstration. — D'après le théorème 4 et la remarque ci-dessus, la seule implication
non triviale est : 1 =^ 3.

Donnons-nous ^i(5,A,J) < e(s,A,S) à choisir au cours de la démonstration, et
raisonnons par l'absurde; supposons qu'il existe (a, F) e Hg x ^(^^(A) quel-
conque, tel que la propriété £a,5,faibie(F) ait lieu, et tel que l'on ait : A(a,F) / 0.
Posons : (Ao,/io) = ((A(a,F),/i(^))), Ai = f^(F(x) - x)dx, et notons C une courbe
canonique relevée incluse dans BA-J de nombre de rotation a pour F.

ASSERTION.— |Ai - a| < £i(5,A,^).

Si a e R, cette assertion découle aisément de la définition du nombre de rotation
de F\c. Si a ^ R, il existe 7 > 0 et une application h\ ç ^^(^^a) vérifiant /ii(R) = C
et, pour tout x ç. R,

F(h,(x))=h,(x+a).

Puisque d'autre part f^(h^(x + a) - h^(x))dx = a, on en déduit l'assertion.

On montre de la même manière que : |Ao + Ai - a| < £i(5,A,J), ce qui entraîne
finalement :

(98) |Ao|<2^,A,J).

Pour t ç. [0; l], posons :

Gt(z) = hQ\(l-t)\o+F(ho(z)))
= hQ1 {-t\o-}-ho(z 4- a)).

On peut supposer que ^i(5,A,J) < K,8/2 et, d'après les estimées données par le
théorème 4, quitte à diminuer £i(s, A, 5), on peut supposer que l'application ho est
définie sur BA-/^(a) et vérifie :

\\Dho - l | |L-(BA-K<s(a)) < ^
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Pour tout t e [0;1], l'application Gt est alors (d'après 98) définie et univalente sur
BA-4K<5 et vérifie :

Q/^i
l-^(^) + Ao| < 2/t|Ao|, z e BA-4^.

On en déduit (puisque Go(z) = z + a) que :

(99) l(<?i(^) - (^ + ^)) + Ao| ^ 2/,|Ao|, z e BA-4^.

Remarquons que la courbe C' = h^ÇC) est une courbe canonique relevée pour d,
de nombre de rotation a. Si a e R, l'estimée 99 entraîne immédiatement une contra-
diction (si |ReAo| > 2^|Ao|, 1e nombre de rotation de G^c' ne peut pas valoir a,
et si |ImÀo| > 2^|Ao|, C1 ne peut pas être invariante par (?i). Supposons a ^ R,
considérons à nouveau l'application /ii e V^\^,a) introduite plus haut, et posons :
h^(z) = h'Q1 o h-t(z), z e B^(a). On a :

r-i
= \ (h^{x + a) — h^{x))dx

Jo
a =

= f (Gi(M^)) - h^x))dx
Jo/o

= ( a - A o ) + / (G^h^x))-{h^x)+a)-^-\o)dx,
J o

ce qui, d'après (99), est impossible. On aboutit donc là encore à une contradiction. D

Nous allons maintenant déduire les corollaires 1 et 2 du théorème 4 et de la propo-
sition précédente. Pour ce qui est du corollaire 1, c'est immédiat (remarque : on aurait
pu déduire ce corollaire uniquement du théorème 1, puisqu'il ne fait pas intervenir de
nombre de rotation complexe).

Démontrons le corollaire 2. Donnons-nous (Fp)pçD et ao e B comme dans ce co-
rollaire. Pour tout s ç S, il existe un petit voisinage Y de 0 dans D et une application
A : Çlg x V —^ C donnée par le théorème 4. Considérons une extension A : C x V —^ C,
C00, de A. Alors Â(o;o,0) = 0, et, d'après le théorème 4, <9Â/<9a(o;o,0) = 1. L'équation
A(a,p) == 0 définit donc une fonction implicite p sur un voisinage V de 0 dans V,
vérifiant p(0) = ao, et, pour tout p ç V, Â(p(p),p) = 0. Si l'application p \-^ A(ao,p)
n'est pas identiquement nulle au voisinage de 0 (c'est-à-dire si on ne se trouve pas
dans le cas 1 du corollaire), alors son jet d'ordre infini en 0 ne s'annule pas (en ef-
fet, cette application est vraiment analytique!). Dans ce cas, on déduit de l'équation
^(?(p)^P) = 0 que le jet d'ordre infini de p en 0 est également analytique, et n'est pas
identiquement nul. Les autres assertions du corollaire 2 ne posent aucune difficulté.
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3.2. Applications aux domaines singuliers de rotation des fractions ration-
nelles

Pour d e N*, notons Tî^ l'ensemble des fractions rationnelles de degré d, vu comme
un sous-ensemble ouvert de CP2^1.

Notons dç la métrique sphérique de C, et notons dn la distance sur nd donnée
par la norme L°° sur les applications : C -^ (C, dç). La topologie induite sur nd par
cette distance est la même que la «topologie des coefficients», c'est-à-dire la topologie
induite sur 7^ par la topologie usuelle de CP2^1.

3.2.1. Définitions. — Pour n ç N*, posons

ppd^n ̂  ̂ ^ \Rçnd, x e C , Rn(x) = x et n est la plus petite période de x}

(PP comme «point périodique») et notons Tpp la projection canonique : PPd^n —^ 7^
(R,x)^R.

Pour a e C/Z, posons

PP^ = {(R^x) e PP^ | WÇx) = e2^}

et posons
ppd.n ̂  T)pd,n \ ^p^pd,n

L'équation R^'Çx) = x différenciée montre que PP^ est une hypersuface analytique
non singulière de 7^ x C, et que la restriction de la projection TT? à pp^ est un
difféomorphisme analytique local.

Pour a e C/Z \ {0}, PP^ est une hypersurface analytique (singulière) de pp^
et on a le diagramme commutatif (trivial) suivant :

pp^n ^ pp^n

/KT\ }/ 7TP

Ti^

Nous allons définir des objets correspondants avec des propriétés analogues pour les
anneaux de Herman.

Notons A l'ensemble de tous les anneaux ouverts de C, et P l'ensemble des paires
(D,x) telles que D est un disque ouvert de C et x e D. Nous allons définir deux
topologies sur A et une topologie sur P.

a) Topologies sur A. — Pour A e A, rappelons que mod A représente le module de
A ; nous noterons HA toute représentation conforme : AmodA/2 -^ A.

Notons (ÎA la distance sur A définie par :

dA(A^A') = 0 s i / lA(R/Z)C/ lA/ (A^dA/ /4)e t / lA/ (R/Z)C/ lA(A^odA/4) ,

d^(A,A') = 1 sinon,
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et notons ï4,faibie la topologie sur A engendrée par cette distance. Pour A ç A et
e > 0, posons :

K(A) ={A1 çA\ MA(modA-5)/2) C A' et ^A'(A(,nodA/-.)/2) C A}.

(par convention, AA = 0 si A < 0) et notons r^,forte la topologie sur A pour laquelle
les ensembles Ve(A), ç > 0, définissent un système fondamental de voisinages d'un
anneau A e A (nous aurions pu définir cette topologie à partir d'une distance sur A).

REMARQUE
- A' çVe(A)^AçVe(A1)
- A 'ey , (A)^ ImodA' -modAI < e
- si e < 3/16 modA, alors A' e V^(A) =^> ^(A.A') = 0 (la topologie T4,forte est

plus fine que la topologie T.A,faibie)-

b) Topologie sur V. — Posons D^ = [z € C | \z\ < r} si r > 0 et Dy. = 0 si r ^ 0.
Donnons-nous (D^x} ç. P, et considérons une représentation conforme h : Di —^ D

vérifiant h(0) = 0. La capacité conforme de (D,x) est par définition le module du
nombre complexe h'(0) (nous noterons c(D,x) cette capacité conforme). Il existe une
unique représentation conforme h : D^^) -)- D, vérifiant /i(0) = x et /i'(0) = 1, et
nous noterons hçi),x} cette application.

Pour e > 0, posons :

V^D^x) = {{D',x1} ç V | ̂ D,.)(D,(^)_,) C D1 et
^(D^^D^D7,^)-^) C D et dç^,^) < ^},

et notons 7-r>,forte la topologie sur V pour laquelle les ensembles Ve(D,x), e > 0,
définissent un système fondamental de voisinages de la paire (D, x) de V (remarquons
que c(D,x) tend vers c Ç D ' . x ' ) lorsque (D,x) tend vers ( D ' , x 1 ) pour cette topologie).

Considérons une fraction rationnelle R ç T^ et un anneau de Herman A pour R.
Nous appellerons ici période de A le plus petit entier n ̂  1 tel que ^(A) = A et J?^
préserve l'orientation de A. L'application R?^ est conjuguée, via une représentation
conforme h de A, à une rotation irrationnelle dont l'angle est, au signe près, indépen-
dant du choix de h. Nous appellerons nombre de rotation de A cet angle au signe près
(nous noterons Z x {+, —} le groupe qui agit sur R par translations entières et chan-
gement de signe ; le nombre de rotation de A appartient donc à (R\ Q)/Z x {+, -}).

Pour n ç. N*, posons

AHd-n={(R,A)\ ReU^ A çA,
et A est un anneau de Herman de période n pour R}.

et notons TT^ la projection canonique : AH^ -^ 7?^, (R,A) >-)- R.
Pour a e (R \ Q)/Z x {+, -}, posons

AH^ = {(7?, A) e AH^ | le nombre de rotation de A vaut a}.
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Munissons les ensembles AH^ et AH^ de la topologie produit de la topologie
usuelle sur tî^ et de la topologie T4,faibie sur A.

REMARQUE. — Si A et A' sont deux anneaux ouverts orientés de C, avec d^(A, A ' ) =
0, les orientations de A et A' induisent chacune une orientation sur la courbe /IA(R/Z)
(en effet, /^(R/Z) C ^(AmodA^)) et de même sur la courbe /IA'(R/Z). Nous
dirons que les orientations de A et A! sont compatibles si, pour chacune de ces deux
courbes (il suffit que ce soit vrai pour une des deux), les orientations induites par A
et A' coïncident.

Pour tout (R,A) e AH^, aux deux orientations possibles de A correspondent
deux nombres de rotation avec des signes opposés. On peut choisir pour A l'orien-
tation pour laquelle le nombre de rotation appartient à (0; 1/2) mod Z. Ce choix
est compatible avec la topologie dont nous avons muni AH01'71 au sens suivant. Pour
toute paire (R,A) e AH^, il existe un voisinage V(^A) de (R,A) dans AH^ tel
que, pour toute paire (R',A1) ç V^A}, on a : d^(A,A') = 0 et les orientations de
A et A' sont compatibles au sens de la définition ci-dessus (ceci découle facilement
de la dynamique de R71 dans A). Cette remarque permet, si on le désire, d'éliminer
l'ambiguïté sur les signes des nombres de rotation associés aux anneaux de Herman de
manière cohérente (dans la suite, nous maintiendrons cette ambiguïté sur les signes).

3.2.2. Conséquences du corollaire 1
PROPOSITION 7. — Pour tout d ^ 3, n ç N*, et a e B/Z x {+, -}, il existe une
variété complexe U de dimension 2d + 1 et un diagramme commutatif

AH^ ^ U
7^A\ )/ ^U

1^

où iu est continue et injective, et TTU est un difféomorphisme analytique local. De
plus, tu^AH^) est une hypersurface analytique (éventuellement singulière) de U,
c'est-à-dire qu'elle est localement définie comme l'ensemble des zéros d'une fonction
analytique.

Démonstration. — Donnons-nous un couple (R, A) appartenant à AH^. Soit e(A) >
0 suffisamment petit pour que, pour tout A' e V^(A)(A) et A" e V^A^A7), on ait
dA(A^AIf)=0.

Pour e > 0, notons B(R, e) la boule de centre R et de rayon e pour la distance dn
dans Tî^', et posons

AHe{R,A) = {(R',A') e AH^ \ dn(R,R1) < e et ^(A,A') = 0}.
D'après le corollaire 1, il existe e > 0 (petit), dépendant de (R, A), tel que l'en-
semble 7rA(AHe(R,A)) soit une hypersurface analytique (éventuellement singulière)
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de B(R,e) et tel que, pour tout ( R ' , A ' ) e AHe(R,A), on ait : A' e V^A)(A). Fixons
et notons e(R, A) un tel e. Posons

U^A}=B(R^£(R^A)/2)

et notons U la somme connexe de tous les ouverts ^(J?,A) :

u= u ^WA).
{R.A^AUi^

Les éléments de [/ sont les paires (J?i, (J?,A)) telles que (R,A) ç AH^ et J?i ç
^(^,A)- Considérons la relation ~ sur Û définie par :

(Ai, (J?,A)) - (R^R^A')) ̂  Ai = J?2 et ^(A.A7) = 0.

ASSERTION. — La relation ~ e5^ îme relation d'équivalence.

Seule la transitivité est à justifier. Soient (Ai, (A, A)), (Â2, (^/, A')), (%, (R", A"))
appartenant à U tels que

(^(^A))-^^^)) et (^^-R^A'))-^,^,^)).
Il nous faut montrer que d^(A,A") = 0. D'après le choix de e(R,A) et de e(R1\A'),
on a A' e Vmax(£(A)^(A /))(A), et de même A" e Vmax(£(A /)^(A / /))(A /) . D'après le choix
de e(A), e(A1), e(A"), ceci entraîne dA(A,A") = 0 et l'assertion est démontrée.

Notons U le quotient de Ù par la relation ~, et munissons U de la topologie
quotient. La projection canonique TT^ : U —> U est ouverte, et U peut être muni
d'une structure de variété complexe de dimension 2d + 1, pour laquelle TT^ est un
difféomorphisme analytique local. Notons i^ l'injection canonique :

AU^^U, ( R ^ A ) ^ R Ç U Ç H , A )
et posons iu = TT^ o i^. Les objets iu-, U\ et TTU ont bien les propriétés énoncées. D

REMARQUE. — On peut remarquer que iu, U, et TTU sont uniques au sens suivant :
si les triplets (iu, U, nu) et ( iu ' , U'\ TTU' ) ont tous deux les propriétés énoncées dans la
proposition 7, alors il existe des voisinages V de iuÇAH^) dans U et V de iu' (A^H^)
dans U ' et un difféomorphisme analytique g : V -=> V tel que le diagramme suivant
commute.

AH^

^u )/ \ iu'
V ^ V

^u \ \/ ^u'
7^

Ceci permet de définir une notion de « germe de voisinage analytique de AH^ mo-
dulo difféomorphisme analytique» ; en particulier, les singularités de iuÇAH^) sont
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définies de manière canonique (indépendamment du choix de U', iu)' Ces singulari-
tés soulèvent des questions intéressantes ; par exemple, pour tout /? G C/Z, on peut
constater que l'ensemble PP^ (c'est-à-dire : point fixe de multiplicateur fixé, voir le
début de cette section) ne présente pas de singularité. Pour a G (R \ Q)Z x {-h, —},
l'ensemble AH^ (c'est-à-dire : anneau de Herman de période 1 et de nombre de
rotation fixé) peut-il présenter des singularités ?

D'après le théorème de Bruno (voir [4])), pour tout a e B / Z et (R,x) C PP^,
R possède un disque de Siegel (de période n, de nombre de rotation a) centré en x.
Notons D(R^x) ce disque de Siegel.

PROPOSITION 8
1 ) Pour tout d > 2, n ç N*, et a ç. B/Z, l'application

PP^ -^ (V, TîVorte), W X) ̂  {D{R, x),x)

est continue (en particulier, la capacité conforme de (D(R,x),x) dépend continûment
de (R, x) dans PP^).

2) Pour tout d > 3, n e N*, et a e B/Z x {+, -}, l'application

AU^ -^ (.4,T4,forte), WA) ̂  A

est continue (en particulier, le module de A dépend continûment de (J?, A) dans
AH^).

Démonstration. — L'assertion 2 est une conséquence directe du corollaire 1. Démon-
trons l'assertion 1.

Soient (Ro^x) ç PP^^ a e B / Z . Notons ho l'unique représentation conforme :
DI —)- D(Ro,xo) satisfaisant h^ÇO) e R!'J_. Pour R proche de Jîo, notons x(R) l'unique
point proche de XQ fixe par R71 (x(R) dépend analytiquement de R).

Choisissons une famille (M^)^^o de transformations de Môbius dépendant ana-
lytiquement de R^ et vérifiant : Mn(xo) = x(R) (si XQ •^ oo, on peut poser :
Mn(z)=z+x(R)-xo).

Pour R c^ Jîo, posons hp = M^oho et Fn = h'p^ oRnohR. Les applications FR sont
définies et analytiques dans les disques DI_^), où e(K) —f 0 lorsque R -> Ro, elles
fixent 0 et elles convergent vers la rotation z i-> e2^7^az lorsque R —^ RQ, uniformément
sur tout compact de Di.

Appliquons le théorème 1 à la famille (FR)H^RQ dans l'anneau Di-<$ \ Di-2^, où
S > 0 est petit. D'après ce théorème, il existe un petit voisinage VR^ de RQ dans 7^
et une application analytique /z : Vp^ —^ C*, ^(Ro) = 1 telle que, pour tout R ç. V^p,
l'application P,(R)FR : z ^ p,(R)Fp(z) admette un anneau invariant A inclus dans
DI-J \ 'Di-26 et de nombre de rotation a. On en déduit que l'application ^(R)FR est
encore conjuguée à la rotation d'angle a sur la composante connexe bornée de C \ A,
et en particulier que ^(^)F^(O) = e2^, ce qui entraîne p,(K) = e2^0'^'^^)))-1.
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Donc,

/^(l) = {R e VR, \ ^'(xÇR)) = e2^}
= 7^r(PP^nn{(R,x)\RçVR, e t x ^ x o } ) .

Puisque 6 peut être choisi arbitrairement petit, l'assertion 1 est établie. D

3.2.3. Conséquences du corollaire 2. — Pour s e S, posons
ppd^n^ jj pp^n^ ,4^= J ^n

a€^/Z aç^/Zx{+,-}

Notons p l'application canonique :

AH^ -^ (R \ Q)/Z x {+, -}, (R, A) ̂  le nombre de rotation de A.

PROPOSITION 9. — Pour tout d ^ 3, n ç N% et s e S, î7 em'̂ e îme î;ane^é complexe
U de dimension 2d + 1 e^ un diagramme commutatif

AU^ ^ [/

TTA \ ^ 7Tî7

^

où iu est continue et injective et TTU est un difféomorphisme analytique local. Pour
tout a ç Bs/Z x {+, —}, iuÇAK^71) est une hypersurface analytique (éventuellement
singulière) de U.

Notons pu l'application : iuÇAîi^) -)- Bs/Z x {+, -} définie par : pu o iu = p.
L'application pu est C00 au sens de Whitney sur tuÇATI^) ; en outre, pour tout
z G tuÇAT-L^), pu admet une extension C°° locale pu : Vz —> C/Z x {+,—} (Vz
étant un voisinage de z dans U) telle que :

- pour tout a e Bs/Z x {+, -}, p^\a) = îuW^) H V, ;
- le jet d'ordre infini de pu en tout point de iuÇAT-i^) D Vz est analytique et non

identiquement nul.

PROPOSITION 10. — Pour tout d > 2, n e N*, et s ç S, les applications
pp^n ̂  (p^,^ (J^) ̂  (D(R^x)^x)

et

AUd,n-.{A^A^). W A ) ^ A

sont continues.

Les démonstrations de ces deux propositions sont très similaires à celles des pro-
positions 7 et 8 (on utilise le corollaire 2 et le théorème 4 au lieu du corollaire 1 et du
théorème 1).
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3.3. Compléments arithmétiques

L'objectif de cette section est de démontrer la proposition 1, qui énonce quelques
propriétés des ensembles fis.

Pour x e R, on note \\x\\ la distance de a* à l'entier le plus proche ; on note m la
mesure de Lebesgue sur R, et si J désigne un intervalle de R, on note indifféremment
|J| ou m(J) la longueur de J ; dans la suite de cette section, les constantes universelles
seront notées (7.

À tout irrationnel a, on associe de la même manière qu'en 0.2 des suites a^, a^
^, A, Pk, Qk, k ç N. Pour a e R \ Q e t ^ e N , notons 7^ l'application

Pk +£kPk-iX £ox ̂  ———————— = ao + ————————————.
Qk+^kQk-iX e-i

ai + ————————..^_^_
dk + £kX

En particulier, Ta^k) = a et îa,fc((0; 1/2)) est égal à l'ensemble des nombres a"
satisfaisant, pour 0 < j < fc, a'j = o^, e'j = ej (et donc p'j = pj, q^ = ̂ -).

Puisque \DTa,k(x)\ = \qk +£kqk-ix\~2, on a :

(100) —— < \DT^{x)\ < 4, x C (-1/2; 1).
^k ^k

Rappelons que S désigne l'ensemble des suites à termes strictement positifs, décrois-
santes, et qui convergent vers 0, et que, pour tout s = (sk)kçN € S, Bs désigne le
sous-ensemble de B constitué des irrationnels tels que :

00

^jfe(a) = ̂ ^logo^i < S k .
J=k

Les trois propositions qui suivent entraînent les trois assertions de la proposition 1.

PROPOSITION 11. — Pour tout e > 0, il existe s e S tel que m(Bs H (0; !))>!- e.

Démonstration. — Nous allons utiliser les nombres diophantiens. Rappelions qu'un
irrationnel a satisfait une condition diophantienne d'ordre /?, f3 > 0, s'il existe 7 > 0
tel que, pour tout q 6 Z,

M > ̂ -
Posons

DC^) = {a G R \ Q | pour tout q ç Z, \\qa\\ > 7/ç1^}

DCft = [JDC^).
7>0

L'ensemble n/îx)^^ est ̂  mesure pleine (voir [10]).
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Donnons-nous a ç DC^}. Pour k ç N,

IM-A^^;
^

donc, d'après (4),

^è
ce qui entraîne, pour tout e > 0,

(101) l0^^ < C-^-^-^,

et donc, pour j ç N,

^•(a) < C^2-(1-^.

En particulier, pour tout 7 > 0, il existe 5 e S tel que DC^) C Bs, ce qui termine
la démonstration. r-|

PROPOSITION 12. — Pour tout s ç S, z7 existe s ' e S ̂  ^e ̂  jwm^ (fe 5,
soit un point de densité de B s ' . Plus précisément,50^ un point de densité de Bs'. Plus précisément, considérons la suite s' définie par
ol —— r>- 1 , /Q 7^ ^ 1\T . -ï - . - - - „ * . _ -̂»4 = sk + \/2 , A* e N ; a/or^ jw^r ^o^^ a e ̂ ,

m((a -u;a+n) U^s/)
—)- 1 lorsque u —^ 02a

uniformément par rapport à a ç. Bs.

Démonstration. — Donnons-nous 5 e S et considérons la suite s ' définie par 5' =
.—_ ̂  k

Sk + V2 , fc e N. Donnons-nous a ç ^5, n > 0, et considérons l'intervalle J =
(a - u, a 4- u). Notons OA;, ç^ Ck (k e N) les suites associées à a comme en 0.2. Soit
k(a^u) l'unique entier k tel que

(102) 4- < ̂  < 4%+i çj
où J est une constante universelle strictement positive qui sera choisie dans la suite.
Remarquons que k{a,u) -^ oo lorsque u -> 0, uniformément par rapport à a ç Bs.
Dans les calculs qui suivent, l'entier k(a,u) sera noté k.

Premier cas : dk > 3. — (Le cas dk = 2, bien qu'essentiellement identique, nécessitera
des notations légèrement différentes, et nous le considérerons séparément). Supposons
dans la suite que S < 1/8. Alors, d'après (100) et (102), J c r^((-l/2; 1)). Posons

r=r^i(-i/2;i) et j=f-\j).
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Notons {3 , . . . } l'ensemble des entiers supérieurs ou égaux à 3 et posons : î =
{ { 3 , . . . } x {-,+}}!_! {(2,+)}. Pour tout (n,e) cl, posons

Ho,n,e(x) = -————
n+ex

Hl^e(x) = 1——
n + ex

H^eW^l-—————
n + ex

et pour i ç {0,1,2}, posons

^,n,.=^,n,.((0;l/2)).

Pour tout a' e T((-l/2; 1)) \ Q, on a :

a' e f(^o,n,^) <^ û4 = a^, 4 = ~ek, û^+i = n. 4+i = ̂
a1 e f{K^^e) ^ a'k = ̂ ^ 4 = ^fe, a^i = n, 4+i = ^5
a' e fÇK^^e) ^ a'f, = ak+Ck, 4 = -^, ÛA;+I = n^ 4+i = 6<

L'ensemble

|_| K^n,£
(î,n,e)ç{0,l,2}xZ

est un ensemble de mesure totale de (—1/2; 1). Supposons dans la suite que 6 <, 1/40 ;
alors, d'après (100), pour tout n ^ 3 et e G { — , + } , on a J D K^^,e = 0- Posons
J = {0,1} x T U (2,2, +). On a

(103) m{J\f-\Bs')) ̂  ^ m^^^r-1^/)).
Çi,n,e)(Ej

Ki^,er[J^0

LEMME 28. — Pour tout (i.n.e) G J vérifiant n < a^+i exp(ç^\/2 ), on a

m{K^e \f-\B^) ̂  £o{k)m(Ki^)

avec eo(k) —^ 0 lorsque k —^ +00.

Démonstration, — Donnons-nous 7 > 0 quelconque ; nous allons montrer que, pour
k assez grand (ne dépendant que de 7), on a :

ro^,((0;l/2)n2X7i(7)) cB./.

Au vu de (100), ceci démontrera le lemme.
Donnons-nous a" e (0; 1/2) H ^61(7) et posons a' = f o H^n^a"). Il s'agit

d'établir (si k est assez grand) que, pour tout l G N,
00

^(a') = ̂  q^1 loga^i < s[ = si + V2~1.
3=1

On vérifie (avec des notations évidentes) que :
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- a'j = dj, e'y = £j, q'j = qj, pour 0 < j < k - 1 ;
- a^ = dk + £k si (î, n, e) -==- (2,2, +) et o^ = a,k sinon ;
- ak+l = n'> ek•^l = e î
- a^^ = a^ e'^^ = e'^ pour j ̂  1.

Supposons pour fixer les idées que (z,n,e) soit différent de (2,2,+) et que l'on ait :
l < k — 1 ; dans ce cas,

k—l oo

^(a/) = S^^'^g^+l +^110g^+^^+l,log<.
j=l j=l

Pour tout j ^ 1, on a

Qk-^j ^ ^fc+j-iî

or,
Ql _ /3/ 1 Qll ^ 9-(Â;-1) //-l
p^-1 - pk-1 nTm'7^-2 < 2 ^-1 •

On en déduit que

W) < si + g,-1 log -^- + 2-^-2)^o(^).
ûfe+i

Donc, d'après les hypothèses,

W)<8l+V2~{w}+2-^C,

(où la constante Gy ne dépend que de 7). Si A- est assez grand, on a donc bien
^(a7) ^ 4

Lorsque l > A*, on obtient (plus simplement) le même résultat. Enfin, le cas parti-
culier (î ,n,^) = (2,2,+) ne présente aucune difficulté. D

Poursuivons la démonstration de la proposition 12.

ASSERTION. — Pour tout (i,n,e) ç. J ,

JUKi^e 7e 0 ̂  rn(Ki^) < Cm(J).

Cette assertion découle facilement de l'estimée (102) (nous laissons le lecteur vérifier
les détails). Au vu de cette assertion et du lemme précédent, l'estimée (103) entraîne

(104) m(J\f-l(Bs')) <Ceo(k)m(J)+r

(la constante C n'est pas la même que celle de l'assertion précédente) avec

r = ^ m(Ki^e)'
{i,n,e)^J

Ki,rt,e(~)J^0

n>afc-nexp((^fc^/2-(fc+l))
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Remarquons que, d'une part, r < ^- exp^^v^^), et que, d'autre part, s'il

existe (z.n.e) G J7 avecn > c^+i exp^v^^) tel que JC,,^ H J 7^ 0, alors, pour
A- assez grand, on a m(J) > 1/Cû^+i. On déduit donc de l'estimée (104) que

m(J\f-l(Bs'))<ez(k)m(J)

(où € ] _ ( k ) — 0 lorsque ) et d'après (100), ceci entraîne

(105) m(J \ B s ' ) < 16 €i (k)m(J)

ce qui est l'estimée recherchée.

Second cas : o^ = 2. — Dans ce cas, posons :

T+(.r) = T^{x) = r^_i(l/(2 + ^))

T-(^)=r^_i(l-l/(2-;z1))

et considérons l'application T : (—1/2; 1) -> R définie par

f = F- sur (-1/2; 0] et f = f+ sur [0; 1).

Comme dans le cas a^ > 3, on vérifie que J C T((-l/2; 1)) et on pose J = T'^J).
Définissons les applications H^^.e} et les intervalles K^n,e}-> (^^^) ^ J , comme

dans le cas a^ > 3. Alors, pour tout a' G T(-l/2; 1) \ Q et n ^ 2,

a7 ç r(^o,n^) ^=^ ^_i = ctk-i + SA-I, 4-i = -^-i, aifc = 2, 4 = 1,
o4+i = ^^ 4+i = ^^ ^fc+i = ̂  (remarquons que ̂  = qk)\

a' C t(K^n^) ^> û4_i = a^-i, 4_i = ̂ -i, ^ = 2, 4 = 1,

4+1 = n^ 4+i = ^5
a' e t(K^) ^=^ 4_i = a^_i, 4_i = -^_i, 04 = 3, 4 = -i,

4+1 = n. 4+i =^<
Avec ces notations, toutes les assertions qui ont été établies dans le cas a^ >, 3 restent
vraies, et on obtient, exactement de la même manière, l'estimée (105). La proposition
12 est donc démontrée. D

PROPOSITION 13. — Pour tout s ç S, on a les deux assertions suivantes.

1) Pour tout n e N, il existe s' ç. S (dépendant de s et n) tel que

|j {a e H | Im(a - ao) > | Re(a - ao)?} C ̂ /.
ao ̂ Bs

2) II existe s' ç. S et une fonction y : R —^ R+, nulle en 0, dont toutes les dérivées
existent et s'annulent en 0 (s' et ^p dépendent de s) telles que

|j [a e H | Im(a - ao) > <^(Re(a - ao))} C ^^/.
aoe^
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Démonstration. — Fixons s e S et donnons-nous ^ e S à choisir par la suite.
Notons^ S l'ensemble des séries convergentes à termes strictement positifs. Pour

tout a ç S, posons

Ba = {a e B \ pour tout k ç N, ç^1 loga^+i < a^;}.

La stratégie consiste à déterminer, pour tout a e Bs, une série a(a) G S (dépendant
de a) telle que l'ensemble B^} ait les propriétés de densité recherchées par rapport
à a, puis à montrer que l'on peut choisir s ' de manière à avoir |j ^ B^a) C B s ' .

Donnons-nous pour commencer a = (o-^eN e S satisfaisant à l'hypothèse

(106) a-k^2-^-^\og2^ A - e N

et donnons-nous une composante connexe J de R \ Ba, quelconque. Posons

k = mm{l e N | il existe a,a' dans J tels que a/(a) ^ ai(a') ou ei{a) ̂  eiÇa')}.

Pour 0 < j ^ k - 1, posons ^ = ^-(a), ^ = ^-(a), ̂  = p^(a), ^ = ^-(a) où a est
un point quelconque de J. Nous allons définir des objets associés à J ; on distingue
deux cas.

Premier cas : pour tous a et a' appartenant à J , û^(a) = a^a'). — Posons ̂  =
dk(a), où a est un point quelconque de J . Remarquons que ak ^ 2 (autrement, pour
tout a ç J , on aurait ^(ûQ = 1, ce qui serait en contradiction avec la définition de
k). Posons

d = k (d est la «profondeur» de J);

^oc = ao + —————————- (c est le «centre» de J);
a,+——————

T^x) = ao+

•-.+£^1
ÛÂ;

^0

^1
(2l +

^fe-l

0^ +X

^W = ^+(-^)•

Second cas : il existe a et a' appartenant à J tels que ak(a) 7^ ak(a'). — Remarquons
que sup^çja^oO est fini (notons a^ ce supremum) et que q^\ loga^ < s^ (autre-
ment, il existerait a, a' dans J tels que ek-i(a) ^ ek-i(a1), ce qui est impossible).
On en déduit, du fait de l'hypothèse (106), que les réels

^-^o îTT^ et ^-^-D/i/d+v^
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98 CHAPITRE 3. COMPLÉMENTS ET APPLICATIONS

n'appartiennent pas à J, et donc, par connexité de J, que

infak(a) = CL], - 1,
a€J

et que, pour tout a G J,
- 0^+1(0) = 2;
- si afc(a) = ajfe, alors ek+i(a) = -1, et si au contraire 0^(0) = dk - 1, alors

^+i(û0 = 1.
Dans ce cas, posons

d = Â ; + I ;

c = ao + -
£o

ai +
^i

•.+-^-
^ -2

r+(a;) = ao+
£o

ai + £1
,^____^1

r^-(^) = ao+
^-2^

^o

ai +
^i

• . + £k-i
1

a f c - l + 2+x
Dans les deux cas examinés ci-dessus, il existe a~ e [0; 1/2) et a"^ e [0; 1/2) tels que

J=T,-([0;a-))U^,+([0;a+)).

Notons Çd le dénominateur de c, et pour £ e {+,-}, posons a^ = {(a^)"1) + 1 ((a:)
désigne la partie entière de x). On a

log(0
—————— > ^d

Qd

(en effet, dans le cas contraire, du fait de l'hypothèse (106), le point T|( ^ 1 )
n'appartiendrait pas à J, ce qui serait en contradiction avec la connexité de J).
L'estimée précédente entraîne, d'après (100),

(107) IJl^exp^^).
^d
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Gardons les notations précédentes et donnons-nous a e Bg quelconque. On cherche à
minorer |a — c|. Distinguons deux cas.

Premier cas : a ç Î7([0; 1/2)) U T^([0; 1/2)). Alors, puisque ad > (0^+1 + l)-1,
on a

(108) [ a - c | > — — — — .
6çjad+i

Second cas : a ^ T^([0;l/2)) U r^([0;l/2)). Dans ce cas, |a - c| > l/4ç| et
l'estimée (108) ci-dessus est encore valable.

Faisons l'hypothèse supplémentaire :

(109) Ok > 96^1 log ajk+i, k ç N.

Ceci entraîne, au vu des estimées (107) et (108), que |J| <, \a — c|/2, ou encore que
dist(a, J ) > \a—c\/2. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la proposition
13 à proprement parler.

Démonstration de l'assertion 1. — Fixons n ç N et gardons les notations précé-
dentes. L'estimée

(110) |J| ^dis^a.jr

est entraînée, au vu des estimées précédentes, par

^d > nq^logad-^-i + r^

où (r^)jfeçN est une suite ne dépendant que de n, à termes strictement positifs, vérifiant
E,CN^<^-

Ceci nous amène à choisir la suite s ' ç. S comme suit :

s[ = 2-^-2) log 2 + 96si + nsi + ̂ ^, / e N.
k>l

Alors, pour tout a 6 65, si on associe à a la suite (r(a) ç. S définie par

ak(a) =max(2- (Â;- l)log2,96^11ogafc+l,n^ llogaÂ;+l +^), k C N,

on a fîo-(a) ^ Bs1 ? les hypothèses (106) et (109) sont vérifiées, et pour toute composante
connexe J de R \ fîo-(a) (a fortiori pour toute composante connexe J de R \ 23^),
l'estimée (110) ci-dessus est valable, ce qui démontre l'assertion 1 de la proposition
13. D

Démonstration de U assertion 2. — Donnons-nous a G Bs et a ç. S comme plus haut,
et posons, pour u > 0,

Ja(u) = { composantes connexes J de R \ Ba telles que J H (a - n; a + u) -^ 0};
d^(u) =- la plus petite profondeur des intervalles J de Ja{u).
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On cherche à montrer que

(111) inf . log(IJI 1) 1, ^+œ lorsque u -> 0.JçJc^W log(dist(a, J)-1)
Supposons que l'on ait :

(112) crk^V2~\ Â ; e N .

Alors on vérifie, au vu des estimées précédentes, que, pour tout J e Ja(u),

iog(|J|-1) ^ ̂ -i ^
log(dist(a, J)-1) q^1 logad+i '

Remarquons d'autre part que

lim da (u) = oou—>-o
et que cette limite est uniforme par rapport à a e Bs' La limite (111) est donc
entraînée par

^fe—,————— —)- +00 lorsque k —^ +00.
^ logajfe+i

On choisit donc la suite s ' ç. S comme suit : on fixe s" e S quelconque vérifiant
^//^ —^ +00 lorsque l —^ +00 et on pose :

fï~1

s\ = 2-^-2) log2 + 96^ + -v—^ + s1^ l C N.
1 — v2

Posons A-o = 0 et définissons par récurrence une suite (kn)nçN en posant, pour n ^ 1,

A-n = min{Â- e N | k > kn-i et, pour tout j ^ A-, ̂ . > 22n+l^•}.

Alors, pour tout a e ffg, si on associe à a la suite a(a) ç S définie comme suit :

ak(a) =max(2-^- l)log2,96^11ogafe+l,v /2 -^2n^ llogafe+l), kn ^ k < ̂ +1,

on a^(c,) C ̂ /, les hypothèses (106), (109), et (112) sont vérifiées, et l'assertion (111)
(où l'ensemble Ja(u) est défini à partir des intervalles du complémentaire de BO-(^),
ou, a fortiori, du complémentaire de B s ' ) est valable, ce qui termine la démonstration
de l'assertion 2. D
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