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LINEARISATION DES PERTURBATIONS
HOLOMORPHES DES ROTATIONS ET APPLICATIONS

Emmanuel Risler

Résumé. — Ce travail est consacré a I’étude de la dynamique des applications ho-
lomorphes proches d’une rotation dans un anneau, et en particulier au probléme de
la linéarisation de ces applications, c’est-a-dire la possibilité ou non de les conjuguer
holomorphiquement & des rotations.

Soit F' une application holomorphe sur un anneau ouvert A de C, et holomorphique-
ment conjuguée sur A & une rotation irrationnelle R, : z = ¥z qay € (R\Q)/Z.
Supposons que F soit plongée dans une famille (F)) ca d’applications holomorphes
sur A, dépendant holomorphiquement d’un paramétre A qui varie dans un ouvert A
de C", avec F = F,, Ao € A.

Pour a € C/Z, notons A, ’ensemble des A € A tels que application F) soit
holomorphiquement conjuguée & I’application R, : 2z — €™ 2 sur un sous-anneau de
A.

Si ag vérifie une certaine condition arithmétique de non-résonance (la condition de
Bruno), on montre les résultats suivants :

1) L’ensemble A,, (qui contient o) définit au voisinage de Ao une sous-variété
analytique complexe de codimension 1 de A (autrement dit, la condition d’étre holo-
morphiquement conjuguée & R,, est une condition de codimension 1). La condition
de Bruno est optimale pour ce résultat.

2) Plus généralement, pour tout o € C/Z (non nécessairement réel) assez proche de
ayp, et satisfaisant & une condition de non-résonance analogue a la condition de Bruno
(pour les a réels, il s’agit d’une condition de Bruno uniforme), on a la méme propriété :
l’ensemble A, définit, au voisinage de Ag, une sous-variété analytique complexe (non
vide) de codimension 1 de A.

On obtient ainsi un feuilletage partiel d’un voisinage de Ao dans A par des sous-
variétés analytiques de codimension 1. On montre que la correspondance A\ — «,
définie sur ce feuilletage partiel, est réguliére (C*°) au sens de Whitney.

Les résultats relatifs aux « réels sont principalement basés sur une construction de
renormalisation de la dynamique des applications considérées, formellement analogue
a celle introduite par J.-C. Yoccoz pour étudier le probléme de Siegel ([18]), mais
techniquement plus délicate ; en effet, on a besoin ici de renormaliser simultanément
toute une famille analytiquement paramétrée d’applications, ce qui rend nécessaire
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I'utilisation de techniques d’analyse de plusieurs variables complexes (en particulier
la résolution d'un probléme 9, par la méthode des estimées L? de Hormander).

L’extension aux a complexes est une conséquence géométrique des résultats relatifs
aux « réels, et la propriété de régularité au sens de Whitney se déduit de cette
extension par des estimées de fonctions analytiques.

A la fin de DVarticle, on décrit certaines conséquences de ces résultats pour les do-
maines singuliers de rotation (disques de Siegel et anneaux de Herman) des fractions
rationnelles sur la sphére de Riemann. Si R est une fraction rationnelle qui admet
un anneau de Herman (ou un disque de Siegel) dont le nombre de rotation vérifie la
condition de Bruno, alors on retrouve le feuilletage partiel décrit ci-dessus au voisi-
nage de R dans I’espace des fractions rationnelles de méme degré (dans le cas d’un
disque de Siegel, ce feuilletage correspond simplement aux ensembles de niveau du
multiplicateur du point fixe ou périodique correspondant au centre du disque). On
définit globalement les feuilles correspondant aux disques de Siegel et aux anneaux de
Herman, et on montre (toujours sous la condition de Bruno) que disques et anneaux
dépendent continiment (pour une topologie adéquate) de la fraction rationnelle sur
ces feuilles.

Abstract (Linearization of holomorphic perturbations of rotations and applications)

This work is devoted to the study of the dynamics of holomorphic maps which are
close to a rotation in an annulus, and in particular the linearization problem, i.e. the
problem of holomorphically conjugating these maps to rotations.

Take a holomorphic map F' on an open annulus A of C, F' being holomorphically
conjugated on A to an irrational rotation Rq, : z — €270z ag € (R\ Q)Z. Suppose
that F is embedded in a family (F))xea of holomorphic maps on A, depending ho-
lomorphically on a parameter A\ which varies in an open set A of C™, with F' = F),
Ao € A.

For a € C/Z, denote by A, the set of A € A for which the map F) is holomorphi-
cally conjugated to the map R, : z — €*™2 on a sub-annulus of A.

If oy satisfies a certain arithmetic non-resonance condition (the Bruno condition),
we prove the following results :

1) In a neighborhood of Ag, the set Ao, (which contains ag) defines a one-codimen-
sional complex analytic submanifold of A (roughly speaking, the condition of being
holomorphically conjugated to Ry, is a one-codimensional condition). The Bruno
condition is optimal for this result.

2) More generally, for any « in C/Z sufficiently close to ao (c not necessarily real),
and satisfying a non-resonance condition which is analogous to the Bruno condition
(for real o, it is a uniform Bruno condition), we have the same property : in a neigh-
borhood of A, the set A, defines a one-codimensional (non-empty) complex-analytic
submanifold of A.

This way we obtain a partial foliation of a neighborhood of Ag in A by one-
codimensional complex-analytic submanifolds. We prove that the correspondence A —
a, defined on this partial foliation, is regular (C*) in the sense of Whitney.

The results for real a are mainly based on a construction of renormalization of the
dynamics of the considered maps, formally analogous to the one introduced by J.-C.
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Yoccoz to study the Siegel problem ([18]), but technically more delicate ; indeed, here
we have to simultaneously renormalize a whole analytically parametrized family of
maps, which requires the use of several complex variables techniques (in particular
the resolution of a d-problem, by Hérmander’s method of L?-estimates).

The extension to complex « is a geometrical consequence of the results for real
«, and the regularity property in the sense of Whitney follows from this extension
through estimates for analytic functions.

At the end of the paper, we describe certain consequences of these results on
singular rotation domains (Siegel discs and Herman rings) of rational maps on the
Riemann sphere. If R is a rational map admitting a Herman ring (or a Siegel disc)
whose rotation number satisfies the Bruno condition, then we again find the above
described partial foliation in a neighborhood of R in the space of rational maps of
fixed degree (in the case of a Siegel disc, this foliation simply corresponds to the
level sets of the multiplier of the fixed or periodic point corresponding to the center
of the disc). We globally define the sheets corresponding to Siegel discs and Herman
rings, and we show (still under the Bruno condition) that discs and rings continuously
depend (for a suitable topology) on the rational map on these sheets.
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INTRODUCTION

0.1. Introduction

On note C/Z le quotient de C par les translations entiéres et 7 : C —» C/Z la
projection canonique. Pour A > 0, posons : Bp = {z € C | [Imz| < A} et : Ax =
7(Ba). Notons D(A) Pensemble des applications : BA — C, qui sont holomorphes
sur Ba et qui commutent avec les translations entiéres.

Pour a € C, notons T, la translation : z — z + a.

Au cours de cet article, le terme analytique signifiera toujours, sauf spécification
contraire, analytique complexe.

DEFINITION. — Soient F' € D(A) et @« € R. On dira que F est analytiquement
conjuguée a la translation T, s'il existe A’ > 0 (A’ < A) et une application H €
D(A'), injective sur Ba:, vérifiant : H(Bas) C Ba, et telle qu’on ait :

FoH(z)=H(z+a), z€Bar.

Le principal objectif de ce travail est d’étudier cette notion de conjugaison pour
des applications de D(A) proches de translations (donc relevées d’applications proches
de rotations, d’ou le terme « perturbations holomorphes de rotations»). Nous avons
choisi par commodité de nous placer presque toujours dans le revétement C de C/Z
plutdét que dans C/Z.

DEFINITION. — On appellera domaine de linéarisation pour une application F' €
D(A) tout ensemble A C B ouvert, connexe, simplement connexe, Z-périodique, et
invariant par F', c’est-a-dire vérifiant : F'(4) C A.

Si une application F' € D(A) admet un domaine de linéarisation A, et si f désigne
lapplication : Ax — C dont F' est un relevé par m, alors m(A) est un anneau ouvert,
séparant les deux bouts de C/Z, et f(n(A)) C w(A). Toute représentation conforme de
7(A) dans un anneau standard conjugue alors f & une rotation pure. En particulier,
f(m(A)) = w(A), F(A) = A, et F est analytiquement conjuguée & une translation
réelle (au sens de la définition ci-dessus). Il est donc équivalent, pour une application
F € D(A), d’étre analytiquement conjuguée & une translation réelle, ou d’admettre
un domaine de linéarisation. On dira, lorsqu’on est dans ce cas, que F' est linéarisable.
11 existe alors un domaine de linéarisation mazimal (pour l'inclusion), et le vecteur «
(réel) de la translation & laquelle F' est analytiquement conjuguée est défini de maniére
unique.



2 INTRODUCTION

Posons : T! = R/Z, et notons D¥(T!) I’ensemble des relevés & R des difféo-
morphismes R-analytiques du cercle préservant ’orientation (c’est-a-dire I’ensemble
des difféeomorphismes R-analytiques de R qui commutent avec les translations en-
tiéres). Remarquons que toute application F' € D“(T!) s’étend en une application
holomorphe sur un voisinage Z-périodique de R dans C, et définit donc un élément
de D(A), pour A > 0 suffisamment petit (la classe des applications de D(A), A > 0,
est donc plus large que celle des relevés de difféomorphismes analytiques du cercle).
A tout F' € D“(T") est associé un «nombre de rotation» dans R, que I’on note p(F).
Une application F' € D*(T!) est dite «analytiquement linéarisable» si F' est conju-
guée & la translation T),(r) par une application conjugante R-analytique (appartenant
elleeméme & D¥(T!)). La notion de linéarisabilité définie plus haut pour les applica-
tions de D(A) prolonge naturellement cette notion de linéarisabilité analytique pour
les difféeomorphismes analytiques du cercle.

L’objectif de ce travail est d’étudier, d’unifier, et d’appliquer un certain nombre
de résultats connus sur la linéarisabilité analytique des difféomorphismes analytiques
du cercle et des applications de D(A). Tous les résultats seront de nature locale
(c’est-a-dire que les applications considérées seront toujours proches de translations)
et dépendront fortement des propriétés arithmétiques (petits diviseurs) du nombre
de rotation. Dans les rappels historiques qui vont suivre, nous nous bornerons & ne
mentionner que des résultats de nature locale.

Les premiers résultats concernant la linéarisabilité des difféomorphismes analy-
tiques du cercle sont dus & Arnold ([2], 1965), qui a démontré que, si a satisfait a la
condition diophantienne DC} (c’est-a-dire s’il existe v > 0 tel que, pour tout p/q € Q,
on ait : ja—p/q| > v/|q|?) alors tout difféomorphisme analytique du cercle de nombre
de rotation « et suffisamment proche de T, est analytiquement conjugué a T, (un
résultat analogue en classe différentiable a été obtenu & la méme époque par Moser).
La démonstration d’Arnold est basée sur la méthode de Newton, c’est-a-dire sur une
construction de la conjugaison par approximations successives, grace a des solutions
de ’équation linéarisée.

Un probléme analogue a celui de la linéarisabilité analytique des difféomorphismes
analytiques du cercle est celui de la linéarisabilité des germes d’applications holo-
morphes au voisinage d’un point fixe indifférent dans C, le fameux probléme de Sie-
gel. C. L. Siegel a démontré ([16], 1942) que si o vérifie une condition diophantienne,
alors tout germe d’application holomorphe au voisinage d’un point fixe de multiplica-
teur €2 est linéarisable. A. D. Bruno a amélioré ([4], 1971) ce résultat en montrant
qu’une condition suffisante pour avoir toujours linéarisabilité s’écrit :

o0

1
Z 08 Gk+1 < 00,

= I
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0.1. INTRODUCTION 3

ot (qk)ken désigne la suite des réduites du développement en fraction continue de a.
Cette condition, connue sous le nom de condition de Bruno, apparait comme la condi-
tion arithmétique naturelle et optimale pour les problémes locaux de linéarisabilité
analytique en dimension 1 ; c’est sous cette condition que nous allons nous placer tout
au long de cet article.

H. Riissmann a généralisé ([14], 1972) le théoréme local d’Arnold (énoncé ci-dessus)
en affaiblissant la condition arithmétique portant sur a. Dans cet article, il établit que
ce théoréme est valable dés que a satisfait & une condition diophantienne trés proche
— mais néanmoins un peu plus restrictive — que la condition de Bruno. Sa démons-
tration repose 4 nouveau sur la méthode de Newton. Plus récemment ([15], 1995),
Riissmann a amélioré cette méthode grace a un calcul nouveau et plus performant
des estimées sur les approximations successives des solutions. Il en déduit une amélio-
ration du théoréme local de Kolmogorov-Arnold sur la linéarisation des mouvements
quasi-périodiques pour les perturbations analytiques des systémes hamiltoniens inté-
grables, en montrant la persistance de toutes les fréquences satisfaisant & la condition
de Bruno. Il est possible que cette méthode permette de résoudre d’autres problémes
locaux de petits diviseurs en classe analytique, sous la condition de Bruno, en par-
ticulier certains résultats que nous allons établir ici par des méthodes complétement
différentes.

Dans [7], 1985, M. Herman présente une démonstration simple du théoréme local
d’Arnold ainsi que de I’extension de ce résultat aux applications de D(A), & savoir : si
« est un réel qui satisfait & la condition diophantienne DC1, alors, pour tout A > 0, et
pour tout F' € D(A) suffisamment proche d'une translation, il existe (un unique) A €
C tel que l'application : z — A+ F'(z) soit analytiquement conjuguée & T,,. Cet énoncé
généralise naturellement le théoréme local d’Arnold en remplagant la condition (de
codimension 1) explicite consistant & fixer le nombre de rotation par une condition de
codimension 1 implicite. La démonstration de Herman utilise la dérivée schwartzienne
pour transformer astucieusement 1’équation de conjugaison ; il se raméne ainsi & une
équation résoluble sans outil sophistiqué d’analyse fonctionnelle : le théoréme des
fonctions implicites standard ou le théoréme du point fixe de Schauder-Tychonov
suffisent pour conclure. Ceci fournit, pour toute application F' € D(A) proche d’une
translation, une application o — A(«), définie sur un sous-ensemble de DC; (du type :
DC, ={a € R\ Q| pour tout p/qg € Q,|a — p/q| > 7/|4|*}), a valeurs dans C,
telle que, pour chaque a appartenant & ce sous-ensemble, ’application A(a) + F soit
analytiquement conjuguée & T,. Herman montre ensuite (par la méme méthode) que
le résultat de linéarisation ci-dessus et ’application a — A\(a) s’étendent pour des «
appartenant & un sous-ensemble du plan complexe construit & partir de DC; . Comme
le fait remarquer Herman, tous ces résultats sont en fait implicitement contenus dans
Particle d’Arnold [2] (1a démonstration d’Herman a ’avantage d’étre considérablement
plus simple). Cette extension complexe permet & Herman de montrer que ’application
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4 INTRODUCTION

o — (o) est réguliére (plus précisément C') au sens de Whitney sur DCj . Nous
allons généraliser et préciser tous ces réultats.

Les méthodes développées par Arnold, Moser, Riissmann, Herman (et par tous
ceux qui ont contribué & ce qu’on appelle la «théorie KAM ») pour résoudre ces pro-
blémes de conjugaison peuvent étre qualifiées d’ « analytiques» : il s’agit de résoudre
I’équation de conjugaison grice & des arguments d’analyse fonctionnelle, sans vrai-
ment tenir compte du cadre géométrique d’ou provient cette équation. J.-C. Yoccoz
a introduit ([18], 1987) une méthode géométrique tout a fait différente pour étudier
les problémes de linéarisabilité analytique en dimension complexe 1 (c¢’est-a-dire pour
les applications holomorphes au voisinage d’un point fixe indifférent — le fameux
probléme de Siegel — et les difféeomorphismes analytiques du cercle). Le fondement
en est une construction de renormalisation de la dynamique des applications consi-
dérées, avec un controle quantitatif de la distorsion des applications obtenues par
cette construction. Lorsqu’on itére la renormalisation, on voit apparaitre le lien entre
larithmétique de a (le multiplicateur du point fixe ou le nombre de rotation) et la
géomeétrie, la distorsion des applications renormalisées. Dans [19], Yoccoz montre, &
partir de ce point de vue, que ’ensemble des réels a tels que tout difféomorphisme
analytique du cercle de nombre de rotation «, suffisamment proche de la translation
T4, soit analytiquement linéarisable est exactement ’ensemble des nombres de Bruno ;
dans l'article antérieur [18], Yoccoz établit le résultat correspondant pour le probléme
de Siegel (c’est-a-dire 'optimalité de la condition de Bruno pour avoir toujours linéa-
risabilité). Signalons que Yoccoz a également donné une caractérisation de ’ensemble
des nombres a tels que tout difféomorphisme analytique du cercle de nombre de ro-
tation « (non nécessairement proche de T,) soit analytiquement linéarisable, voir
[19].

Ce travail poursuit trois objectifs, qui correspondent grosso modo aux trois parties
en lesquelles il se divise.

Le premier objectif est un théoréme de linéarisation des applications de D(A)
proches des translations, sous la condition arithmétique de Bruno, qui est la condition
optimale pour ce probléme (théoréme 1). La stratégie consiste & adapter la démons-
tration du théoréme de Yoccoz de linéarisation des difféomorphismes analytiques du
cercle proches des rotations. Le point clé est donc de mettre en place une construction
de renormalisation de la dynamique des applications de D(A). La différence principale
avec le cas des difféeomorphismes analytiques du cercle est qu'on a besoin ici d’une
version «analytiquement paramétrée» de cette construction (on démarre avec une
famille (F))xecc, et non avec une seule application F'). La mise en place de cet outil
est assez lourde techniquement et necessite en particulier la résolution d’un probléme
0 par la méthode des estimées L? de Hérmander. Une description plus détaillée de la
démonstration figure au début de la partie 1.
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0.1. INTRODUCTION 5

L’énoncé obtenu généralise le théoréme d’Arnold-Herman de linéarisation des ap-
plications de D(A) décrit plus haut, et on retrouve la correspondance o — A, mais
définie sur un ensemble plus large (théoréme 2). Le deuxiéme objectif est d’étendre
cette correspondance & des nombres de rotation complexes et de démontrer qu’elle
est C™ au sens de Whitney (théorémes 3 et 4). A la différence de Herman dans [7],
nous devrons construire I’extension complexe « 4 la main», en partant du théoréme
2, et en définissant géométriquement le nombre de rotation complexe & partir d’une
courbe «ascendante» ou « desendante ». Pour démontrer ensuite la régularité au sens
de Whitney, nous reprendrons la démarche de Herman dans [7] : application o — A
est holomorphe dans le complexe, et I’équation aux différences obtenue en linéarisant
I’équation de conjugaison permet d’établir un contréle sur la distorsion de cette ap-
plication lorsqu’on converge vers des « réels, ce qui entraine la régularité au sens de
Whitney.

Le troisiéme objectif est d’appliquer ces résultats aux domaines de rotation des
fractions rationnelles. Notons C = CU {co} la sphére de Riemann et R¢ I'espace des
fractions rationnelles de degré d. Soit R € R¢; un domaine de rotation pour R est un
ouvert U de C, homéomorphe & un disque ou & un anneau, périodique (il existe n > 1,
minimal, tel que R*"(U) = U), tel que Rl"U soit conjuguée & une rotation irrationnelle
(ou éventuellement, dans le cas d’'un anneau, & une rotation irrationnelle suivie d’une
inversion), et maximal pour ces propriétés. On appellera période de U ’entier n et
nombre de rotation de U I'angle de cette rotation irrationnelle. Un domaine de rotation
homéomorphe & un disque est appelé un disque de Siegel, et un domaine de rotation
homéomorphe & un anneau est appelé un anneau de Herman.

Supposons que R admette un domaine de rotation U de période n et de nombre
de rotation 6. Supposons tout d’abord que U soit un disque de Siegel, et notons
x son centre, c’est-a-dire I'unique point périodique (de période n) dans U; on a :
(R™)!(x) = €% Par le théoréme des fonctions implicites, il existe un voisinage Vg
de R dans R9, un voisinage V, de = dans C, et une application : Vg = V, Q = z¢
analytique, telle que, pour tout @ € Vg, zg soit I'unique point fixe de Q™ dans V.
L’application M : @ — (Q™)'(zq) («multiplicateur») est donc elle aussi analytique,
et ne peut pas étre constante (car sinon elle serait égale 4 e*™ et on pourrait 1’étendre
par connexité & R¢ tout entier, ce qui est impossible). Les ensembles de niveau de
cette fonction M définissent donc un feuilletage analytique (éventuellement singulier)
de codimension un de Vg, et toutes les valeurs au voisinage de €2 sont atteintes.

Supposons au contraire que U soit un anneau de Herman. Dans ce cas, il n’existe
plus de point périodique associé & U. Néanmoins, sous I’hypothése supplémentaire que
# est un nombre de Bruno, nous montrerons que I’on peut encore définir une fonction
M «multiplicateur », définie sur presque tout un voisinage de R dans R¢, et qui est
I’analogue de la fonction M définie plus haut ; on peut donc retrouver dans ce cas une
description d’un voisinage de R grace aux ensembles de niveau de cette fonction M
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6 INTRODUCTION

(en particulier, nous montrerons que la propriété d’admettre un anneau de Herman
proche de U de nombre de rotation € définit un ensemble analytique de codimension
un au voisinage de R dans R?). Le théoréme de Mafie d’instabilité des anneaux ([11])
nous servira de maniére essentielle.

Nous établirons également des propriétés de continuité des domaines de rotation
(essentiellement la continuité de la capacité conforme dans le cas des disques, et
la continuité du module dans le cas des anneaux) lorsqu’on fait varier la fraction
rationnelle, & nombre de rotation fixé (Bruno), ou méme & nombre de rotation variable
mais restreint & certains sous-ensembles « compacts» de nombres de Bruno.

Malheureusement, nos résultats ne disent rien des domaines de rotation dont le
nombre de rotation ne vérifierait pas la condition de Bruno. Cette restriction pour-
rait n’étre qu’apparente, puisque 'on conjecture que de tels domaines de rotation
n’existent pas (cette conjecture n’est démontrée que pour les polynomes de degré
deux, voir [18]).

Remerciements. — Ce travail reprend une partie de ma thése, soutenue en Octobre
1996 & I’Ecole Polytechnique. Je remercie mon directeur de thése Jean-Christophe
Yoccoz pour toute ’aide qu’il m’a apportée; les résultats présentés ici lui doivent
bien stir beaucoup. Je tiens également & remercier Eduard Zehnder pour m’avoir
accueilli dans le cadre exceptionnel de 'Ecole Polytechnique Fédérale de Ziirich, ou
une part importante de ce travail a été effectuée.

0.2. Notations

Posons x = 1/100; nous utiliserons k & chaque fois que nous aurons besoin d’in-
troduire une constante universelle petite devant 1.

Notons C = C U {oo} la sphére de Riemann, C/Z le quotient de C par les trans-
lations entiéres, et m : C — C/Z la projection canonique.

Pour z € C et r > 0, notons D(z, ) le disque ouvert de centre z et de rayon r dans
C. Nous noterons souvent de maniére plus concise D,. le disque ouvert de centre 0 et
de rayon r dans C, et D le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1 dans C.

Pour A >0, posons : BA = {z € C||Imz| < A} et : Ax = 7(Ba).

Pour A >0 et a € C, posons :

Ba(a) = {zeC|-A<Imz<A+Ima} si Ima>0
A {zeC|-A—-Ima<Imz <A} silma<0
et posons : Aa(a) = 7(Ba(a)).
Pour A >0,a€ C, u € C, et € > 0, notons :

— D(A) (resp. D(A, a)) I'ensemble des applications Bao — C (resp. Ba(a) — C)
qui sont analytiques et qui commutent avec les translations entiéres ;
1
~ Du(A) = {F € D) | [ (F(2) - 2)dz = p}
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- DL(A) ={F € Dy(A) | sup,ep, |F(2) — 2 — p| <e};

- D*(A) = U,ec DL(A).
De méme,

-~ Du(A,0) = {F € D(A,a) | [§(F() = 2)dz = };

- Di(A,a) ={F € Du(A, @) | sup,cpy (o) 1F(2) — 2 — p| <e};

- D (A a) = Uuec D (A, ).
Enfin, on ajoutera en exposant le symbole «inj» pour préciser que les applications sont
injectives sur leur domaine de définition ; par exemple, ’Df;i“j(A, a) désigne ’ensemble
des applications appartenant & D5, (A, @) et qui sont injectives sur Ba (a).

Si A est un anneau muni d’'une structure complexe, nous noterons mod(A) son
module.

pec

Notations arithmétiques. — Nous allons utiliser une variante du développement
en fraction continue usuel qui a déja été utilisée dans [18]. Soit a un nombre irration-
nel. Notons (a) Pentier le plus proche de a, et notons ||a|| = | — (a)| la distance de
a 4 Pentier le plus proche.

Posons a_; = a~!, et définissons par recurrence les suites (a)ren, (ar)reN,
(€k)keN, en posant :

ar = (o)) et o = |lagt || = ex(et, —ak), ex€{-1,1}, keN.
Ainsi, pour k > 0, o € (0;1/2) et pour k > 1, a, > 2.
Posons B_2 = a, f-1 =1, et, pour k € N, B = H?:o a;j. Pour tout £ > 0, on a :
1) B = ex(Br—2 — arBr-1)

J&fw |Br—2 — aBr—1|.

Posons e_s = e_1 = 1. Pour tout k¥ > —2 il existe deux entiers (uniques) py, et g tels
que :
k

2 B = (D[] ei)lane —px)

j=—2
(en particulier, g2 = p_1 =1, p_2 = g—1 =0). Pour £ > 0, on a donc :
Br = llgrell,  pr = (gre).
Par récurrence, pour tout k¥ > 0, on a :
Qk+1 = min{g > g | |lgal| < 1/2||gre|}

(ce qui fournit une définition alternative des entiers gi). L’équation (1) entraine, pour
k>0,

Gk = Okqk-1 + Ek—1qk-2,

Pk = QkPk—1 + Ek—1DPk—2;
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donc,

k—1
QkPk—1 — PeQr—1 = (=1)F H i}, k>0,
§=0

et Br = axPr_1 entraine :

+ ExPk—
_ Dr kP lak’ k> -1,
Qk + Erqr—10k
La suite des rationnels (px /gx)ken est une sous-suite de la suite usuelle des réduites de

a, qui n’omet jamais deux termes consécutifs de cette suite. L’équation (2) entraine :

(3) k15 + Epr1qeBrr = L.
En particulier, B = (grs1 + rr1@k41qx) "L et on a les estimées suivantes :
1 2
(4) < B < ——
2Gk41 Qr+1

(en particulier, gx41 > 2%). D’aprés (3) et (4),

(5) |gk+18e — 1| < agya-

Nombres de Bruno. — (voir [18] pour plus de précisions).
Posons :

o0
@(O{) = Z ﬂk——l log a;l.
k=0
On dit que « satisfait @ la condition de Bruno si ®(a) < +00. Notons B ’ensemble des
nombres irrationnels qui vérifient cette condition. D’aprés (5), il existe une constante
universelle C' telle que, pour tout n € N,

n n
l z Br—1loga;! — Z q; ' logagsa| < C.
k=0 k=0
En particulier, & € B si et seulement si la série ), ;' logaky1 converge. La défi-
nition ci-dessus coincide avec celle énoncée précédemment en introduction.

Pour j € N, posons :

o0
V() = Z it log aky1.
k=3

Sous-ensembles de B. — Notons ¥ 'ensemble des suites & termes strictements posi-
tifs, décroissantes, et qui convergent vers 0. Pour tout s = (sg)ken € X, notons By le
sous-ensemble de B constitué des nombres « irrationnels tels que, pour tout k& € N,
on ait :

Yi(a) < sk
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L’ensemble B, est fermé et Z-périodique. De plus, si la suite s vérifie :
sp>2"*Dlog2 keN,

il est non vide (le nombre /2 — 1, pour lequel tous les aj, valent 2, appartient & Bs).
Bien str, J,c5 Bs = B.

REMARQUE. — A tout a € B correspond la suite (g5 ' log ak+1)ken qui appartient a
¢*. On peut donc munir I'ensemble B de la topologie 7y induite par la distance de la
norme ¢! sur ces suites (cette topologie est plus fine que la topologie induite par la
distance usuelle de R). On remarque alors que, pour toute partie K de B, les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

— D’ensemble K est relativement compact pour la topologie 71 ;
— il existe s € ¥ tel que K C B;.

Autrement dit, les ensembles By, s € X, constituent une famille exhaustive (non
dénombrable!) de parties compactes de B pour la topologie 1.

Pour tout s € ¥, posons :

0, =B,u |J {a€C||Im(a-ao)| > K| Re(a - ao)|}.
ap€B;

La proposition suivante (qui sera démontrée en section 3.3) précise quelques propriétés
des ensembles B;,.

PROPOSITION 1

1. Pour tout € > 0, il existe s € % tel que m(Bs N [0;1]) > 1 — ¢ (m désigne la
mesure de Lebesgue sur R).

2. Pour tout s € X, il existe s' € X tel que tout point de B soit un point de densité
de Bs/ .

3. Pour tout s € X, il existe s' € ¥ et une fonction ¢ : Ry — Ry, vérifiant :
©(0) = 0 et, pour tout n € N, lim, oz "p(x) = 0 (toutes les dérivées de ¢ en
0 existent et sont nulles), telles que :

U {e€C|[Im(a-ao)| > p(|Re(a — ao))} C Q.

ap€EB;

inclus dans
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0.3. Enoncé des résultats

Le théoréme suivant généralise d’une part le théoréme de Yoccoz de linéarisation
des diffeomorphismes analytiques du cercle proches des rotations ([19]) en I’étendant
aux perturbations holomorphes de rotations, et d’autre part le théoréme de linéarisa-
tion démontré par Herman ([7]) et implicitement par Arnold ([2]) en affaiblissant la
condition arithmétique portant sur le nombre de rotation.

THEOREME 1. — Pour tous o € B, A >0, et § > 0, il existe ¢ = e(a, A,6) > 0 et
une application analytique :

D (A) = C x DY™(A —4), F s (MF),hp)
telle que, pour tout F' € D*(A), ’équation suivante soit vérifiée :

AF) + F(hp(2)) = hr(z4+a), z€Ba_s.

REMARQUE. — Les contrexemples construits par J.-C. Yoccoz (pour tout a n’ap-
partenant pas & B, il existe un difffomorphisme analytique du cercle de nombre de
rotation «, arbitrairement proche de la rotation d’angle a, et non analytiquement
linéarisable, voir [19]), ou encore, le fait que, pour tout a n’appartenant pas a B, le
polyndéme quadratique z — 7%z + 22 soit non linéarisable en 0 (voir [18]) montrent
que la condition de Bruno est optimale dans le théoréme ci-dessus.

On peut trouver une illustration concréte de ce résultat sur le célébre dessin des
«langues d’Arnold» (voir par exemple [3], p. 108) : Considérons la famille (F) ) de
(relevés de) diffeomorphismes analytiques du cercle T! = R/Z définie par : F) o (z) =
T+ A +ep(x), ot A et £ sont réels, € est petit, et ¢ est une fonction analytique Z-
périodique (I’exemple traditionnel étant : ¢(x) = sin27z). Notons p(A, €) le nombre
de rotation de F .. On peut alors considérer, dans le plan (), ¢€), les ensembles de
niveau de ce nombre de rotation.

€ |

G |5 gy T T T T L.

0 1/6 1/3 172 2/3 5/6 1

Si « est rationnel, alors p~!({a}) est en général d’intérieur non vide (c’est une
«langue d’Arnold », voir le dessin ci-dessus) ; en revanche, si a est irrationnel, p~! ({a})
est d’intérieur vide, plus précisément il s’agit d’un graphe au-dessus de I’axe des . Le
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résultat ci-dessus entraine que, lorsque a € B, ce graphe est (au-dessus d’un voisinage
de € = 0 dont la taille dépend de «) le graphe d’une fonction analytique réelle.

Donnons-nous ag € B, un voisinage ouvert W de 0 dans C", n > 1, et une famille
(Fp)pew d’applications de D(A) dépendant analytiquement du paramétre p (I’appli-
cation (p, 2) = Fy(2) est analytique), et supposons que Fy = T, B, -

Pour o € R, notons A, ’ensemble des p € W tels que F, soit analytiquement
conjuguée & la translation T, et admette un domaine de linéarisation inclus dans
Bag—«)-

Nous déduirons du théoréme 1 le corollaire suivant :

COROLLAIRE 1. — Soient ag et (Fp)pew comme ci-dessus. Il existe alors un voisi-
nage V de 0 dans W tel que l’on soit dans un (et un seul) des deux cas suivants :
1. VCAy;

2. Ano NV est une hypersurface analytique (éventuellement singuliére) de V.

De plus, si, pour p € Aq, NV, A(p) désigne le domaine de linéarisation mazimal de
F, (et A(p)/Z Uanneau quotient) alors : mod(A(p)/Z) — 2A lorsque p — 0 dans
Ao NV.

Nous démontrerons le théoréme suivant, qui est une version légérement plus précise
du théoréme 1.

THEOREME 2. — Pour tous s € ¥, A > 0, et 6 > 0, il existe e = £(s,A,9) > 0 et
une application :

By x DF(A) = Cx DY'™(A = 8), (o, F) = (Ma, F), ha,r))
telle que, pour tout (a, F') € Bs x D°(A), léquation suivante soit vérifiée :
Ma, F) + F(ha,F)(2)) = ha,r) (2 + @), 2 € Bas.
De plus, pour o € B fizé, Uapplication F — (Mo, F), ha,r)) est analytique.

Ce résultat met en évidence, pour tout F € D(A) suffisamment proche d’une
translation, une correspondance o — A(a, F'), définie sur ’ensemble B;, entre 1’espace
des nombres de rotations et 1'espace des paramétres de la famille (Fy)xcc. Cette
correspondance étend celle mise en évidence dans [7] (ou elle n’est définie que pour «
appartenant & un sous-ensemble de nombres diophantiens). Herman montre dans cet

article que cette correspondance est C' au sens de Whitney. Nous allons préciser ce
résultat.
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THEOREME 3. — Donnons-nous s, A, ¢, €, et l’application :
By x DF(A) — C x Dy™(A = 68), (o, F) = (Mo, F), ha,r))

comme dans le théoréme 2 ci-dessus. Alors, quitte & diminuer € (toujours dépendant
de s, A, et d), pour tout F € D*(A), Uapplication :

B, > C, aw Ma,F)

est C™ au sens de Whitney (c’est-a-dire qu’elle s’étend en une application C* de C
dans C).

Comme dans [7], obtention de ce résultat passe par une complexification de la
conjugaison donnée par le théoréme 2, faisant intervenir un «nombre de rotation
complexe ».

Nous montrerons le résultat suivant, plus précis que le théoréme 3 ci-dessus.

THEOREME 4. — Pour tout s € £, A >0, et § > 0, il existe ¢ = e(s,A,d) >0 et
une application :

(a,F) € 2y x D*(8) = (Ma, F), ha,))s - M@, F) € C, hia,ry € DE™(A = 6,a),
telle que, pour tout (o, F) € Qg x D?(A), Iéquation suivante soit vérifiée :
AMa, F) + F(h(a7p)(2)) = h(a,p)(z +a), z€Ba_;.
De plus,
— Vapplication (o, F) — (Ma, F), hia,r)) est analytique sur (s \ Bs) x D*(A) et
continue sur Qg x D°(A) ;
— pour tout a € By, Uapplication F +— (Aa, F), h(a,r)) est analytique sur D°(A) ;

— Pour toute famille (Fp)pew d’applications de D°(A) dépendant analytiquement
de p (W étant un ouvert de C™), Uapplication :

Qs xW = C, (a,p)— Ma, Fp)

est C* au sens de Whitney.

De plus, pour toute extension A:CxW = C de classe C de cette application,
le jet d’ordre infini de \ en tout point de Oy x W est analytique, ne dépend pas
du choix de ;\, eton a:

AN ! o\
6—06(04,;0) = (/0 Dh(qa,F,)(2) dl’) -
REMARQUE. — En toute rigueur, il faudrait définir 'application : (a, F') + h(q,r)

comme une section du fibré dont la fibre au-dessus de (o, F) est D™ (A — 6, ) (qui
dépend de Im «) ; analycité de cette application signifie bien siir que I'application :
(a, F,z) = hq,py(2), définie pour z € Ba(a), est analytique.
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REMARQUE. — Le «nombre de rotation complexe» apparait dans le théoréme ci-
avant comme le vecteur d’une translation non réelle a laquelle une application F €
D(A) est conjuguée sur un certain domaine. Nous définirons précisément cette notion
de nombre de rotation complexe au cours de la partie 2 (§2.1), d’'un point de vue
plus géométrique — et peut-étre plus éclairant — que nous allons maintenant décrire
brievement. Considérons une application F' € D(A), et supposons qu'il existe une
courbe de Jordan C C C/Z, séparant les deux bouts de C/Z, telle que F soit définie
et injective au voisinage de 7=1(C), et telle que l'on ait : F(z~1(C)) N7~ 1(C) = @
(m désigne la projection : C — C/Z). On peut alors recoller le domaine délimité
par 7~ 1(C) et F(7~1(C)) par l'action de F, et quotienter ce domaine recollé par les
translations entiéres. On obtient ainsi un tore complexe, dont le module admet un
représentant naturel dans C ; ce représentant, qui ne dépend pas de la courbe C choisie,
sera le nombre de rotation complexe associé & F' (voir §2.1 pour plus de précisions).

Comme pour le corollaire 1, donnons-nous o € B, un voisinage ouvert W de 0 dans
C", n > 1, et une famille (F},)pew d’applications de D(A) dépendant analytiquement
du paramétre p, vérifiant : Fy = T,,B,- Pour a € C, notons A, I'ensemble des p € W
tels qu'il existe A’ > 0 et H € D™(A/,a) vérifiant H(Bas) C Ba(i—x) et tels que
léquation Fp, o H(z) = H(z + ), z € Bar, soit vérifiee (pour @ € R, cette notation
coincide avec celle déja utilisée pour le corollaire 1).

Nous déduirons du théoréme 4 le corollaire suivant (qui généralise le corollaire 1) :

COROLLAIRE 2. — Soient ag € B et (Fp)pew comme ci-dessus. On est alors tou-
jours dans un (et un seul) des deuz cas suivants :

1. Pensemble Ay, contient tout un voisinage de 0 dans W.
2. pour tout s € X, il existe un voisinage V de 0 dans W et une application
p:V = C avec les propriétés suivantes :

— p est de classe C™ sur V, vérifie p(0) = ag, son jet d’ordre infini en 0
est analytique et non nul (en particulier, p(V') contient un voisinage de
ag dans C), et p est analytique sur p~*(Qs \ Bs).

— pour tout a € QsNp(V), p~H(a) = AaNV, et A,NV est une hypersurface
analytique (éventuellement singuliére) de V. De plus, si, pour a € 25N
p(V) etpe A, NV, A'(p) désigne le réel A" maximal pour lequel il existe
H € D™(A!, o) vérifiant : H(Ba/) C Ba et tel que l'équation :

FoH(2)=H(z+«a), z€Ba
soit vérifiée, alors : A'(p) — A lorsque p — 0 dans (Uaeﬂs Aa) nv.

Donnons-nous ag € B et (Fp)pew comme dans le corollaire ci-dessus, et supposons
que I'on soit dans le deuxiéme des deux cas distingués par ce corollaire. Donnons-nous
s € ¥ quelconque, et considérons un voisinage V' et une application p : V. — C donnés
par ce corollaire. Soit k le plus petit entier tel que p admette une dérivée partielle
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d’ordre k£ + 1 non nulle en 0 (un tel k existe puisque le jet d’ordre infini de p en 0 est
non nul). Pour u € C", considérons I'application p, : C — C, z —= p(zu). Alors,

8k’Llpu k+1 k+2
pu(2) = g + 5ok (0)2" + O(|z]**).

Donc, si 9%*1p, /92%+1(0) # 0 (c’est-a-dire si u est transverse & Ay, en 0), alors p,
définit un revétement d’ordre k£ + 1 d’un voisinage de oy dans C (ramifi¢ au-dessus
de ap) par un voisinage de 0 dans C ; 'ensemble p;!(€2;s) a I'un des aspects suivants :

><>Q()()oo<)o<><>< etc

k=0 k=1

En particulier, Ay, est accumulée par d’autres hypersurfaces A,, a € Q,, a proche
de ag.

Organisation des démonstrations. — Le corps de cet article est composé de trois
parties.

La premiére partie est consacrée i la démonstration du théoréme 2 (qui contient
le théoréme 1).

La seconde partie est consacrée a la démonstration du théoréme 4 (qui contient le
théoréme 3).

La troisiéme partie est consacrée & des compléments et aux applications. En section
3.1, on précise et on démontre les corollaires 1 et 2. La section 3.2 est consacrée aux
applications aux domaines de rotation des fractions rationnelles. La section 3.3 est
consacrée 4 la démonstration de la proposition 1 sur les propriétés des ensembles B;.
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CHAPITRE 1

LINEARISATION DES PERTURBATIONS
HOLOMORPHES DES ROTATIONS

L’objectif de cette partie est de démontrer le théoréme 2 (qui contient le théoréme
1). Pour ce faire, nous allons tout d’abord établir le résultat suivant, qui est assez
analogue au théoréme 2, mais dans lequel la proximité aux translations des applica-
tions de D(A) considérées est donnée en termes de la taille A de la demi-hauteur de
bande.

THEOREME 5. — Il existe une constante universelle C > 0 telle que, pour tous a € B
et A > 0 satisfaisant :

1

A>—®(a)+C,

27

il existe une application analytique :
- 1
DY(A) = C x Dy™ (A - %Q(a) -C), Fr (\F),hr)
telle que, pour tout F' € D(A), Uéquation suivante soit vérifiée :
/\(F)+F(hF(Z)) :hF(z+a), ZEBA—%{)(Q)—C'

Les démonstrations du théoréme 5, puis du théoréme 2 & partir du théoréme 5,
étant assez techniques, nous allons commencer par en décrire les grandes lignes.

1.1. Description des démonstrations

Plagons-nous dans le cadre du théoréme 5. Considérons une application F' € D(A),
et la famille (Fy)xec définie par : F)(z) = A + F(z). Il s’agit de montrer qu’une des
applications de cette famille est analytiquement conjuguée a la translation Ty,.

Nous allons reprendre le point de vue géométrique et la démarche de [18] et [19]. Le
point de départ est que, comme nous ’avons dit en introduction, une condition suffi-
sante pour qu’une application G € D(A) soit linéarisable est qu’il existe un voisinage
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de R stable au sens de Lyapunov pour la dynamique. La méthode pour montrer I’exis-
tence d’'un tel voisinage consiste & renormaliser (une infinité de fois) la dynamique
de 'application G, tout en contrdlant aprés chaque renormalisation la distorsion de
Papplication obtenue. La différence dans le cas qui nous occupe est que I’'on démarre
non pas avec une application, mais avec toute une famille (F)) cc d’applications de
D(A). Nous allons donc avoir besoin d’une construction de renormalisation adaptée
A ce type de famille. Cette construction, d’énoncé assez technique si on veut I'expri-
mer de fagon précise (comme nous le verrons plus loin), affirme grosso modo la chose
suivante :

A toute famille analytique (Fy)xcv, ott U est un ouvert de C localisé au voisinage
d’un réel a € ]0;1/2[ et telle que, pour tout A € U, Fy appartienne & D}(A), on
peut associer naturellement une famille analytique (G)acu, chaque application G
étant obtenue en renormalisant F), c’est-a-dire comme application de premier retour
de F dans un domaine fondamental. Chaque application G appartient a D(A,),
ou A; satisfait & une minoration similaire & celle que ’on obtient lorsqu’on effectue
la construction pour une seule application (voir [18], [19]), c’est-a-dire :

Ay > a_1<A - %loga_l - C)

ou C désigne une constante universelle (en fait, I’estimée que ’on obtiendra sera
légérement moins bonne, mais néanmoins suffisante pour les applications). Ainsi, pour
que la construction ait un sens, on a besoin que A vérifie : A > % loga™! +C.

Cette construction repose sur un lemme d’existence d’« applications uniformisantes »
dépendant analytiquement d’un paramétre pour une famille analytique de surfaces de
Riemann proches d’un sous-anneau de C/Z. La démonstration - technique - de ce
lemme occupe toute la section 1.4. On trouvera au début de la section 1.4 une des-
cription heuristique de cette démonstration. Mentionnons simplement ici qu’elle fait
intervenir des techniques de résolution de I'opérateur d avec estimées L?, introduites
par Hérmander ([8]), et que ces techniques ont déja été utilisées par R. Pérez-Marco
et J.-C. Yoccoz pour étudier I’holonomie des germes de feuilletages holomorphes de
C? au voisinage d’un point singulier ([12]).

Revenons 4 la famille (G)xeu, et, pour tout A € U, notons u(A) le terme constant
du développement en série de Fourier de Papplication : z — Gx(z) — z. Puisque F)
est proche de la translation de vecteur A (A est grand), p(\) vaut approximativement
—1/X. On peut reparamétriser la famille (G )xev en posant : H,, () = G . On obtient
alors une famille (H,)uev, ou U’ = p(U), et, pour tout p € U', H, appartient
a DL(A’). Remarquons que puisque les points de U sont proches de a, ceux de U’
sont proches de —1/a et application U — U’, A — u(A) est dilatante (’espace des
parameétres a été dilaté).

Posons : a1 = |a™! — {a71)| ou (o~ ') désigne lentier le plus proche de a~!.
Composons les applications H), par la translation entiere : T(,-1y, et, si (a7t —a7t
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est négatif, conjugons-les par I’application : z — —z; enfin, reparamétrisons (encore
une fois) la famille ainsi obtenue par le terme constant du développement en série de
Fourier ; on obtient une famille (Fy x)xe v,, ot U; est un ouvert localisé au voisinage
de ay, vérifiant, pour tout A € Uy, Fi,x € DA(A1). L’ouvert de paramétres U; est de
la taille de U’, donc plus grand que P'ouvert U initial ; on restreint donc pour finir
I'ouvert U; autour de a;.

SiA; > %log ay' 4+ C, on peut recommencer cette construction a partir de la
famille (F1,a)ae v, €t ainsi de suite. Si @ € B et si la demi-largeur initiale de bande
A est suffisamment grande, on peut ré-itérer une infinité de fois cette construction.
On construit ainsi une suite ((Fi,x)rcu,)ken de telles familles; chaque famille est
paramétrée par le terme constant du développement en série de Fourier, et pour
tout £k € N, Uy est un ouvert de C localisé au voisinage de ay (les réels ay sont
définis par récurrence & partir de ag = a en posant : ag1 = ;' — (g ")), A
chaque renormalisation, I’espace des paramétres est dilaté puis tronqué. La quantité
de paramétres A pour lesquels on peut renormaliser n fois les applications F) initiales
diminue donc rapidement (géométriquement) avec n. Il n’y a a la fin qu'un seul
A € U pour lequel on puisse renormaliser F) une infinité de fois. On montre alors
facilement que l'application F\ admet un voisinage de R stable, autrement dit qu’elle
est conjuguée a une translation réelle qui se trouve étre nécessairement Ty,. On établit
ainsi le théoréme 5.

La démonstration du théoréme 2, qui occupe la section 1.2, nécessite une deuxiéme
version de la construction de renormalisation & paramétres. Cette deuxiéme version
est adaptée aux faits que les applications F sont cette fois-ci arbitrairement proches
des translations T, mais qu’elles sont, en revanche, définies seulement sur des bandes
de hauteurs a priori petites. Heuristiquement, cette deuxiéme version ressemble fort
a la premiére, & ceci prés que les hauteurs de bandes A et A; peuvent étre petites,
que les F) et les F » sont arbitrairement proches de leurs parties linéaires, définis sur
des domaines petits dans ’espace des paramétres, et que ’estimée sur A; est :

A; > a M (A —ep)

(ea étant arbitrairement petit). Ici encore, établir cette deuxiéme construction néces-
site un lemme technique d’existence d’applications uniformisantes légérement différent
du premier, dont la démonstration figure en section 1.5.

Lorsqu’on itére cette construction, les demi-hauteurs de bande croissent trés vite
(pratiquement d’un facteur a,;l a chaque étape), si bien qu’aprés un nombre fini
d’étapes, on se retrouve avec une famille définie sur une bande de hauteur suffisam-
ment grande pour pouvoir appliquer le théoréme 5. Un simple argument de fonctions
implicites permet alors de conclure.
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18 CHAPITRE 1. PERTURBATIONS HOLOMORPHES DES ROTATIONS

1.2. Linéarisation dans le cas d’une grande hauteur de bande

Dans cette section, Cy,Cs, ... représentent des constantes universelles.

1.2.1. Renormalisation d’une famille analytiquement paramétrée. — Dans
ce paragraphe, nous présentons une construction de renormalisation d’une famille
analytiquement paramétrée d’applications de D(A). L’itération de cette construction
permettra ensuite de démontrer le théoréme 5.

a) Ezistence d’applications uniformisantes. — Rappelons que, pour z € C et r > 0,
D(z,r) désigne le disque ouvert de centre z et de rayon r dans C, et que D, désigne
plus concisément le disque ouvert de centre 0 et de rayon r dans C.

Donnons-nous quatre réels a, 7, r, et § satisfaisant a I'hypothése :
Hi(a,7,7,0) 0<a<1/2, 0<7<ea/2, 0<d<r<l,
et une famille

(F(xp)) (Ap)€D(,7) D,

d’applications de D'(A), A > 0, dépendant analytiquement des paramétres X et p,
telle que, pour tout (A,p) € D(a, 7) x Dy, F{, ;) appartienne & D} (A) (A représente
donc le terme constant du développement en série de Fourier de F(y ;) —Id).

L’objectif de cette section est de construire une famille «renormalisée» de la fa-
mille F. Pour cela, I'ingrédient technique principal est le lemme ci-dessous (qui sera
démontré, sous une forme légérement plus générale, en section 1.4), qui donne l'exis-
tence d’une application uniformisante d’une partie d’'un domaine fondamental pour

la dynamique des applications F(y ) (voir la figure 1.2.1).
Posons : U = D(a,7), V=D(a, (1 — 6)7), at =a+ 7.

LEMME 1. — Il existe une constante universelle C; > 0 telle que, si

1 1
-1 -1 -1 -2
A > 5, loga +47r ogd “+ Cy

(posons A" = A — z-loga™ — Llogd=2? — Cy), alors il existe une application

«uniformisante » K pour F, définie et analytique sur le domaine :
W={(\p,2) €V xD,_sxC|
|Im z| < Re(A/at)A" et Re(—1/A) < Re(z/A) < Re(1/X)}
telle que, pour tout (\,p,z) € W, on ait :
= si (A\,p, Fap)(2)) €W, alors : K\ p,Fap)(2) = K(\,p,2) +1;
- |K(\p,2) —2/A| <! exp(—Qw((Re Mat)A! — |Imz|))

Soit ¢ un paramétre réel strictement positif & déterminer par la suite. Supposons
que ’hypothése suivante soit vérifiée :

Ha(a, 6, A) A>lloga_1+ilog6_2+01+c@A’>c
2r 4T
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o

| —

FIGURE 1.2.1

ou C est la constante universelle du lemme précédent. Alors, toutes les conclusions
de ce lemme sont valables, et on en reprend dans la suite les notations.

Pour pouvoir définir une famille d’applications renormalisées de maniére satis-
faisante, il va falloir attribuer & la constante 7 une valeur bien choisie; en effet,
on veut que la hauteur de bande associée a la famille renormalisée soit de l’ordre
de a~1(A’ — constante) ; or, la hauteur de bande garantie par le lemme précédent
est (at)71A’; il faut donc que 7/ soit petit, suffisamment petit pour qu'on ait :
A < constante. Mais d’autre part, nous aurons besoin, pour reparamétriser la fa-
rcrllille renormalisée (par le terme constant du développement en série de Fourier associé
a cette nouvelle famille), d’une estimée de Cauchy dans ’espace des paramétres (dans
la direction du paramétre \). Cette estimée de Cauchy sera obtenue en passant du
disque V au disque W = D(a, (1 — 2k)7), c’est-a-dire en «perdant» &7 ; cette fois-ci,
nous aurons besoin d’avoir : 7/a > e=2mA"

Ces considérations nous conduisent & fixer :

= qe—2m(A'—c/2)

(ce choix va s’avérer convenable). On déduit de linégalité 7 < ae=27(4"=¢/2) que
(ReX/aM)A" > A" — O,

et de l'estimée du lemme précédent que, pour tout (\,p,z) € W,

(6) |K(\,p,2) —z/A| < a lexp(—2m(A’ - Cs — |Imz|));

(7 IK()\,p,z)—z/a’ < a lCs.
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20 CHAPITRE 1. PERTURBATIONS HOLOMORPHES DES ROTATIONS

b) Construction de la famille d’applications de premier retour. — Considérons les
applications :
F:UxD, xBa = UxD, xC; (A\p,2) = (\p,Frp(2))
K:W—=VxD,_5xC; (Apy2) = (A, p, K(A, p, 2))
T, : C3 = C3; ANp,z) = (A, p,z+1).

Soit C4 une constante universelle vérifiant : Cy > Cy, & choisir par la suite. Notons
y(A) le point de C défini par : Re(y(A)/\) = 0 et Im(y(A\)) = A’ — Cy. Posons :

I={(\p,z) €V xD,_5 x C|Re(z/\) =0 et |Imz| < A" — Cy}
I'=F(l)
1" ={(\,p,z) € W | z appartient au segment reliant y(A) & F(y ;) (y()))
ou au segment reliant — y(A) & F(» p)(—y(A))}.

Les ensembles [, I', et I" délimitent un ouvert connexe D. Posons : &/ = DU [U ['.

y® Q Fop
I |
1,
0
A
P> D

Fixons la constante Cy4 (suffisamment grande) pour que ’on ait : &/ C W et pour
que D’estimée (6) entraine (grace a une inégalité de Cauchy) :
0K
—(\,p,2) —1/A| < K/a.
15 Op,2) = 1/ </
L’application K est alors injective sur U. D’aprés (7), il existe une constante Cs telle
que, pour tout (\,p,z) € 1", on ait :

| Im K (A, p, 2)| > a™ (A" = Cs).

Posons : A" = a7 1(A’ — Cs) ; I'estimée précédente montre que 1'ensemble : K uyn
(V x Dy—s x Bar) est un domaine fondamental de V' x D,_5 x Ba» pour I'action
de la translation 7. Puisque K est injective sur U, on peut définir une application
G : K(U) = C en posant :

G(K(\p,2)) = K(\,p,z—1).
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Nous allons montrer que ’on peut prolonger G en une application holomorphe sur
VxDy_sxBan. Posons : £L = K([)N(V xD,_sxBar). Soit (\,p, ) € L quelconque;
notons (A, p, z) I’élément (unique) de [ tel que : K(\,p,2) = (. Alors,

G\ p,¢C+1)=GoTi o K(\p,2)
:Gof(oﬁ'(/\,p,z)
:KoTl_loF()\,p,Z)
=KoF(\p,z—1)
=K(\pz—-1)+1
=G\ p, Q) + 1.

Ceci permet de prolonger G en une application (notée encore G) définie et continue

sur V x D,_s X Ban, et vérifiant en tout point 'équation : G oTj = Ty o G. De plus,

G est holomorphe sur V' x D,._s x Ba~ sauf éventuellement aux points appartenant

a un translaté entier de £. On en déduit que G est holomorphe sur V x D,_5 X Bar.
Pour (\,p) € V x D,_s, posons :

dp) = / (G p,2) — 2)da,

et notons G, p) I'application : BA» — C, z = G(A\,p,2). D’aprés (6), pour tout

(Mp,2) €V X Dyrg xBar N K (U) (posons (AMp,z) =K(A\p,2')),ona
[Gap (2) — 2+ §| < 2a"texp(—2m(A’ — Cy — |Im 2'))).
On en déduit, d’une part, que
8) la(X,p) + /Al < a” ' exp(=2m(A" — Cs)),
et d’autre part que, quitte & augmenter la constante Cy, et si ¢ > Cg + 1,
|Giap (2) =2 —q(\,p)| <a™', z€Ban.

Puisque A" = a~!(A’ — Cs), on déduit de cette estimée et de 'appendice 1.6.3 que,
quitte & augmenter Cs (ce qui revient & diminuer A”), on a, pour tout z € Bar,

IG(A’pv Z) —Z = q(/\7p)| < 17
autrement dit, G(x p) € D;(M))(A”).

¢) Lien entre les dynamiques de F et G. — Fixons (A, p) € V x D,_; quelconque, et
posons :

Vi = {2 € Ba | 0 < Re(z/A) <Re(1/A) et |Imz| < A" — Cy}.
Quitte & augmenter la constante universelle Cs, on peut supposer que :

9) K(,\,p) % \ Ba_¢,—1) CC\ Bar.

Onale:
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22 CHAPITRE 1. PERTURBATIONS HOLOMORPHES DES ROTATIONS

LEMME 2. — Soit z € V) quelconque.

1) Supposons que lorbite positive de z sous l’action de F(),p) s’échappe de BA apres
Jo itérations (c’est-a-dire : pour tout j € N, j < jo, F(’;\vp)(z) € Ba, et F(J}",p)(z) ¢
Ba). Alors, Uorbite positive de K (\,p,z) sous Uaction de G (5 p) s’échappe de Ban
aprés un nombre d’itérations strictement inférieur.

2) Supposons au contraire que, pour tout j € N, on ait : F(j/\’p)(z) € Ba et que la
limite :

lim F(’)“p) (2)/7

Jj—+oo
existe ; notons p cette limite (qui ne peut pas étre nulle). Supposons en outre que, pour
tout j € N, on ait : Gf)\ p)(K()\,p,z)) € Bar. Alors, la limite :
j_lirfoo G(,\,p) (KA p,2))/J

existe et vaut —1/p.

Démonstration. — Soit z € V) quelconque. Définissons par récurrence une suite finie
ou infinie de points de V) de la maniére suivante : posons : £g = z; Supposons que
To, ..., r; aient déja été définis, et qu'ils appartiennent & V. Alors, si | Im Fi ;) (z;)| >
A" — Cy, la suite s’arréte. Si, en revanche, | Im F{, ,)(z;)| < A’ — C4 on pose :

Tin1 = Foup (25) si Re(A™1; F(y p)(25)) < ReA™;
" Fp)(z;) —1 dans le cas contraire.

On vérifie alors que x4, appartient bien & V) s'il est défini.

Pour tout j € N tel que z; soit défini, posons : y; = K(A,p, ;). Remarquons que,
si |Imy;| < A", alors :

1. sizjq = F(,\yp)(l'j), alors yj+1 =y; +1;

2. sixjp1 = F()\,p) (17]) —1, alors yj41 = G(A,p) (y]) + 1
Supposons que l'orbite positive de z sous ’action de F(, ;) s’échappe de Ba aprés jo
itérations. Alors, la suite (z;) n’est définie que jusqu’a un rang jj strictement inférieur
a jo, et x;; appatient & V) \Ba'—¢,-1. On déduit alors de (9) que yj, ¢ Bar, ce qui
montre que 'orbite positive de yo sous 'action de Gy ) s’échappe de Ba~ aprés un
nombre d’itérations j{ inférieur ou égal & jj. Nous avons donc établi I’assertion 1 du
lemme.

Plagons-nous maintenant sous les hypothéses de ’assertion 2. Alors, pour tout
Jj €N, z; € V), et il existe un unique I(j) € Z tel que : z; = F(j)\’p) (xo) —1(j); on
a donc : y; = Gl((/\]’;)(yo) +j. De plus, lim; 4400 U(j)/j = p et limj,4y;/j = 0.
L’assertion 2 s’en déduit aisément. O

d) Reparamétrisation. — Notons : a = (a~!) (Uentier le plus proche de a~!), € €

{~1,1} le signe de a~! — a, et &' = e(a~! — a). Notons s I’application :

V x Dr—6 — 07 (Avp) = 8(_Q(>‘ap) - a)a
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et § 'application :
V x D'r'—-ts -+ C x Dr—§7 (Avp) = (S(A,p),p)

Considérons la famille (H(» ,))(x,p)ev xD,_; d’applications : Bao» — C définie par :

G ie=-1,
O AN
—(Gup)(=2)+a) sie=+1.
Pour tout (A\,p) € V x D,_s, l'application : H(y ) : z = H(A,p,z) appartient a
Dia ) (A")-
L’estimée (8) entraine que, pour tout (A,p) € V x D, _;,
(10) Is(\,p) —e(A™! —a)| < atexp(—2m(A’ — Cs)).

Notons : W = D(«, (1 — 2k)7) (voir dessin ci-aprés). On déduit du fait que 7 >
ae2m(A'=¢/2) ot de I’estimée ci-dessus, grace a une inégalité de Cauchy, que, pour
tout (\,p) € W x D,_s,

0s € 1 -9 c
|5X+;\5[ <K exp(—27r(§ — Cs)).
Donc, si ¢ > 2(C + 5= logk™2),
Ias € 2

5X+X5'<na_,

ce qui entraine que ’application s est injective dans W x D,_s. Soient A\ € W
(c’est-a-dire que : |\ —a| = (1 — 2k)7) et p € D,_s quelconques. On déduit de (10)
que :
Is(A\,p) — a'| > |1/A = 1/a| — a™ ! exp(—27 (A’ — Cs)).

Donc, si ¢ > Cs, D(¢/, 7/a) X D,_; est inclus dans §(W x D,_;).

Posons : X = §71(D(c/,7/a) x D,_s) ('application § a été définie ci-dessus). Alors
5 définit un diffeomorphisme de X sur D(a/,7/a) x D,_s. Posons : { = (31x) et
t=m ot oum : C2 = C désigne la projection sur la premiére coordonnée.

A /7\
S / '
t

Enfin, considérons la famille (I(x p))(x,p)eD(o’,r/a)xD,_s d’applications : Bao» — C
définie par : Iy p)(2) = Hf(,\,p)(z).

v w

5(V)
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24 CHAPITRE 1. PERTURBATIONS HOLOMORPHES DES ROTATIONS

Alors, pour tout (A,p) € D(a',7/a) x D,_s, l'application I appartient &
Di(A"). La famille I = (I(xp)) (\p)eD(a,r/a)xD,_s €st une famille «renormalisée »
de la famille F'; c’est la construction précédente d’une telle famille I & partir d’une
famille F' que nous allons itérer pour démontrer le théoréme 5.

Fixons définitivement ¢ = Cy, ot Cy est une constante universelle suffisamment
grande pour que toutes les hypothéses faites au cours de ce paragraphe sur la taille
de ¢ soient vérifiées.

1.2.2. Itération de la construction. — Nous allons maintenant démontrer le
théoréme 5 & proprement parler.

Donnons-nous @ € B et F € DI(A), A > 0. Il s’agit d’établir que, sous une
hypotheése sur la taille minimale de A, il existe A(F') € C et une application conjugante
hr tels que I’équation A(F) + Fohp(z) = hp(z+ ) soit satisfaite. Quitte & composer
F par une translation entiére et a conjuguer par z — —z, on peut supposer que
a €]0;1/2], ce qu’on fera dans la suite.

De maniére & établir l’analyticité de I'application F' — (A(F'),hp), on suppose
que F est plongée dans une famille (Fp)pep, d’applications de D'(A), dépendant
analytiquement du paramétre p, avec Fp = F. On rajoute enfin un paramétre sup-
plémentaire, le terme constant du développement en série de Fourier des applications
F, —1d, c’est-a-dire qu’on pose, pour (A,p) € C x Dy,

Foup(2) = A+ Fp(2) = ( /0 (B0 - Hdt).

Ainsi, F(» ;) € D}(A).

Posons a9 = a (rappelons que « € ]0;1/2[), et définissons par récurrence la suite
(ak)ken en posant :

a1 = oyt — (o).
Pour tout k € N, posons : 8 = 2~ *+2) Posons : 19 = 1, et, pour tout k € N*,
k—1

Ty = 1- Zj:O (5]'.

Posons Ag = A et définissons par récurrence la suite de couples de réels (Ag, A}),
en posant, pour tout k € N,

1 1
Al = Ay - glogagl - Elogé,;“’ - Cn,
Apy1 = o' (A = Cs)
(on reprend dans ce paragraphe les constantes ¢, Cy,.. ., Cy introduites au paragraphe

précédent). Enfin, pour tout £ € N, posons :
c
2
On vérifie facilement que, pour tout k¥ € N, 'hypothése Hi(ax, 7k, Tk, k) du para-
graphe précédent est vérifiée.

Tk = O exp(—27r(A§€ - )), Uk = D(Ozk,Tk), Vk =S D(Oék, (1 — R)Tk).
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Soit ¢’ un paramétre réel strictement positif & choisir par la suite. Considérons
I’hypothése :

(Hy) Ay > %@(ak)+§17—rlog(5k_2+c'.
LEMME 3. — 1l existe une constante universelle Cyg telle que, si c' > ¢+ Cio, alors,
pour tout k € N,
(i) (Hg) entraine (Hyg41) ;
(ii) (Hg) entraine Ha(ax, Ok, Ak) ;
(ili) (Hi) entraine linégalité : ap Ty > Thi1.
Démonstration. — L’hypothése (Hy) entraine, par définition de A1, que :

Apyr > %@(akﬂ) + a;l(ﬁ logd 2+ ¢ — C1 — Cs).
Sic/2>C1+Cs + % log 2, cette estimée entraine (Hg1). Si en outre ¢’ > ¢+ Ch,
alors (Hy) entraine Ha(ag, Ok, Ag). Enfin, 'inégalité a,:lrk > Ti4+1 €st équivalente A :

1

yp logd, % — C1 < A},

Agy1 —

ou encore 3 : 1
(1-ax)A}, > ak(E logé,:2 +C1)+Cs

ce qui est entrainé par :

1
! -2
> —logéd C1 + 2C5s.
k2 i g0, " +C1+2Cs
On en déduit que, si ¢’ > 2Cy + 2Cj5, (Hy) entraine : a;lTk > Tk4+1. Ceci termine la
démonstration. O

Nous supposerons dorénavant que : ¢’ > ¢+C1o, et que ’hypothése (Hp) est vérifiée.
Alors, le lemme précédent montre que, pour tout k € N, (Hy) est vérifiée, ainsi que
Hz(ak,ék,Ak).

Soit Fo la famille (Fo,(xp))(xp)etoxD,, d'applications de D'(Ap) définie comme
la restriction de la famille (F{(y ;))(xpjecxp, aux paramétres (A,p) appartenant &
Uy x D,,. Nous allons définir, par récurrence & partir de cette famille Fy, une suite
(Fy)ken de familles d’applications de D!(A).

On procéde de la manére suivante : supposons que les familles Fy, ..., Fj aient déja
été définies, et supposons que Fy, soit une famille (Fy, (x p))(x,p)cts xD,, d’applications
de D! (Ay), dépendant analytiquement des paramétres (), p), et telle que, pour tout
(A\,p) € Ug x Dy, Fi (xp) appartienne a D} (Ay).

Alors, puisque les hypothéses H; (o, Tk, 'k, 0k) et Ha(a, 0k, Ax) sont satisfaites,
on peut effectuer & partir de la famille Fj la construction de renormalisation dé-
taillée lors du paragraphe précédent. On construit ainsi, avec des notations évidentes,
des applications Ky : Wy — C, Gk, Gk, Sk» 8k, tk, tk, et finalement une famille
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(Ik’()"”))(Am)GD(aHl,a;ln)xDr,HH d’applications de D' (A1), dépendant analytique-

ment des parameétres (A, p), et telle que, pour tout (\,p) € D(ak+1, a;lTk) x D
Iy, (r,p) appartienne a D} (Agy1).

Th+1)

Définissons la famille (Fy11,(x,p)) (A, p)€Uis1 xD,,,, comme la restriction de la famille
Iy, aux paramétres (A, p) appartenant & U4y X Dy, ., (cela a un sens puisque, d’aprés
le lemme précédent, a;lTk > Tg+1)- On peut alors poursuivre la récurrence.

Ce procédé permet donc de construire une suite (Fi)ren de telles familles appli-
cations. Cette construction n’est pas univoque; on fixe donc, pour toute la suite de
cette partie, une suite (F)ren ainsi que tous les objets intermédiaires obtenus par
cette construction.

Pour tout k¥ € N, posons :

" CI

1 1
= Ap— — L e
k= A 27T‘I’(04k) i og by 5

Alors, (Hy) entraine : A}’ > ¢//2; d’autre part, on vérifie, grace a I’estimée (7), que,
si ¢ > Ch1, alors, pour tout (), p,2) € W,

(11) [Imz| < A}' = |Im Kx (N, p, 2)| < A,
1.2.3. Fin de la démonstration du théoréme 5. — Fixons p € Dy, quelconque
et notons :

oo
A= ﬂtooflo"'ofk (Uk+1 x {p})-
k=0

C’est un ensemble non vide car il contient une intersection décroissante de fermés.
C’est un singleton car les applications {1, sont contractantes dans la direction de po ;
notons lo(p) son unique élément. Alors,

lo(p) = lim ¢g Ofl o--- Ofk (ak+1,p1).
k—o0

L’application : p + lo(p) est holomorphe sur D/, (en effet, c’est une limite uniforme
d’applications holomorphes). Pour tout p € D, 5, notons I (p) = so(lo(p), p) et, pour
tout k € N, k > 2,

lk(p) = sk—108k—20 -0 30(lo(p), )

LEMME 4. — Soient k € N et p € Dy/, quelconques. Alors, pour tout z € Bay,
Porbite positive de z sous laction de Fy, (i, (p),p) €St toute entiére incluse dans Ba, .

Démonstration. — Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe un triplet
(k)pa Z) € N x D1/2 X BA;c”

tel que l'orbite positive de z sous 'action de Fy i, (p),p) 8'échappe de Ba, . Pour tout
triplet (k,p, z) vérifiant cette propriété, notons j(k, p, z) I’entier non nul égal au rang
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du premier itéré de z qui n’appartient pas & Ba,. Soit (k,p, z) un triplet pour lequel
cet entier est minimal. Posons :

Vi ={y € C|0<Re(A'y) <Re(A™!) et [Imz| < A} — Cy}.

Alors, quitte & translater z d’un entier, on peut supposer que z € Vi. Or, nous avons
montré dans ce cas (voir lemme 2), que 'orbite positive de K (lx(p), p, z) sous I’action
de Gy, (1, (p),p) S'echappe de Ba,_,, et ce aprés un nombre d’itérations strictement
inférieur & j(k,p, z). Puisque, d’aprés (11),

|Ika(lk(p)ap7z)l < ;c’ii—la

ceci contredit la minimalité de j(k,p, z). a

Soient k € N et p € D;/5 quelconques. Alors, d’aprés le lemme précédent, pour
tout j € N,

F} o0 Bay) CBa,.

Donc Fi (1, (p),p) €st analytiquement conjuguée, sur un domaine simplement connexe,
Z-périodique contenant BAZ" 4 une translation TO‘% , ol oy est un réel; de plus,
puisque A}’ > ¢, il existe (voir appendice 1.6.3), une constante universelle C5 telle
que, si ¢’ > Cha, alors : |l (p) — | < 1/2. Donc,

(12) |, — ag| < 1.
D’autre part, on déduit de ’assertion 2 du lemme 2 que :
Ohpr = err1(ay ! — ar).

Les formules récurrentes définissant les o; & partir de o et les o & partir de o sont
donc les mémes, c’est-a-dire que :
Pkt €xPr—10k

=== et a

)= _ Pk +ERPE_10,
Qk + €kqr—10k

- , keN.
qr + Exqr—104,

On déduit alors de l'estimée (12) que : ag = ao (et donc que : @), = oy pour tout
k e N).

Fixons définitivement : ¢/ = C13, ou C13 est une constante universelle suffisamment
grande pour que toutes les hypothéses faites au cours de ce paragraphe et du precedent
sur la taille de ¢’ soient valides. Nous avons alors montré que, sous I’hypothése (Hp),
pour tout p € Dy /5, Papplication Fy 1,(p),p) €st conjuguée & Ty, sur un domaine de
linéarisation contenant B A

Pour terminer la démonstration du théoréme 5, il reste simplement & établir que
les applications conjugantes dépendent analytiquement de p. Ce point, qui repose sur
un simple argument de limite uniforme de série de Birkhoff, est établi en appendice
1.6.2.
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1.3. Linéarisation dans le cas d’une petite hauteur de bande

Cette partie présente beaucoup d’analogies avec la section précédente, a laquelle
on renvoie pour plus de détails ou pour certaines démonstrations.

1.3.1. Renormalisation d’une famille analytiquement paramétrée

Donnons-nous quatre réels a, 7, r, et d satisfaisant & ’hypothése :
Hila,T,7,0) 0<a<1/2, 0<7<a/2, 0<d<r<l,
un paramétre €9 > 0, et une famille

(E(xp)) (Ap)€D(a,7) xD,

d’applications de D(A), A > 0, dépendant analytiquement des paramétres A et p,
telle que, pour tout (A, p) € D(a, ) x D, F{() ;) appartienne & D*°(A, }).

L’objectif de cette section est de construire une famille «renormalisée» de la fa-
mille F'. Pour cela, 'ingrédient technique principal est le lemme ci-dessous, qui sera
démontré en section 1.5 (ce lemme est illustré par la figure 1.3.1).

Donnons-nous eép > 0 et & > 0 vérifiant : @ > &. Posons : U = D(a,7), V =
D(a, (1 - K)T), et

W=V xD,_sx{2€Ba_c, | -1 <Rez<1}.

Dans la suite de ce paragraphe, nous noterons £(gg) toute constante ne dépendant

que de gg, &, A, J, ea, et qui converge vers 0 lorsque g tend vers 0 et &, A, J, ea
sont fixés.

LEMME 5. — Il eziste ¢'(A,en) > 0 et € (&, A, d,ea) > 0 tels que, si
T/a<e'(Aen) et o <e"(@,A,6,en),

alors il existe une application «uniformisantey K pour F, définie et analytique sur
W, telle que, pour tout (\,p,z) € W, on ait :

— si (A, p, Fap)(2)) €W, alors - K(\p,Fxp)(2) = K(\,p,2) + 1.

- |K(\p,2) — z/A| < e(eo).

Faisons les hypothéses suivantes :
Hao (T, 0, A EA) T/a < e'(Aea),
H3(50’d7 A7678A) o < 5”(&,A,5,8A).
Alors, toutes les conclusions du lemme ci-dessus sont valables, et on en reprend dans
la suite les notations.

Notons K Dapplication (A, p,z) — (A, p, K(\,p,2)); posons :

9
W =V x D,_s % {Z € BA—3£A/2 I 0<Rez< —16}

et :
A" =a (A - 2ep).
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A-g, S Ok

VxD,.,
FiGure 1.3.1

Alors, quitte & diminuer &'(A,ea) et €”(&,A,d,ea), on peut supposer que K est
injective sur W' et que l’application :

G:KW')—=C, KO\pz)—K\p,z-1)

se prolonge en une application analytique sur V' x D,_s X Ban (encore notée Q) telle
que, pour tout (A,p) € V x D,_;, 'application : G(y ) : 2 = G(A,p, z) appartienne
a D=(=0) (A") (voir la section précédente pour plus de détails).

L’estimée du lemme entraine (quitte & diminuer €'(A,ea) et €(&, A, d,ea)) :

(13) |[K(\,p,2) —z/a| <ea/a, (Ap,z)EW.

Pour tout (A,p) € V x D,_s, notons g(\,p) le terme constant du développement en
série de Fourier de 'application : z = Gy p)(2) — 2. Alors,

(14) lg(A, p) + 1/A] < (o).

D’autre part, comme nous ’avons détaillé dans la section précédente, les dynamiques
des applications F{, ;) dans Ba et G(y ) dans Ba~ sont reliées (on pourrait énoncer
un lemme analogue au lemme 2).

Posons : a = {a~!), notons ¢ € {—1,1} le signe de o~
e(a~! — a). Notons s I'application :

1 !

— a, et posons : o' =

V x Dr-—6 — Ca ()‘ap) = 5(_q(/\7p) - CI,)

et § 'application : (A,p) — (s(A,p),p). Considérons la famille (Hy ;))(x,p)ev xD,_s
d’applications : Bo» — C définie par :

G()\m)(z) +a sie=—1;

H =
() {—(G(A,p)(—2)+a) sie=+1.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1999



30 CHAPITRE 1. PERTURBATIONS HOLOMORPHES DES ROTATIONS

Pour tout (A,p) € V x D,_s, 'application H(, ;) appartient & ’ngf\"g)(A” ). D’autre
part, d’aprés (14),

[s(A,p)) —e(1/X—a)| <e(eo), (N\p) €V x Dy_s.

Notons : W = D(a, (1 — 2k)7) ; 'estimée précédente entraine :

(15) |5+ < (s)7ele0), (Ap) €V XDy,

(16) ls(\p) —d'| > [1/A=1/a|—e(e0), (Ap) € OW x Dr_s.

Soit £"'(1, @&, A, d,ea) une constante suffisamment petite pour que, sous ’hypotheése :
Halo, 7, & A, 5,en) g0 <e"(r,&,A,ben),

Pestimée (15) entraine :
Os €
|5X + 5\3' <272
et estimée (16) entraine : |s(\,p) — /| > 7/a.
Plagons-nous dorénavant sous I’hypothése Hy(eo, T, &, A, d,ea). Alors, s est injec-
tive dans W x D,_5 et D(a/,7/a) x Dy_; est inclus dans §(W x D,_s).
Notons : £ = (85-1(D(a’,r/a)xD,_s)) > €t 1 t = m of ott m : C? — C désigne la
projection sur la premiére coordonnée.
Enfin, considérons la famille (I(x p))(x,p)eD(a’,r/a)xD,_s d’applications : Ba» — C
définie par : Iy p)(2) = Hyy ) (2)-
Alors, pour tout (A,p) € D(a/,7/a) x D,_s, I'application I, appartient a
Di(EO)(A”).

1.3.2. Itération de la construction. — Nous allons maintenant démontrer le
théoréme 2 & proprement parler.

Fixons A >§>0et s € 3.

Donnons-nous a € B, et F' € D°(A), ou ¢ > 0 est un paramétre que nous allons
chercher & déterminer (suffisamment petit) pour que les conclusions du théoréme 2
soient satisfaites.

On suppose que a € ]0;1/2[ et que F est plongée dans une famille (Fp)pep,
d’applications de D°(A), dépendant analytiquement du paramétre p, avec Fy = F.
On pose, pour (A, p) € C x Dy,

1
Foap () = A+ Fy(2) — ( /0 (Fy(t) — t)dt).

Notre stratégie va étre d’appliquer un certain nombre de fois & cette famille la construc-

tion de renormalisation du paragraphe précédent, de maniére 4 faire croitre les hau-

teurs de bande, pour se retrouver finalement sous les hypothéses du théoréme 5.
Fixons un entier ky quelconque vérifiant :

sk + 270D < §/2
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ou C est la constante universelle qui apparait dans le théoréme 5. L’entier ko représente
le nombre de renormalisations que nous allons effectuer. La justification du choix de
ko (remarquons qu'’il ne dépend que de § et s) apparaitra clairement & la fin de cette
section.

Posons ag = a (a € ]0;1/2[), et définissons par récurrence la suite (ag)ren en
posant :

-1 -1
Qg+1 = |C“k - (ak )
Remarquons que, d’aprés la définition de B;, il existe un réel &, ne dépendant que de

d et de s, tel que, pour 0 < k < ko, on ait : o > &. Posons Ag = A et définissons les
réels Ag, k € {0,...,ko} par récurrence en posant :

Ak+1 = a,;l(Ak - 2&(5)

Posons :

. '
= ke{O,r.I.l.l,rkl:o—l}E (Ag, k6)

&r
(la fonction €'(.,.) est celle du lemme 5). Pour tout k € {0,...,ko}, posons :
Tk = €rak, Up =D(ag, ), Vi=D(ak,(1—k)7g), & =2"*+2,

Posons : rg = 1, et, pour tout k € {1,...,ko}, 7, =1— E?;é d;.

Pour k € {0,...,ko — 1}, les hypothéses Hi(a, Tk, Tk, k) €t Ho(Tk, ak, Ak, €A)
sont alors toujours vérifiées.

Dans la suite de cette section, nous noterons €(eg) toute constante ne dépendant
que de s, A, 6, et g, et qui tend vers 0 lorsque g — 0 et s, A, et § sont fixés.

Pour (X, p) € U x Dy, posons : Fy (x ) = F(»p) ; rappelons que F(y ) € D (A).

Pour ¢, assez petit, nous allons construire, par récurrence & partir de cette famille

Fy, des familles Fy, Fs,. .., Fy, d’applications. On procéde comme dans la section
précédente : supposons que les familles Fy, ..., Fi, k < ko, aient déja été définies,

et supposons que Fj soit une famille (Fk,(A,p))(A,p)GUkXDrk d’applications de D(Ay),
dépendant analytiquement des parameétres (\,p), et telle que, pour tout (\,p) €
Ur x Dy, Fy(x,p) appartienne & D3*(Ay), avec e = £(€o).

Alors, si g9 est suffisamment petit (plus précisément, inférieur & une constante qui
ne dépend que de A, 4, et s), les hypothéses

Hs(ek, &, Ak, 0k,6a) et Ha(er, Tk, & Ak, 0k,64)

sont toutes deux vérifiées. On peut donc effectuer & partir de Fy toutes les construc-
tions du paragraphe précédent. On construit ainsi, avec des notations évidentes, des
applications Ki : Wy = C, Gk, qk, Sk, 8k, tk, Uk, et finalement une famille

(—’k,(A,p) )()\,p)eD(a;,_H 10 'TR) XDy

d’applications de D(Ag41). Pour tout (A, p) € D(agt1,a; ' 7k) X Dsyyys Ik (r,p) aD-
partient & D3*** (Ag41), avec & nouveau ex41 = (&o).
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32 CHAPITRE 1. PERTURBATIONS HOLOMORPHES DES ROTATIONS

Définissons la famille (Fy1,(x,p))(A,p)€Uss1 xD,, ,, comme la restriction de la famille

I, aux paramétres (A, p) appartenant & U1 X D, ,, (cela a un sens puisque a;lTk >
Tk+1). Quitte & diminuer encore g9, on peut donc poursuivre la récurrence, et ce
jusqu’au rang ko — 1, c’est-a-dire jusqu’a la construction de ’application Fy,. Ce
procédé n’étant pas univoque, on fixe dorénavant une suite (Fy,...,Fy,) ainsi que
tous les objets intermédiaires obtenus par cette construction.

1.3.3. Fin de la démonstration du théoréme 2. — Posons dy = 4, et définissons
les réels di, k € {0,...,ko}, par récurrence en posant :

dpy1 = Ol,:l(dk — 3k4).
Pour tout k € {0,...,ko}, on a di < Ay ; d’autre part,

dky > By (do — 6K).
D’aprés la définition de ko, ceci entraine

dry > Bri(sk, +2007D0)
> ﬁ,;)l_ltbko(a) +C,

et finalement,

7 dr, > ®(ay,) +C.
En outre, l'estimée (13) montre que, pour tous k € {0, ...,k — 1} et (A, p,z) € W,
(18) IImZ'<Ak—dk:>IIka(/\,p,Z)I<Ak+1—dk+1.

L’estimée (17) montre que ’on peut appliquer le théoreme 5 aux applications Fy, (),
(A;p) € Uko XDy, . On en déduit que, pour tout (A, p) € Uk, xDy, , il existe un unique
p € C, noté u(A, p), tel que Papplication : z + p(X, p) + Fiy,(x,p) (2)80it conjuguée a la
translation Ty, sur un ouvert contenant Ba, —d,,- De plus, I'application : (A,p) —
u(A, p) est analytique.

Pour tout (A,p) € Uy, X Dy, ,0ona:

A+ s\, p) — ag,| < e(g0).

On en déduit, grace & un argument d’indice, que, si g est suffisamment petit (inférieur
a une constante qui ne dépend que de A, 4, et s), alors, pour tout p € Dy, , il existe
un unique A € Ug,, noté A, (p), tel que : p(Ago(p),p) = 0. De plus, Iapplication :
P+ Ak, (p) est analytique.

Pour tous p € Dy, et k € Ny,—1, posons :

Ak(p) =ty o fk+1 0:---0 ikg—l(/\ku (p),p)-

L’application : p = Ao(p) est également analytique. Pour tout p € Dy, , I'application
Fo,(xno(p),p) €St conjuguée & la translation Ty, sur un domaine qui, d’aprés l'estimée
(18), contient Bay—d,-

Ceci termine la démonstration du théoréme 2 (et donc aussi du théoréme 1).
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1.4. Construction d’applications uniformisantes (cas d’une grande hauteur
de bande)

Donnons-nous quatre réels a, 7, r, et § satisfaisant aux hypothéses suivantes :
0<a<1/2, 0<71<af2, 0<d<r<I1.

Donnons-nous un entier n > 0, et notons D, le polydisque de centre 0 et de rayon r
dans C™; donnons-nous un réel A > 0, et une application analytique :

F:D(a,7) Xx D, x BA = C
telle que, pour tout p = (po,-..,pn) € D(a,7) x D,, Papplication

Fp:Ba—C, z+ F(p,2)
appartienne & D},O(A). Posons : U = D(a,7), V = D(a,(1 — K)7), &~ = a — T,
at = a+ 7 et 7 = max(n, 2).

L’objet de cette section est d’établir le lemme suivant (il s’agit d’une version,
légérement plus générale, du lemme 1).

LEMME 6. — Il existe une constante Co > 0, qui ne dépend que de n, telle que, si
1 1 =
A> —loga™t+ -—logé™
> 5. l0ga +47r og + Co
(posons : A" = A — 3-loga™! — £1ogd=" — Cq), alors il existe une application
«uniformisante » K pour F, définie et analytique sur le domaine :
W ={(p,z) €V xDy_5x C|
|Imz| < Re(po/a™)A" et Re(—1/po) < Re(z/po) < Re(1/po)}
telle que, pour tout (p,z) € W, on ait :
- si (p,F(p,2)) €W, alors : K(p,F(p,z)) = K(p,2) +1;
- |K(p,z) — z/po| < a™? exp(—27r((Rep0/a+)A’ - |Imz|))).
La démonstration étant assez technique, nous commencons par en décrire les étapes
principales.

Dans toute cette section, nous utiliserons la lettre C' pour désigner des constantes
qui ne dépendent que de n.

1.4.1. Description de la démonstration. — L’objet du lemme ci-dessus est la
construction d’une application K vérifiant ’équation fonctionnelle :
(19) K(p,F(p,2)) = K(p,2) + 1.

Dans le cas ou F est la famille linéaire (c’est-a-dire : F(p,z) = z + po), on dispose
d’une solution évidente a savoir : K (p,z) = z/po.
Dans le cas général, posons : F(p,z) = z + po + ¢(p, 2).
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On dispose alors de I’estimée : |¢(p, 2)| < Cexp(—2m(A— |Im z|)) (voir 'appendice
1.6.3). L’application F est donc trés proche de sa partie linéaire lorsque |Im z| n’est
pas trop grande. Heuristiquement, ce lemme signifie donc que, dans une zone ot [Im z|
est suffisamment petite par rapport & A, autrement dit ou F' est suffisamment proche
de la famille linéaire, on peut trouver une solution K & ’équation (19) qui soit de
plus proche de la solution du cas linéaire.

A
B

N

U

-

.

C/Z

:

Considérons tout d’abord le probléme sans tenir compte des paramétres ; on consi-
dére donc une seule application F' : BAo — C. Dans ce cas, une construction analogue
a été effectuée par J.-C. Yoccoz pour étudier la renormalisation des difféomorphismes
analytiques du cercle (voir [19]). Décrivons rapidement sa construction. On considére
un «domaine fondamental» U pour F (voir la figure), en se limitant & des points
z de partie imaginaire bornée par : A — % loga~! — C. Soit M la surface de Rie-
mann obtenue en recollant les deux bords de I/ par I'action de F'. L’application K
est alors obtenue comme relévement d’une application uniformisante de M dans un
sous-anneau de C/Z, et K satisfait & des estimées que 'on déduit d’inégalités de
modules d’anneaux.

Cette étape est cruciale dans la démonstration de la linéarisabilité locale des difféo-
morphismes analytiques du cercle dont le nombre de rotation vérifie la condition de
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Bruno ([19]) ; en particulier, la perte de hauteur de bande limitée & : 51; loga™! +C
est intimement liée & la condition de Bruno.

Dans le cas qui nous occupe (avec paramétres), on cherche & résoudre le méme
probléme, sans perdre plus (ou presque pas plus) que % loga~! + C dans la hauteur
de bande. C’est ce qu’affirme le lemme 6 et c’est ce qui permet, lorsqu’on applique
cette construction, d’obtenir tous les nombres de Bruno.

La démonstration est grosso modo fondée sur la méme idée qu’en l’absence de
parameétres : obtenir K comme relévement d’une application uniformisante entre va-
riétés complexes. Mais la présence des paramétres rend cette démonstration technique-
ment beaucoup plus lourde. Il s’agit en effet de mettre en place, dans ce cas particulier,
une sorte de théoréme d’uniformisation de Riemann analytiquement paramétré. Pour
cela, on devra résoudre un probléme .

Décrivons maintenant les constructions intervenant dans notre démonstration. Tout
d’abord, on se restreint & des points z vérifiant :

1
Im z| < A — —loga™" - C.
27
On effectue ensuite un changement d’échelle en posant :

1
Fl(sz) = — F(p,p(),Z).
Po

Le probléme considéré se raméne alors 4 la recherche d’une application K3, proche de
(p,z) = z, et vérifiant :

(20) Kl(p7F1(pvz)) =K1(p7Z)+1

Posons : Fi(p,z) = z+ 1+ ¢1(p, z). La restriction sur la partie imaginaire des points
considérés entraine ’estimée : |p1(p, 2)| < C~L.

Soit ¢; 'ensemble constitué des points (p, z) out F; est définie et tels que Rez = 0;
soit £ = {(p, F1(p, 2)) | z € £1}. Les ensembles ¢; et ¢; délimitent un ouvert U;, une
sorte de « domaine fondamental» pour Fy (voir la figure 1.4.1).

Remarquons qu'il suffit, pour résoudre notre probléme, de construire une applica-
tion K7 holomorphe sur U;, continue sur U; U ¢y U ¢}, et vérifiant I’équation (20) pour
tout (p, z) € ¢ ; en effet, cette équation permet ensuite de prolonger analytiquement
I’application K; & un domaine plus large.

Soit M la variété complexe obtenue en recollant ¢; et ¢} par 'action de Fj. Le
probléme considéré est encore équivalent & celui de la recherche d’une application
uniformisante analytique de M; dans un ouvert de U x D, x C, qui commute avec la,
projection sur U x D,.. Or, il est trés facile de résoudre ce probléme d’uniformisation
en classe C™ : soit 7 : R — R une application C*° vérifiant :

n(xz) =1 pour z < 1/3 et n(z) = 0 pour = > 2/3.
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U, 9 F,

K,

UxD, x

FIGURE 1.4.1

Posons : v(p, z) = z + n(Re z)p1(p, z). Alors, application v vérifie, pour tout (p, z) €
éla

v(p, Fi(p,2)) =v(p,2) + 1.

11 suffit donc, pour obtenir ’application uniformisante recherchée, de corriger le défaut
d’holomorphie de v tout en préservant I’équation fonctionnelle vérifiée par v sur ¢y,
autrement dit de corriger ce défaut d’holomorphie au niveau de la variété quotient
M. Or, Jv définit encore une (0, 1) forme de classe C sur le quotient M;. Le point
clé de la démonstration est ainsi la résolution, avec estimées, d’un probléme 8 sur la
variété M.

Pour cela, on utilisera un théoréme de résolution de I'opérateur 0 avec estimées
L2, essentiellement dit & Hérmander, et adapté par R. Perez-Marco et J.-C. Yoccoz
au cas des variétés de Stein pour lesquelles la structure complexe est suffisamment
proche d’une structure plate (voir [12]).

Pour faire fonctionner cet outil technique, certaines estimées sont nécessaires, tant
sur la structure complexe de la variété M, (c’est-a-dire sur ;) que sur la (0, 1) forme
Ov. Plus précisement, on aura besoin des estimées suivantes :

(21) lo1] < a?/C
(22 22 < a?/C
(23) |83‘gl | <a?/C
(24) |6v| < a? 67/C
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82(,01

0 .
LN siginifient que ces estimées sont valables pour toutes

(les notations

les dérivées partielles & I'ordre un ou deux de ¢1).

La premiére partie de la démonstration (§ 3.2) est donc consacrée a la construction
de o1, de Mj, et de v, avec pour objectif d’obtenir les estimées ci-dessus. Elles se
déduisent toutes d’une seule estimée sur ¢;, & savoir :

(25) 1| < o? 67/C

(ou 7 = max(n,2)). En effet, (21) et (24) s’en déduisent directement, et (22) et (23)
par estimées de Cauchy (voir §1.4.2, c).

Une difficulté inattendue vient du fait que ’estimée dont on dispose a priori pour ¢,
est seulement : |¢1]| < 1/C. Il faut donc profiter plus astucieusement de la perte a la-
quelle on a droit au tout début dans les hauteurs de bandes (& savoir : % loga™140C).
Pour cela, on utilise un lemme de forme normale (voir appendice 1.6.1) qui per-
met de conjuguer F' & une application Fy dont la partie non linéaire est bornée par
a®/C (en fait o* /C pour tout k& € N si on veut) avec une conjugaison définie sur
B, —1_¢- Ainsi, au tout début de la démonstration, au lieu de simplement se
limiter & des points de partie imaginaire bornée par A — 2—17; loga~! — C, on conjugue
F grace a ce lemme, et on travaille ensuite avec I’application Fy conjuguée. Il faut
consentir une perte supplémentaire de ﬁ log " dans la hauteur de bande de ma-
niére 3 faire apparaitre le facteur 6® dans les estimées. On obtient alors I’estimée (25)
voulue pour ;.

La suite de la démonstration consiste & résoudre le probléme 9 associé & la (0, 1)-
forme Ov (§1.4.3). On obtient une solution u € C°®°(M;) qui vérifie une estimée L2,
et donc lapplication K recherchée. Il reste (§1.4.4) a prolonger K et a établir sur K
les estimées L*° du lemme 6.

—5=loga

1.4.2. Construction d’une variété complexe avec estimées. — Dans toute
la suite de la section 1.4, nous utiliserons la lettre C pour désigner des constantes
universelles ou qui ne dépendent que de n; lorsque nous aurons besoin d’étre plus
préces pour désigner de telles constantes, nous les noterons Cp, Ca, ...

Reprenons les définitions et notations introduites au début de la section 1.4, et
considérons ’hypothése :

1

1 ~
loga™ + —logd™" +1t
2m

A
(He) z 47

ou t désigne un paramétre réel strictement positif (rappelons que # = max(n,2)).
Notre objectif est de déterminer une constante Cyp ne dépendant que de n, telle que,
sous I’hypothése (Hc, ), les conclusions du lemme 6 soient vérifiées.
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a) Mise sous forme normale

LEMME 7. — Il existe une constante universelle do telle que, si :
1
A > —logof1 + do
27
(notons : Ay = A — 5-loga™ — dy), alors, pour tout p = (po,...,pn) € U X Dy, il

existe une application Fy , € D*(Ay), satisfaisant auz propriétés suivantes :

(1) Notons ao(p) le terme constant du développement en série de Fourier de l’ap-
plication : z — Fy ,(2) — 2, et posons, pour tout z € Ba,, Fo p(2) = z+ao(p) +
©o,p(2). Alors,

(26) lao(p) — po| < |po| exp(—47rA2),
et, pour tout z € Ba,,
(27) lvo,p(2)] < |pol® exp(—4m(Az — [Im 2])).

(i1) Les applications F(),p et F, sont conjuguées. Plus précisément, il existe une ap-
plication Hy : Ba, — C univalente, commutant avec les translations entiéres,
telle que :

(a) pour tout z € Ba,,

(28) [Hp(2) — 2| < exp(=2m(Az — [Im 2]));
(b) pour tout z € Ba, tel que F(z) € Ba,,
Fo,p o Hp(z) = Hp o Fp(2).
De plus, ao(p), Fop, et H, dépendent analytiquement de p.

Ce lemme est démontré, sous une forme légément plus générale, dans ’appendice
1.6.1.

Supposons que ’hypothése (Hg,) soit vérifiée; alors, toutes les conclusions du
lemme précédent sont valables. Reprenons-en les notations, et posons, pour tout
(p,2) € U x D, x Ba,,

H(p,z) = hp(2)
Fo(p,z) = Fop(2)
po(P,2) = o,p(2):
Les fonctions H, Fy, et g, ainsi définies sont analytiques sur U x D, x Ba,. Posons :

B N 1, -
AO_A——Q?loga yom log é dy = Ay Elog& .
On déduit alors de estimée (27) que, pour tout (p,z) € U x D, x Ba,,

(29) lpo(p, 2)| < C6™a® exp(—4m(Ag ~ |Im z])).
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b) Un changement de variable. — Considérons le diffécomorphisme holomorphe :
c:UxD, — DxD,
(po,p1,---,pn) +— ((po—a)/T,p1/r,...,Pn/T).

Notons Fp I'application : D x D; x Ba, = C, (q,2) = Fo(c71(q), 2), et pour tout
q € D x Dy, posons :

ao(q) = ao(0™(q)).
Ce changement de variable permet de se ramener & un espace des paramétres de taille
universelle, ce qui nous permettra, au paragraphe suivant d’effectuer des estimées de

Cauchy «sans trop de perte» dans la direction des paramétres.
Notons ¢ ’application :

Ux D, xBa, »Dx Dy xC, (p,z) (0(p),2/ao(p))

(cette application définit un difféomorphisme de U x D, x Ba, sur son image).
Considérons P’application F; : 5(U x D, x Ba,) — C définie par :

Fi(q,2) = do(q) " Fo(57 (g, 2)) = éo(q) " Fo(q, do(q)2)-

L’intérét de ce second changement de variable est que le terme constant du dévelop-
pement en série de Fourier de ’application : z — Fj(g, z) — z vaut 1, ce qui simplifiera
la géométrie des constructions menées dans la suite. Posons :

Fi(g,2) =2+ 1+ ¢1(q, 2).
Alors,
¢1(g,2) = ao(g) o7 (g, 2))
(Papplication ¢; n’est bien sir plus Z-périodique par rapport & la coordonnée z).
Fixons (g,z) € D x D; x C quelconque, et posons : p = (po, - -.,Pn) =0 1(q) et :
¢ = ao(g); alors,

|Im ¢ — RepoIm 2| < |(Redo(q) — Repo) Im 2| + | Re zIm ao(q)|-

Supposons que 'on ait : ’Rez] < 2et |Imz| < Ag/at ; alors, puisque |dg(g) — po| <
[po| exp(—4mAsz) (estimée (26)), on a :

(30) |[Im¢ — RepoIm z| < C4

(Cy est une constante universelle). En particulier, si |Imz| < (Ag — C1)/a™, cette
estimée entraine : |Im (| < Ao, et Fy est définie en (g, z). Dans ce cas, on déduit de
(29) et (30) que :

(31) [01(g,2)| < C6™0? exp(~4m (Ao — a*|Tm 21) ).

Cette derniére estimée est & rapprocher de ’estimée (25) du paragraphe 1.4.1. Elle est
al’origine de toutes les estimées que I’on va établir lors de la suite de la démonstration.
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¢) Inégalités de Cauchy. — On veut établir, & partir de (31), des estimées sur toutes
les dérivées partielles de ¢; & 'ordre un ou deux, grace a des inégalités de Cauchy.
Soit (g,2) € Di_x/2 X D1_g/2 x C vérifiant :

|Rez| < 3/2 et |Imz| < (Ag —Cy —1)/at.

Alors, le polydisque de centre (g, z) et de rayons : £/2,6/2,...,6/2,1/2, respective-
ment dans les directions des variables qo,q1,...,qn, 2, est inclus dans le domaine de
définition de P’application F; et donc dans le domaine de validité de 'estimée (31).
On en déduit, grace a des inégalités de Cauchy, que :

(32) 3@1 (q, 2)| < Cé*la? exp(—47r(A0 —at|Im z|))
(33) 861—?(% z)| < C62a? exp(—47r(Ao —at|Im z|))

(les O... signifient que ces inégalités sont valables pour toutes les dérivées partielles
de ¢1 & lordre un ou deux).

d) Construction d’une variété complexe. — Posons :
I = {(q,z) €Dy_n2 X Di_5/2xC|Rez=0et |Imz| < (Ag — Cg)/oﬁL}
{(q,F1 0,2)) | (¢,2) € ll}
I = {(q, z) € Di_y/2 X D1_g/2 x C tel que z appartienne
au segment reliant i(Ag — Cs)/at et F (q,i(Ao — 02)/(1+) ou
au segment reliant —i(Ag — Ca)/a™ et Fy (q, —i(Ao — 02)/0t+) dans C}
ou Cs est une constante universelle telle que, pour tout (g,2) € Iy, on ait :
(34) |cp1 q, z)| < 1/4,
(35) la‘pl (0,2)] <1/4.

Les ensembles Iy, 11, et I{ délimitent alors un ouvert connexe D; (un domaine «fon-
damental » pour F}) au dessus de D;_ /o X D;_5/5 (voir figure §1.4.1). Posons :

Uy =D1U It Ul;

Quitte & augmenter la constante C3, on peut supposer que F; est définie dans un
voisinage de U .

Pour tout ¢ dans D;_, /s X D;_s/2, les points de U; dont les n + 1 premiéres
coordonnées sont données par g définissent une bande de largeur approximative 1
dans le plan de variation de z. En identifiant dans I/, les bords l; et l{ par I’action de
Fy au dessus de D;_, /2 X D;_5/2, on obtient une variété complexe (sans bord) notée
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M (si A est suffisamment grande, M; est non vide). Notons : 7 : Uy — M la
projection canonique.

Soit 7 : R — R une fonction de classe C* vérifiant : 0 < 5 < 1, n(t) = 0 pour
t > 2/3, et n(t) = 1 pour ¢ < 1/3. On fixe pour toute la démonstration une telle
fonction 7.

Considérons I'application v, définie sur un voisinage de f; par ’expression :

v(g,2) = z +n(Re 2)p1(q, 2).

Pour tout (g, z) € l1, on a, grace a (34) :

v(g, Fi(g,2)) = v(g,2) + 1.

L’application v induit donc une application de classe C*°, notée o, de M; sur C/Z.
La (0,1) forme dv, définie au voisinage de U, est nulle au voisinage de I; et de I} (en
effet, dans un tel voisinage, 1 est constante et v est donc holomorphe). Elle passe au
quotient et définit une (0,1) forme de classe C*° sur Mj, que 'on notera de fagon
naturelle 9. C’est cette (0,1) forme qui sera le second membre du probléme 0 que
Pon cherchera & résoudre au cours des prochains paragraphes.

Avant de terminer ce paragraphe, introduisons pour Fy des objets correspondant
& ceux définis plus haut pour F} ; posons :

l0=5'_1(l1), 16’—‘5_1(l’1), Z/{0=5'_1(U1).

e) Reformulation des estimées. — Considérons ’application :
h:ty — R, (q,z) — Imuv(q, 2).

Cette fonction passe au quotient et définit une fonction de classe C° sur M, que
I’on notera également h.

Dans la suite, on commettra I’abus de notation consistant & utiliser, sur la variété
My, les coordonnées globales (g,z) : la coordonnée g est bien définie, mais pas la
coordonnée z (il y a ambiguité le long du recollement). Néanmoins, cette ambiguité
ne sera pas génante, car elle n’influence pas la valeur de h.

Fixons (q,2) € U;. D’aprés (34), on a : Imz > h(g,z) — 1/4. On déduit alors
immeédiatement de (31) (32), et (33) que :

(36) #1(6,2)| < Co?exp(—am(A0 —a*lh(g,2)]))
(37) %(q, 2| < Ca?exp(—4m(Ao —a*h(g,2)]) )
(38) |8f‘?2%f—“(q, 2| < Caexp(—4r(Ao - a*|h(g,2)]))
(39) 8v(g,2)] < Ca?ém exp(—47r(Ao — a*|h(g, z)|))
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o ||c’§v(q7 z)“ désigne la norme de la (0, 1) forme Gv dans la base (dqo, dq, . . . , dgn, dz)
(les estimées (37) et (38) sont liées au fait que @i > 2, et 'estimée (39) au fait que
i > n).

Ces quatres derniéres estimées sont & rapprocher des estimées (21) & (24) du para-
graphe 1.4.1. On dispose maintenant de toutes les estimées nécessaires pour pouvoir
résoudre le probléme 0 associé au défaut d’holomorphie de I’application v (I’estimée
(39) ne sera utilisée qu’a la toute fin du paragraphe 1.4.3, & partir du lemme 11, et
permettra de «perdrey le facteur 6™ dans une estimée de Cauchy, voir lemme 13).

1.4.3. Résolution d’un probléme 0

a) Estimées sur la structure complexe de M;. — Soit a : R — R une application
de classe C'*° vérifiant : pour tout z € R,

lz| <a(@) <zl +1, [|d(x)| <1, |d'(z)]+a"(z) 2L

a(x)

Si A représente un paramétre réel, on notera dans toute la suite de la démonstra-
tion :

~ hyp Papplication : Dy_y s X Di_s/2 = R, ¢ = (Ao — A) /ot = 37 lg;1%;

- thn = {(2,2) €U | a(h(a,2) < ha(@)};

— Upp =571 (Ura) 5

- My =mi(Usa).

Soit ¢ un paramétre réel positif. Nous allons travailler dans la suite sur les variétés
M .. Remarquons que I'application : ¢ = M, . est décroisante pour I'inclusion et
que, si ¢ est suffisamment grand (supérieur & une constante universelle), M . est
incluse dans M.

L’objet de ce paragraphe, et du lemme ci-aprés, est d’exprimer le fait que, pour ¢
suffisamment grand, la structure complexe de M . est proche de celle du produit de
D;_./2 X Di_s/2 par un ouvert de C/Z. La fonction h. représente une hauteur de
coupure, voisine de c¢/a. L’introduction d’une forme quadratique dans I’expression
de h. permet de rendre cette coupure convexe par rapport aux parameétres qo, . . . , gn.
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Cette convexité de la frontiére de M, . sera utile, au paragraphe suivant, pour montrer
que M . est une variété de Stein.
En tout point de M; ., posons :

w; = dg; (1=0,...,n)

Oh.

Alors, Qwp1 =0 et, pour i =0,...,n, dw; =0 et dw; = 0.
Suivant les notations de [12] (voir aussi §1.4.3, c)), posons :

Owny1 = Z c;-‘jc’ld)j A Wi,
J-k

Wn+1

(les fonctions c"+1 € C®(My,)) et

n+1 Z alcn+1wl + Z alc;t-,tlwl

LEMME 8. — Il existe deux constantes C3 et Cy, ne dépendant que de n, telles que,
st ¢ > Cs, M. jouisse des propriétés suivantes :
(i) Les (1,0) formes wo,...,wny1 constituent, en tout point de M1 ., une base de

Uespace cotangent holomorphe 4 M ..

(i) Posons dr = (i/2)" 2wo A@o A +++ A wpt1 A @ny1, €t notons drg U'élément de
volume canonique dans C™"2. Dans Uy ¢, on a :

C™ldry < wdr < Cdry.

(ii1) En tout point de Uy ¢, on a :

| < Oya? exp(—47r(A0 —a+|h(q,z)|))

A

|610"+1 < Cua? exp(—47r(A0 — a+|h(q,z)|))
‘&cnﬂ < Cya? exp<—47r(A0 - aﬂh(q,z)l)).

Démonstration. — D’apreés (36), (37), et (38), @1 et toutes les dérivées partielles de

1 & Pordre un ou deux convergent vers 0, uniformément sur M ., et uniformément

par rapport 3 «, lorsque ¢ — oo (i) et (ii) sont une conséquence de cette remarque.
Il reste a établir (iii) ; pour tout (q,z) € M, ona:

h(g,2) = Imz + n(Re z) Im 1 (g, 2)
1 1
Wny1 = Oh = Zdz + (57]'(Re 2)Imp1dz + n(Re 2)0Im <p1)

_ ~ 1 _
Owpy1 = 00 = Zn"(Re 2)Impidz Adz + 17]'(Re z) (E)Im w1 ANdz+dz A OIm 4,01)

8Imcp1——,( aacmd +%£1— )
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donc,

b (o e+ 02 (- S22

Ces expressions montrent que, pour ¢ > C, dz a des coordonnees dans la base
(wo, - - . ,wn+1) uniformément bornées sur M ., et dont les dérivées sont uniformément
bornées sur M .

Or, les c;“,:l, d’aprés I’expression de dw, 11, sont de la forme suivante : une somme
de termes (en nombre borné), chaque terme comprenant un facteur donné par ¢; ou
une dérivée d’ordre un de ¢, et d’autres facteurs qui sont soit des constantes, soit
des dérivées de 7, soit des coordonnées de dz dans la base (wo,...,wn+1).

Les estimées proposées en (iii) sont donc une conséquence directe des inégalités

(36), (37), et (38). 0

b) Obtention d’une variété de Stein. — Soit 1) une fonction de classe C? sur M .
D’aprés le lemme 8, on peut écrire :
n+1
85’(/) = Z Yjk wj A\ Wg.
7,k=0

A cette (1,1)-forme extérieure on peut associer la forme hermitienne :

n+1
> ik (G =5 aaw«,zc)
J,k=0
prise sur le vecteur ¢ de coordonnées ((o,...,(n+1) dans la base duale de (wo,...,

wn+1).
Si A représente un parameétre réel vérifiant : 0 < A < ¢, on notera, dans toute la
suite de la démonstration,

YA My — R, (g,2) — —log(ha(q) — a(h(q,2))).

Soit ¢’ > 0 un paramétre réel. Remarquons que :

Ohy = — zn:qu]‘, 65hc: = — iwj ANwj,

=0 =0
donc,
Y (her) ;o GGk = Zl@lz
Jk j=0
LEMME 9. — Il existe deux constantes Cs et Cg, ne dépendant que de n (Cs > Cs),

telles que, sic, ¢ vérifient : ¢ > C5 et ¢ > ¢’ > 0, alors la fonction 1 est strictement
plurisousharmonique sur M . ; plus précisément, en tout point (¢,z) € My, on a :

@0 ()68 2 gomin(L (ho(o) - alhle, ) 2)Z|<]|2

Jk Jj=0
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L Ve ,

(A,—c")/oit

(B¢ Vit

REMARQUE. — Ce lemme technique sera appliqué & deux reprises : tout d’abord
pour montrer que, lorsque c est assez grand, M; . est une variété de Stein; on aura
besoin pour cela d’une fonction plurisousharmonique et propre sur M . ; on utilisera
donc la fonction 9. avec ¢' = c. Plus loin on aura besoin au contraire d'une fonction
plurisousharmonique bornée sur M ; on utilisera alors la fonction 9. avec ¢’ = 0.

Démonstration. — On se place en un point (g, z) quelconque de M . et on fixe un
vecteur ¢ quelconque appartenant & I’espace tangent holomorphe & M; . en (g, 2) et
de coordonnées ((p, ..., (nt1) dans la base duale de (wo,...,wnt+1); 00 & :
_ 1 _
! = - e — /\ a hcl —_ h
00y = Gy Olher —alk)) A D(hes — a(w)
1 5 " 5 a(h) .
— (= / h)Oh A Oh) + ————— 90h.
+hc/—a(h) (—00hy + a"(h)Oh A O )+hcf—a(h) 00
Donc,
- 1
)i k(i = —————5 |(Ohe — a’'(R)OR 2
Jzk(w )J,kCJCk (hcl _a(h))2 l(a c (1( ) )(C)l

ﬁ—( Z(hc'm@ck+a(>|ah<c>|2) “(h (zhj,kcjck)

Le seul terme éventuellement négatif est le troisiéme terme (celui qui fait intervenir
A0h) ; or, d’aprés I'estimée (iii) du lemme 8, on a :
n+1

(41) ' Z hjk ¢ Ckl < Ca? exp(—4n(Ag — at|h(g, 2)|)) Z G

7j=0

(La fonction h est presque harmonique). Pour controler ce terme génant en 9h, on
est alors conduit & distinguer deux cas : si |[(n+1| est grand par rapport & |G, - - -, [Cnls
on domine ce terme avec ceux en d(hy —a(h)) AO(he —a(h)) et en dh Adh; sinon, on
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le domine avec le terme en 89h... Dans les deux cas, on minorera par zéro les autres
termes positifs.

Premier cas : |Guy1] > 4(n + 1) max((Gol, -, Gal)-

Puisque |a'(h)| + a"(h) > 1, on a toujours : |a’(h)| > 1/2 ou (et) a”(h) > 1/2.
Supposons |a’(h)| > 1/2. Alors,

|(Ohe —aWOWQP > (310h(O)] = 0he ()

1 - 2
> (Glmal =2 161)
Jj=0
1
2 E|Cn+l|2
1 n+1
>

3 > GE
i=0

Supposons a'’(h) > 1/2. Alors,

a"(R)IBh())? > —ICn+1|2
n+1
> —ZKJP

On en déduit, en utilisant (41),
= 1 1 1 1
VigCiCp > —— (min( — ———— =
JZ;(’”C ik Gi G 2 o a(h) (m‘“(32 her — a(h)’ 4)
n+1

— C o® exp(—4n(Ag — aT|h(g, 2 )ZKJP

Donc, pour ¢/ > C,on a:

n+1

1 2
@ DGz g T Gyt ety )Zl@l
Deuziéme cas : |Coy1| < 4(n+ 1) max(|Col, - - ., |¢nl)-
Alors,
n+1
Zlgl“’ (1+16(n +1) >2|@|2
3=0
donc
1 n+1 R
_%: )i kGiCe > H—lm Z 1617
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et donc, en utilisant (41),

Z(d’C JkCJCk_h : ( E(h )JkCJCk_ZthCJCk)

J.k 7k
! L Ca? 4m(Ag — aT|h S P
her —a(h) ((1+16(n+1)2) ~ G exp(—dn(Bo — o] (q’z)])));«)'@" :

On en déduit que, pour ¢ > C, on a :

n+1

(43) S Wik GG > 5 P Zlcjl"’

gk

Au vu de (42) et (43), Pestimée (40) du lemme est démontrée dans tous les cas. O
COROLLAIRE 3. — Pour tout ¢ > Cs, M . est une variété de Stein.

Démonstration. — En tant que produit d’ouverts de C, D;_, /2 X D;_s/2 st une va-
riété de Stein. Il existe donc une fonction x strictement plurisousharmonique, minorée,
et propre sur D;_, /5 x Di_s/2. La fonction :

P:Mie— R, (¢,2) — (g, 2) + x(9)

est alors strictement plurisousharmonique, minorée et propre sur Mj ¢, qui est donc
une variété de Stein. O

¢) Un résultat de résolution de l’opérateur 0 avec estimées L? dans les variétés de
Stein. — L’objet de ce paragraphe est d’introduire quelques notations et de repro-
duire, ipso facto, un théoréme énoncé en appendice de [12]. Il s’agit d’un résultat
de résolution de I’opérateur O avec estimées L?, essentiellement da & Hérmander, et
adapté par J.-C. Yoccoz et R. Pérez-Marco au cas des variétés de Stein pour les-
quelles la structure complexe est suffisamment proche d’une structure plate. On ne
traite, pour simplifier les notations, que le cas des fonctions, qui est le seul dont on
ait besoin.

Soit M une variété de Stein de dimension n+2, munie d’une métrique hermitienne.

On suppose qu'’il existe des formes wy, .. .,wn+1 de classe C*® sur M, de type (1,0),

formant en tout point de M une base orthonormée de I’espace cotangent holomorphe
i\ n+2 - - 12 N

a M. On note dr = (%)"Jr wWo A@g, -+, Wnt1 AWy Iélément de volume associé & la

métrique hermitienne.
Pour une (0,1) forme f = Y fi@;, notons :

17 =S 141
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Pour une fonction w € C*(M), posons :
dw = 0w+ 0w = Zaiw wj +Z(§iw @5
i i
H0w = ij,k wj A\ Wg.
jok
Introduisons des fonctions af ;, ¢k, € C°°(M) par les formules :

_ i )
Ow; = E aj p Wi AWk
j<k

_ i -
Ow; = E Cjk Wi N\ Wg.
Ik

Finalement, donnons-nous deux fonctions réelles 6y, 61 € Co(M) vérifiant :

|5kl < fo |aj .| < o
|01 k| < 61 |Guaji] < 61
|Bucji| < 61 |Buaj | < 61
THEOREME 6 (reproduit de [12]). — Il existe une constante A ne dépendant que

de la dimension de M, possédant la propriété suivante : étant données une fonc-
tion § € Co(M) strictement positive sur M, une fonction ¢ € C?*(M) strictement
plurisousharmonique sur M, et une (0,1)-forme f de classe C*® sur M wvérifiant :

n+1
> ik 27k > (0 + ABF +61)) (Z |Zj|2)»
=0

jok
/ $||f||2€_¢dr < 400, Of =0,
M

il existe u € C®°(M) vérifiant :

du = f,
1
/ |u’2e‘¢dr < / -—||f||2e_¢d7.
M m 0
d) Application de ce résultat. — On supposera, dans toute la suite de la démonstra-

tion, que l’on a ¢ > Cj ; d’aprés le corollaire 3, M . est alors une variété de Stein, et
on pourra appliquer les estimées des lemmes 8 et 9.

L’objet de ce paragraphe est d’appliquer le théoréme 6 & la (0,1)-forme 9o sur
la variété M; . munie des formes wp,...,wn+1 et de la forme volume dr définies au
paragraphe 1.4.3,a). Pour cela, il faut construire des fonctions 6, 6, 6, et ¢ satisfaisant
aux hypothéses de ce théoréme.
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Dans notre cas, toutes les fonctions a’ ik et cJ «» & ’exception de ¢’ 7 k , sont nulles, et
on dispose sur c?f des estimées du lemme 8, (iii). Pour tout (g, z) € M; ., posons :

0o(q,2) = 6, (q,z) = Cy0? exp(—47r(Ao —at|h(g, z)|))
0.9 = 1 gz (mo(@ - alblg.))

8(q,2) = ~log (ho() — a(h(q,2)) ) = 8(1 = K) (A0 — a*a(h(g, )

(Cy est la constante qui intervient dans les estimées (iii) du lemme 8, Cg est la
constante qui intervient dans 'estimée (40) du lemme 9, et hy représente la fonction
ha, définie au §1.4.3, a), lorsque A = 0).

Ay 1ot

(A=)t

LEMME 10. — Il existe une constante Cy; (ne dépendant que de n), C; > Cj telle
que, si ¢ > C7, alors, en tout point de My, on a :
n+1
DGk > (6+ AWM +61) D11
.71k ]_0
Démonstration. — Plagons-nous en un point (g, z) quelconque de M . Par définition
de 6, 0p, et 61, pour ¢ > C,on a:
1
(44) 0+ A6 +6,) < §-C—(h0 —a(h))
D’autre part, d’aprés (41) et l'estimée (40) du lemme 9, pour ¢ > C, on a :
1 n+1
(45) > 4ia6iCi 2 55 (ho — a(h) Z sl
ok
L’inégalité du lemme se déduit immédiatement de (44) et (45). d
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LEMME 11. — Quitte ¢ augmenter la constante C7, on a, pour tout ¢ > C7,

1, 2
“\oo||“e~tdr < 62,
/MM 290 e¢dr <

Démonstration. — On vérifie, par définition de wo,...,wnt1, que la norme de Ov
dans la base (wp, . . .,wnt1) vérifie une estimée analogue a ’estimée (39) sur la norme
de Ov dans la base (dqo, - . ., dqn,dz), & savoir que, pour tout (g,z) € My, on a:

109(q, 2)|| < Ca?é™ exp(—4m(Ao — a™|h(g, 2)])).-

D’ou, par définition de @ et de ¢,

/ 213w|e2ar <
Ml,c

co /M (Bo/a* ~ |h(g,2)]) e’ exp(~8mr (Ao — a*|h(g, 2)])) dr.

1,c
Finalement, grace au lemme 8 (ii),

1 =~ 12 —¢ on (Ao—c)/a+ + 3 +
/ -0—”81)” e %dr <Cé (Ao —at|z|)” exp(—8mk(Ao/at|z])) ade.
Mi,c —(A¢—c)/at

Un changement de variable dans I'intégrale permet de conclure. O

Puisque 87 est O-fermée, on vérifie, d’aprés le corollaire 3 et les deux lemmes
ci-dessus, que toutes les hypothéses sont réunies pour appliquer le théoréme 6 & la
résolution du probléme J pour la (0, 1)-forme 99 sur la variété M; ¢,. Il existe donc
u € C®(My,c,) vérifiant :

Ou = 00,
(46) / |u]2e_¢d7' < 6%,
Mi,c,
Pour tout (g, z) € Uy,c,, posons :
Kl(qu) = v(q,z)—uom(q,z),
wi(q,2) = Ki(g2) -2

Les fonctions K; et w; sont holomorphes sur int (Z,Il,c,), et K, conserve la propriété
fondamentale de v & savoir que : Pour tout (g,2) € U1,c, N 1,

(47) Ki(g, Fi(g,2)) = Ki(g,2) + 1.
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1.4.4. Fin de la construction

a) Prolongement des applications uniformisantes. — Pour tout (p,¢) € Upc, (rap-
pelons que Uy ¢, = 6(Us,c,), posons :

Ko(p,¢) = K1(3(p,¢)) et wo(p,¢) = Ko(p,¢) — (/po-

Si A représente un paramétre réel, on notera dans la suite de la section 1.4 :
Via = {(‘L 2) €Dy _pja X D1_g5/2 x C l
|Im 2| < (Ao — A) /et — k| Rez| et |Im(ao(q)z)| < Ao — A},

VO,A = (—7_1(V1,A).

Vocs U, Viey

e, =

LEMME 12. — [l existe une constante Cg ne dépendant que de n, Cg > C7, telle que
K (resp. Ko) se prolonge en une application K, (resp. Ko) sur Vi cq (resp. Vo,cs)
et qui vérifie, pour tout (q,2) € V1,c, tel que (g, Fi(g,2)) € Vi,cq,
—I?l (q7 Fl(‘L Z)) = }?l (q7 z) +1
(resp., en posant (p,() = 071(q,2), Ko(p, Fo(p,¢)) = Ko(p,¢) +1).
Démonstration. — Fixons (g,z) € V1. et posons : (p,() = 0~1(g,2). D’aprés l'esti-
meée (36), pour ¢ > C,on a: ]gol (q,z)' < k/2. Alors,
(i) si(g,2) € V1,c et Re(Fi(g,2)) <0, alors (g, Fi(g,2)) € Vi,c;
(ii) si Rez > 0 et (g, Fi(g,2)) € Vi,c; alors (¢,2) € Vi .
Posons : Fi 4(z) = Fi(g,%). D’aprés les remarques ci-dessus, il existe un (unique)
k(p,¢) € Z tel que :
FFPO(2) eth\ 1},
De plus, pour ¢ > C, on a en fait :

Flkygp,() (Z) € U,c,.
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Posons alors :
Ri(g,2) = K1 (FI9(2)) - k(. 0).

D’aprés (47), Papplication K est continue sur V; ., et holomorphe sur Vi1,c privé des
itérés par Fi , des points de [, donc holomorphe sur V; . tout entier; de plus, si
(¢,F1(g,2)) € Vi,c, on a, par construction :

Ki(g,Fi(g,2)) = K1(g,2) + 1.

On peut construire Ko de maniére analogue, ou bien poser : Ko(p,¢) = K1(co(p,())
et les assertions du lemme sur K se déduisent facilement de celles sur K ;. Le lemme
est donc démontré. O

b) Estimées L™ pour les applications uniformisantes. — On veut maintenant obtenir
des estimations L™ sur wg et w; & partir de I'estimée (46) sur la norme L? de u, &
I’aide d’une inégalité de Cauchy. Pour cela, on est conduit & restreindre, une fois
encore, les domaines dans les directions des paramétres.

Si A représente un paramétre réel, on notera dans la suite de la démonstration :

90,/\ = VO,A N (V X D,«_(; X C),

9l,A = 6(90,1\)7
Uin = Un (DiwxDigx{z€C|Imz| < (A -A)/a*}),
Upn = G (thn)

(rappelons que V = D(a, (1 — &)7)). D’autre part, pour (g,z) € V1 ¢, (resp. pour
(p,¢) € Vo,cs), On note :

Wi(q,2) = Ki(g,2) —z (resp. : Wo(p,¢) = Ko(p,¢) = ¢/po)-
LEMME 13. — Posons : Cg = Cg+2. Alors, pour tout (q, z) € Zjl,cg (resp. pour tout
(p,¢) € Uo,cy), on @ :

|w1(q,z)| < Cexp(—4ﬂ(1—,¢)(A0_a+|ImZ'))

(resp. Jwo(,Q)| < Cexp(=4r(1 = 5)(A — (a*/Repo)| Im(])).
Démonstration. — Posons :
X1 = Dl_n/szl_(j/QX{Z €C|-1/4<Rez<3/2et|Imz| < (A0—08—3/2)/a+}.

On vérifie que x1 C V1,¢s. On veut tout d’abord établir une estimée L? analogue &
(46) pour w; dans xi, pour se ramener ensuite & une estimée L*>° dans L?l,cg grace
4 une formule de Cauchy.
Soit (g, 2) € x1 ; on vérifie que trois cas seulement peuvent se présenter :
(1) (q7 Z) € Z/{1,0’3 5
(ii) (q, Fi(q, 2)) € Uics;
(i) Il existe (q,2') € Us,cq tel que z = Fi(g, 2").
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On peut calculer explicitement ’expression de w; dans ces trois cas. Tous les termes
font intervenir ¢; ou u. On déduit donc de I’estimée (46) sur u, de 'estimée (36) sur
©1, et du (ii) du lemme 8 que :

(48) / [@1(g,2)[*e¢ dry < C8™.
X1

Soit (g,2) € L71,CS+2. On vérifie par définition de x1, que le polydisque ouvert de
centre (g, z) et de rayons : £/2,6/2,...,8/2,1/4, respectivement dans les directions
des variables qo,q1,- . -, qn, 2, €st tout entier inclu dans x;.

Une inégalité de Cauchy (voir appendice 1.6.3) appliquée & 1’estimée L? (48) res-
treinte & ce polydisque montre alors que :

i (g,2)]e™/2 < C.

L’estimée sur |w1 (q,z)| provient alors directement de la définition de ¢, et celle sur

]wo (p, ¢ )| s’en déduit immédiatement. O
c¢) Obtention de ’application K. — 1l existe une constante Cyg telle que, pour tout
(p,¢) € Vo,cy,, il existe un unique k(p, ¢) € Z tel que :

. ~
(49) Fob9(C) € Uo,c, \ Iy

(une assertion analogue a déja été établie lors de la démonstration du lemme 12).
Posons :

V., = {(p, z2) €V xDi_sxC l H est définie en (p,z) et (p, H(p,2)) € ]70,(;10}

(Papplication H a été définie au §1.4.2, a)).
Si A représente un paramétre réel positif quelconque, on note :

Wh = {(p,z) €EVxD;_;xC|
|Im z| < (Repo/a™) (Ao — A) et Re(—1/po) < Re(z/po) < Re(l/po)}.
LEMME 14. — Il existe une constante Ci; telle que : We,, C V_1.
Démonstration. — C’est une conséquence de Pestimée (28) sur H. a

Nous sommes maintenant en mesure de construire ’application uniformisante K
pour F'. Plagons-nous sous ’hypothése (Ha,+cy,); alors Ag > Ci1 et We,, est non
vide. Considérons I'application :

K : Wey, — C, (p,z) "—}FO( ,H(p,Z)).

On vérifie immédiatement que, pour tout (p,z) € We,, tel que (p, F(p,2)) € Wey,,
ona:

K(p,F(p,2)) = K(p,2) + 1.
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LEMME 15. — Pour tout (p,z) € We,,, on a :
‘K(p, z) — z/pol <Ca™t exp(—27r((Repo/a+)A0 - |Imz|)>
Démonstration. — Fixons (p, z) € We,,. Par définition de K, on a :
|K®.2) = 2/po| < [Ro(p, H(p.2)) = H(p,2) /| + [H(p, 2)/p0 — /o]

Notons : { = H(p, z). Puisque ¢ € )70,010, il existe, d’aprés (49), un unique k € Z tel

* e
que : (Fo,p)" () € Uo,co-

On déduit des estimées (29) sur ¢q et (28) sur H que le produit ka est borné (par
une constante de 'ordre de 1). Alors, par définition de K,

[Ko(p,¢) = ¢{/pol < |Ko(p, (Fop)*({) = Fop(Q)/po] + |(F5.(¢) =k = Q)/pol -
On déduit alors du lemme 13 et de 'estimée (29) sur o que :
|Ko(p, ¢) — ¢/po| < Cexp(—4n(1 - &)(Ao — (" /Re po) |Im 2[)).
D’autre part, d’aprés (28), on a :
|H(p,¢)/po — ¢/pol < Ca™ exp (—21(Ap — [Im z[)).

Le lemme se déduit aisément de ces deux derniéres estimées. O

L’application uniformisante K vérifie donc bien les propriétés recherchées. Ceci
termine la démonstration du lemme 6.

1.5. Construction d’applications uniformisantes (cas d’une petite hauteur
de bande)

Donnons-nous quatre réels a, 7, 7, et § satisfaisant aux hypothéses suivantes :
0<a<1/2, 0<7T<a/2, 0<d<T<]1,
un entier n, un paramétre €9 > 0, et une application analytique
F :D(a,7) x D, x BA - C
(D, désigne le polydisque de centre 0 et de rayon r dans C") telle que, pour tout
p = (po,---,pn) € D(a,7) X D,, application
Fp):Ba—=C, zw F(p,2)
appartienne & Dy (A).

0
Posons : U = D(a,7), V=D(a,(1 —k)7), 0" =a—Tet:at =a+r.

Donnons-nous un réel eo > 0, un réel & > 0 vérifiant o > @&, et posons :
W=V xD,_sx{z€Ba_es | -1<Rez<1}.

Dans toute cette section, on notera ¢'(A,ea) (resp. €”(&, A, §,ea,n) toute constante
réelle qui ne dépend que de A et de ea (resp. que de @, A, §, €a, et n). On notera
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€(€o) toute constante qui ne dépend que de g9, &, A, §, €a, et n, et qui converge vers
0 lorsque o converge vers 0 et que &, A, J, €a, et n sont fixés (uniformément par
rapport & a vérifiant a > @).

L’objectif de cette section est de démontrer le lemme suivant :

LEMME 16. — Il existe €'(A,ea) > 0 et &"(a, A, d,ea,n) > 0 tels que, si
Tla <& (Ayen) et eg <e'(@ A, b,en,n),

alors il existe une application «uniformisante» K pour F, définie et analytique sur
le domaine W, telle que, pour tout (p,z) € W, on ait :

(i) si (p,F(p,2)) €W, alors : K(p,F(p,2)) = K(p,2) +1;
(i) |K(p,2) = 2/po| < e(e0)-

Tout comme au cours de la section 1.4, il s’agit donc de construire une famille
K d’applications uniformisantes associée & la famille F'. En fait, on va tout simple-
ment effectuer la méme construction qu’au cours de la section 1.4, en ’adaptant aux
hypothéses légérement différentes du lemme ci-dessus.

La démarche générale sera donc trés similaire a celle de la section 1.4 Les calculs
seront plus simples, et les estimées souvent moins lourdes : en effet, on travaillera avec
une famille arbitrairement proche de la famille des rotations, et toutes les estimées
sur la taille des parties non linéaires des applications, sur la structure complexe de
la variété de Stein, etc. seront de ce fait «gratuites» (en particulier, on n’aura pas
besoin de «lemme de forme normale», comme au cours de la section 1.4, pour faire
diminuer la taille des parties non linéaires). En revanche, il faudra étre soigneux pour
estimer les pertes dans les hauteurs de bandes : en effet, la perte totale permise n’est
plus définie & une constante universelle additive prés.

On renvoie au paragraphe 1.4.1 pour une description heuristique de la démons-
tration (aux différences prés évoquées ci-dessus). On renverra également souvent, au
cours de la démonstration, & la section 1.4 pour plus de détails.

1.5.1. Construction d’une variété complexe avec estimées

a) Changement d’échelle et inégalité de Cauchy. — Notons F Vapplication : (p, 2) —
F(p,poz)/po, et posons : F(p,z) = z+po+¢(p,z) et : F(p,z) = 241+ @(p, z) ; alors,
@(p, 2) = ¢(p, poz) /po- )

Un calcul élémentaire montre que, si 7/a < €'(A,ea), alors F' est définie sur
I’ensemble :

UxD,x{z€C||Rez| <2 et |Imz| <a '(A-rkea)}.

Clairement, pour tout (p,z) appartenant i cet ensemble, on a : |@(p, 2)| < €o/a™.
Considérons le difféomorphisme holomorphe :

0:UxD, — DxDy, (po,p1,---,0n) — ((po —)/7,p1/7,...,Pa/T).
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et notons Fj Papplication : (g,z) — F(071(q),z); cette application est définie sur
D x Dy x {z/|Rez| < 2 et |Imz| < a1 (A — kea)}; pour tout (g,z) appartenant a
cet ensemble, posons : Fi(g,z) = z + 1+ p1(q, 2) ; alors, p1(q,2) = @(c71(q), 2) et :

(50) le1(g,2)| < e(eo).
Des inégalités de Cauchy montrent que, pour tout
(¢,2) € Di_yy2 x D1_5/5 x {z/|Rez| < 3/2 et |Imz|<a '(A-2kea)},

on a:

0

(51) 575(@,2)| < eleo)
82(,01

2 —_— .

(52) 55| < eleo
(voir §1.4.2, c¢) pour plus de détails).

b) Construction d’une variété complexe. — Posons :
li = Di_xppxDi_52x{z€C|Rez=0et|Imz| < a (A - 3kea)},

h

{(p7 Fl(p’z))/(p, Z) € ll}7

et définissons !] comme au §1.4.2, d) (voir le dessin). Notons D; le domaine ouvert
connexe délimité par £1, ¢} et £{, et posons : Uy = D1UL UL, . Sieg < (&, A, b,ea,1),
alors Fi est définie dans un voisinage de U et y vérifie encore les estimées (50), (51)
et (52).

Notons M la variété obtenue en recollant les bords de M; par 'action de Fy, et
m : Uy — M; la projection canonique.

Soit 7 : R — R une fonction de classe C* vérifiant : 0 < 5 < 1, n(t) = 0 pour
t>2/3etn(t) =1pourt<1/3, et soitv: (p,z) = z+n (Re z)p1(p, z) défini sur
un voisinage de U;. Pour tout (p, z) € {1, on a :

v(p, Fi(p, 2)) = v(p,2) + 1,
et la (0,1) forme dv sur U; passe au quotient et définit une (0,1) forme dv de classe
C® sur M;.
On définit enfin :
Uo
b

{(p,2) €U x D, x C | (0(p), 2/po) € Us },
{(p,2) €U x Dy x C | (a(p), 2/po) € tr}.

c) Estimées sur la structure compleze. — Considérons I’application :

h:Uyou My =R, (p,z)~» Imu(p,2).
En tout point de M, posons :
w; = dpi (i:O,...,n),

Wnt+1 = Oh.
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et définissons comme au paragraphe 1.4.3, a) les fonctions c?tl. Alors, on retrouve
pour la variété M; munie des formes wo, ..., wn+1 des propriétés analogues a celles
énoncées au cours du lemme 8; en particulier :

|cfit < e(eo), 18echt | < eleo)s  1Bec)t| < o).

1.5.2. Résolution d’un probléme §

a) Obtention d’une variété de Stein. — Soit a : R — R une application de classe
C vérifiant :

lz| < a(z) < |z| + Kea, |a'(z)| <1, |d'(z)|+a"(z)>1.

Considérons 'application :

. 3 KEA ~—
h:Dy_ 2 xDi_52 >R, pra 1(A—455A)—n = Z]pjlz.

Posons :

U = {(p,2) €Uy | a(h(p,2)) < h(p) — kea},
Mz = 7r1(U2).

On vérifie que, si g9 < €"(&,A,d,ea,n), alors 'adhérence de Uy dans Dy_, /s X
D;_s/2 % C est incluse dans U .
Pour ¢ =0 ou ¢’ = kea, considérons application :

wc’ : MZ — R7 (p)z) — _1Og(ﬁ(p) - - a(h(pvz)))

LEMME 17. — Pour g assez petit (c’est-a-dire eg < €' (&, A, d,ea,n)), Yo est stric-
tement plurisousharmonique sur My et vérifie en tout point de My :

(53) > (W) G G
T
’ n+1

> &"(a, A, 8,ea,n) min (1, (h(p) - ¢ = alh(p,2)))?) 3 IGI*
j=0

La démonstration est analogue & celle du lemme 9.
COROLLAIRE 4. — Pour gy assez petit, Mo est une variété de Stein.

La démonstration est analogue a celle du corollaire 3. Il faut utiliser la fonction .
avec ¢ = kea.
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b) Résolution du probléme 0. — Soit v un paramétre réel, strictement positif & dé-
terminer.
Posons 0 = 6y = 6, = v et ¢ = )y (c’est-a-dire la fonction 1 lorsque ¢’ = 0).
D’aprés 'estimée (53), pour v = €"(a, A, d,ea,n), on a, en tout point de My :

n+1
D bk GG > 0+ AW +61) Y 16
Tk =0

(A désigne toujours la constante, ne dépendant que de n, qui intervient dans le théo-
réme 6). On fixe dorénavant une telle valeur pour v.
D’autre part, puisque la fonction e =% est majorée par o~ A sur My, on a l'estimée :

1 -
[ GlidnlPe2dr < .
My o
Toutes les hypothéses sont donc réunies pour appliquer le théoréme 6 & la (0, 1) forme
00 sur la variété M. Il existe donc u € C°°(My) vérifiant :
Ou = 0v
/ |ul?e=%dr < e(eo).
Mz
En tout point de Us, posons :
Kl(pvz) = v(p,z) —uo ﬂ-l(pa Z)
L’application K; est holomorphe sur Us, et pour tout (p,z) € £ NU2, 0n a :
(54) Kl(paFl(pvz)) :Kl(p7z)+1

1.5.3. Fin de la démonstration

a) Estimées L. — Un calcul élémentaire montre que, si g < €”(a, A, §,ea,n), alors
'ensemble : {(p,z) € Uy | |Imz| < a~(A — 6kea)} est inclus dans Us. Alors grace
a léquation (54), on peut, si g < €”’(a, A, d,ea,n), prolonger 'application K; sur le
domaine suivant :

X1 =Dj_x2xDy_5/2x{z€C|-1<Rez<2et|Imz| < a (A —Tkea)}
(voir §1.4.4, a) pour plus de détails). Notons encore K; 'application ainsi prolongée

et posons : K (p, z) = z + w1 (p, z). On vérifie alors que :

lwi (p, 2)[Pe~%dr < e(eo).
X1

Posons :
U =UrN(Dy_x x D15 x Ba‘l(A—SnsA))'

Alors U; est relativement compact dans U, et on déduit de l’estimée L? ci-dessus,
grace & une inégalité de Cauchy, que, pour tout (p,z) € Uy, on a :

|w1(p, 2)| < e(eo)
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(voir §1.4.4, b) pour plus de détails).
b) Obtention de l’application K. — Posons :
Z:{lO = Z/IO n (V X Dr—é X BA—Qm—:A)~

On vérifie que, si 7/a < €'(A, ), alors, pour tout (p, z) € Uo, (a(p), z/po) € Uy ; pour
tout (p, z) € Up, on pose donc : K(p, z) = K1(o(p), 2/po). Pour tout (p,z) € Uy N o,
on a:

(55) K(p,F(p,2)) = K(p,z) + 1.
Posons :
W=VxDr_sx{z€C|-1<Rez<1let|Imz| <A —10kep}.

On vérifie que, si grace a ’équation (55), prolonger K en une application holomorphe
sur W (notée encore K) et qui vérifie, pour tout point (p,z) de W,

|K (p, 2) = z/po| < €(eo)-

Puisque A — 10kea > A — e, le lemme 16 est donc démontré.

1.6. Appendices

1.6.1. Un lemme de forme normale. — Soient A > 0, A € C, et F € D}(A).
Supposons que A vérifie: 0 < ReA < 1— ket : |ImA| < 1/k, et posons :

F(z) =z+ X+ ¢(2).
L’objet de cet appendice est de démontrer le lemme de forme normale suivant :

LEMME 18. — Pour tout m € N*, il existe une (grande) constante positive d,, qui
ne dépend que de m, telle que, si A vérifie :

1
A > —log|\ ™ +dn
27
(posons : Ay, = A — % log |A| 7! —dm ), alors il existe une application F,, € D' (Ay,),

satisfaisant aux propriétés suivantes :

(i) Notons \p, le terme constant du développement en série de Fourier de l’applica-
tion : z = F,(2) — z, et posons, pour tout z € Ba,,, Fin(2) = 24+ A + om(2).
Alors,

[Am — Al < |A| exp(—4mAr),

et pour tout z € Ba,,,
[om(2)] < 1A exp(—dm (A — [Tm2])).

(ii) Les applications Fp, et F' sont conjuguées. Plus précisément, il existe une appli-
cation Hy, € S(Ay,) telle que :
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60 CHAPITRE 1. PERTURBATIONS HOLOMORPHES DES ROTATIONS

(a) pour tout z € Ba,,,
|Hm(2) — z| < exp(—27r(Am —|Im zl));
(b) pour tout z € Ba,, tel que F(z) € Ba,,,
Fr 0 Hy(2) = Hp 0 F(2).

De plus, si F € D“(TY), alors Hy, € D“(T") et F,, € D“(T"). Enfin, la dépen-
dance de la conjugaison Hy, (et donc de F,) par rapport ¢ A et auz coefficients du
développement en série de Fourier de ¢ est analytique.

Démonstration. — Nous aurons besoin, au cours de la démonstration, d’introduire
des constantes universelles ou ne dépendant que de m. De maniére & alléger les nota-
tions, ces constantes seront toutes notées : C.

Soit ¢ un parameétre réel positif. On fait I’hypothése :

1
A> %log]/\l_1 +ec,

et on cherche 4 déterminer une valeur de c suffisamment grande pour que, sous cette
hypothése, les conclusions du lemme soient satisfaites. Posons : A’ = A — % log |A| 2.

Nous allons démontrer le lemme en deux étapes. Tout d’abord, dans le cas parti-
culier : m = 1, puis, dans le cas général, en raisonnant par récurrence sur m.

1) Démonstration dans le cas : m = 1. — Posons p = E(\) (E désigne application :
z + exp(2irz)). D’aprés les hypothése sur A,

CTHAI S 1= ul < CIA.

Posons :

QD(Z) — Z akeZiﬂ'kz — aleZ'hrz + a_le—%nz + A(p(z)
kezZ*
Une estimée de Cauchy montre que, pour tout k € Z*,

(56) lax < exp(~2nlk(A),
donc, pour tout z € Ba_1,
(57) |Ap(z)| < 4exp(—47r(A - |Imz|))
Pour § > 0, notons : As = E(By), et notons f I’application :
Axr = C*, uw EoFoE '(u).
Considérons, pour u € Aa, les fonctions A f(u) et Af (u) définies par :

. . 1+ 2i7[(1_11L 1 —
1
flu) = uu(l + 2imau + 2ira_qu” T + Af(u)) = ,uu( 1—2ira, +A f(u))

MEMOIRES DE LA SMF 77



1.6. APPENDICES 61

Soit u € Aa quelconque, et soit z € C tel que : E(z) = u. Alors, d’aprés (56) et
(57), Af et Af vérifient :

|Af)| < Cexp(—47r(A—]Imz|))
(58) Ig}‘(u)] < C’exp(—47r(A—|Imz])).

Notons fy la transformation de Mgbius :

= 1+ 2ira_ju!
u uy—
M Siraru

Supposons : ¢ > C. Alors, d’aprés '’hypothése faite plus haut sur A, fo admet deux
points fixes, I'un proche de 0 (notons-le zg) et 'autre proche de oo (notons-le z).
De plus, les formules explicites qui donnent ces points fixes montrent que :

(59) lzo| < CJA|7'exp(—27A),
(60) oo™t < C|A|7'exp(—27A),

et aussi que, si a; = G_1, alors T, = (Tg) .
Notons M la transformation de Mobius :

zZ— X9

zZ = Z
1- =

)

Alors I'application M o fo o M~! est une homothétie ; notons v son coefficient. Un
calcul simple montre que :

1
14+ -2
H Loo
v=yp
1 +,uﬂ)_
o0
On en déduit que :
(61) lv — p| < C|A| 7! exp(—4rA)

et aussi que, si a; = a_g, et si |p| =1, alors |v| = 1.
D’aprés les estimées (59), (60), et (61), pour tout u € Aa/_¢ (en notant z un point
de C tel que E(z) = u), on a les estimées suivantes :

(62) lul/2 < |M(u)| < 2Jul
(63) |M(u)/u— 1] < Cexp(—2n (A" — [Imz|))
(64) 1/2 < |M'(u)] < 2.

Soit Hy : Bo/—¢ — C un relevé de M par le revétement E. Posons : H1(z) = z+h1(2).
On déduit alors de (63) que I'on peut choisir le relevé H; de maniére & avoir, pour
tout z € Ba/_¢,

(65) |h1(2)] < Cexp(—2r (A" — [Imz])).
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Soit f1: M(Aa) 2 C,v=> Mo foM~(v). Ona:
fi(v) —vv= Mo fo M () = Mo fyo M~} (v).
On déduit alors de (58), (62), et (64) que, pour tout v € Aa/—¢ (en notant z un point
de C tel que : E(z) = v),
(66) |f1(v) — vov] < Clv|exp(—4n (A — | Im z])).

Notons F l'application : Bar—¢ — C, z +— Hj o F o H; !(2). Pour tout z € Bar_¢,
ona:

Eo Fl(Z) = f1 o E(Z)
Notons A; le terme constant du développement en série de Fourier de I’application :
2+ Fy(z) — z, et posons : Fy(z) = z + A1 + ¢1(2). Alors on déduit de (61) et (66)
que, pour tout z € Bar_¢,

l¢1(2)| < Cexp(—4m(A — [Im z|))
et que :
(67) A1 — Al < C|A| 7! exp(—47A).

On déduit de (65), (66), et (67) toutes les estimées du lemme dans le cas : m = 1.
De plus, si F' € D¥(T?), alors A € R et a—; = a7, donc A\; € R et 2o = (Tg) 7!, ce
qui montre que Hy, et donc Fi, appartiennent également & D“(T!). Enfin, puisque
M dépend analytiquement de A, a;, et a_1, il en est de méme pour H;. Ceci termine
la démonstration du cas m = 1.

2) Démonstration dans le cas m > 1. — Supposons que le lemme soit vérifié pour un
certain entier m > 1, et montrons qu’il est encore vrai pour m + 1. On fait toujours
I’hypothése que :
1
A> —log|\|t+ec
2r

ol ¢ est un paramétre réel strictement positif, et on cherche & déterminer une valeur
de ¢ suffisamment grande pour que, sous cette hypothése, les conclusions du lemme
soient vérifiées.

Supposons : ¢ > dy, (notons : A, = A— % log |A\|~! —d,,). On peut alors appliquer
le lemme pour lentier m : il existe une application Fy,, € D(A,,) satisfaisant aux
propriétés suivantes :

1. Notons A, le terme constant du développement en série de Fourier de F,, et
posons : F,(2) = z 4+ A + @m(2). Alors,

(68) [A = Am| < |\l exp(—47A,)
et, pour tout z € Ba,_,

(69) lom (2)] < [AN™ exp(—4m(Ap — |Imz])).
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2. Les applications F, et F' sont conjuguées par une application univalente H,, :
Ba,, — C qui vérifie, pour tout z € Ba,,_,

(70) |Hm (2) — 2| < exp(—27(Ap, — | Im 2])).

On cherche un difféomorphisme G,, dont on veut qu’il conjugue F,, & une fonction
Fn+1 plus proche que F),, de sa partie linéaire, c’est-a-dire que ’on cherche & obtenir
une formule du type :

G (Fn(2)) = Gm(2) + A 4+ .
Cherchons G, sous la forme : G,,,(2) = z + AG,,(2) ; équation ci-dessus se réécrit :
AGp (Fn(2)) = AGn(2) = —om(2) + - - -
On est donc conduit & choisir pour AG,,, une fonction dont la dérivée est proche de :
z = —pm(2)/(Fm(2) — z). Définissons AG,, comme la primitive s’annulant en zéro
de la fonction : z = —pm(2)/Am, dans Ba .. Puisque ff“ em(t)dt = 0, AG,, est
Z-périodique. Donc, 'application : G, : 2 = z + AGy,(2) appartient & D(A,,).
Pour tout z € Ba,,, on a, d’aprés (69),
(71) |AGm(2)| < C)A|™ exp(—4n(Am — | Im 21)).
On peut alors définir une application Fp,11 € D(A,, — C) en posant :
Frny1(2) = G o Frp 0 G1(2).

Soit z € Ba,,—¢ quelconque; posons y = G.!(z). Alors,

lFm+1(z) -z )‘ml = IGm o Fn(y) — Gm(y) — /\ml
|90m(y) + AGm (Fm(y)) - AGm(y)I

< [ 1AG 1+ 4P w) = 0) (Fulo) =) + om0
1

< /0Iﬁ‘ﬂm(y+t(Fm(y)_y))(/\m"'(ﬂm(y))_Wm(y)ldt
1

< /0 lom (Y + t(Fm(y) — y)) — om(y)|dt

+'f#‘ /01 |om (y + t(Fm(y) — v))|dt.

Or, on déduit immédiatement de (69), grace & une formule de Cauchy, que, pour tout
z € Ba,,-1,

[Pin(2)] < N exp(—4m(Ap — 1 - [ Im 2])).
On déduit de (68), de (69), de cette derniére inégalité, et du fait que m > 1, que,
pour tout z € Ba,, ¢,

|Fnt1(2) = 2 = Am| < CIA™? exp(—4m(Am — | Im 2])).
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Notons Aj,+1 le terme constant du développement en série de Fourier de I'application :
z2 = Frpp1(2) —z et posons : Fiy1(2) = 2+ A1 + ©m+1(2). Alors on déduit de (68)
et de I'inégalité ci-dessus que :

(72) Am+1 — Al < C|A|exp(—47Ar,),
et que, pour tout z € Ba,, ¢,
(73) lem+1(2)] < CIA™ 2 exp(—4n(Ap, — | Im 2])).

Posons finalement : Hy,+1 = Gy, 0 Hpp,. On déduit de (70), (71), (72), et (73) toutes les
estimées du lemme pour ’entier m+1. On vérifie aussi que, si H,, et F,, appartiennent
a D¥(T'), alors il en est de méme pour G,,, donc également pour H,,,1 et pour Fy, 1.
Enfin, par définition de AG,,, la dépendance de G, (et donc de Hy, 1 et Fy,41) par
rapport & Fy, ou & F est analytique. Ceci termine la démonstration. O

1.6.2. Dépendance analytique des applications conjugantes. — L’objet de
cet appendice est de montrer que, & toute famille analytique d’applications de D(A)
conjuguées & une translation T, fixée, on peut associer une famille analytique d’ap-
plications conjugantes (ceci compléte les démonstrations des théorémes 1 et 5 en
justifiant la dépendance analytique des applications conjugantes).

Donnons-nous deux réels A et Ag vérifiant : A > Ag > 0, W un ouvert de C”,
et (Fp)pew une famille analytique d’applications de D(A). Donnons-nous a € R, et
supposons que, pour tout p € W, F}, soit analytiquement conjuguée & la translation
T, sur un ouvert connexe, simplement connexe, Z-périodique, contenant Ba, .

Pour tout p € W, notons A, I'ouvert connexe, simplement connexe, Z-périodique,
contenant Ba,, invariant par Fj,, et maximal pour ces propriétés. Posons : A =

Upew {p} x Ap.

REMARQUE. — Si a € Q, A est ouvert; si « € R\ Q, A n’est en général pas ouvert
(si a € B, il découle de I’ensemble des résultats de ce travail que A est ouvert, mais
nous n’allons pas utiliser ce fait ici) ; on vérifie néanmoins que si a € R\ Q, pour tout
p € W, l'ensemble A, = {z € A, | (p,2) € int.A} est ouvert, connexe, simplement
connexe, Z-périodique, et invariant par Fj,.

Pour (p,z) € A et m € N, posons :

m—1
1/m Z (F;‘(z) —ka—z)

hm (p7 z) =
k=0
Hpp(z) = z4 hn(p,2).
Remarquons alors que :
(74) Hpnp(Fp(2)) = Hmp(2) + (F"(2) — 2)/m.

La propriété de conjugaison montre que les applications h,, sont uniformément bor-
nées sur tout compact de int.A, elles forment donc une famille normale sur intA; la
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suite (Am)men admet donc (au moins) une valeur d’adhérence pour la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact de intA; notons hy, une telle valeur d’adhé-
rence (c’est une fonction analytique sur int.A), et posons : Heo p(2) = 2z + hoo(p, 2).
Alors, d’aprés 74, pour tout (p,z) € intA, on a :

Hoop(Fp(2)) = Hoo,p(2) + .

La famille (Hw,p)pew est donc une famille analytique d’applications conjugantes
associée & la famille (Fp)pew .

1.6.3. Estimées de fonctions analytiques. — Les trois lemmes suivants sont
classiques.
LEMME 19. — Pour tout A > 0, l’ensemble Dg‘j(A) est compact pour la topologie

de la convergence uniforme sur tout compact de Ba.

Démonstration. — Donnons-nous F' € Dz)“j(A) et p > 0 quelconque satisfaisant p < 1
et p < Aj; soit zp € C satisfaisant : [Im 29| = A — p. Alors D(zp,p) C Ba. Posons :
G(z) = F(z0 + pz) et : H(z) = (G(2) — F(20))/(pF'(20) ; alors les applications G et
H sont définies et injectives sur D, et H vérifie : H(0) = 0 et H'(0) = 1. D’aprés le
théoréme du 1/4 de Koebe (voir par exemple [5], théoréme 1.3), H(D) D D(0,1/4)
et donc G(D) D D(F(z0),|pF'(20)|/4) ; enfin, puisque p < 1 et que F est injective
sur Ba,on a: F(zo+ 1) = F(2) + 1 ¢ G(D), et finalement : |F'(2q)| < 4/p.

On en déduit par le principe du maximum que, pour tout z € Ba_,, [F'(2)| < 4/p.
Posons : ¢(z) = F(z) — z; alors, pour tout z € Ba_,, |¢'(2)| < 1+ 4p, et puisque
f:“ @(t)dt = 0 (en effet F' € DIM(A)), ceci entraine que, pour tout z € Ba_,,
lo(z)| < (1+4/p)/2.

L’ensemble des fonctions ¢ définies par : ¢(z) = F(z) — z forme donc, lorsque F
parcourt Dg‘j(A), une famille bornée et équicontinue sur tout compact de Bo. On
en déduit que, de toute suite (F,),en d’éléments de Dz)“j(A), on peut, par extrac-
tion diagonale, extraire une sous-suite qui converge uniformément sur tout compact
de Ba; la limite est holomorphe, et, par un argument classique, soit injective, soit

constante ; dans notre cas, cette limite ne peut étre constante car les F;, commutent

aux translations entiéres, ce qui termine la démonstration. O
LEMME 20. — Donnons-nous A > 0, A € C, et F € Dx(A). Posons : F(z) =
z2+ A+ ().

1) Sisup,ep, lp(2)| < M (M > 0), alors, pour tout § vérifiant : A > § > 0, et
pour tout z € Ba_ys,

lp(2)] < 2M (1 — e~ 270)~Le2m(A—|Imz]),

2) Il existe une constante universelle C > 0 telle que, si F' est univalente (injective)
dans Ba, alors, pour tout z € Ba_1,

|¢(z), < Ce—27r(A——| Im z|).
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Démonstration. — L’assertion 1) provient directement d’une majoration des coeffi-
cients du développement en série de Fourier de . L’assertion 2 est une conséquence
immédiate de ’assertion 1 et du lemme précédent. O

LEMME 21. — Soit D =[]}, D(0,r;) le polydisque de centre O et de rayons r; dans
C™. Soit ¢ une fonction holomorphe sur D, de carré sommable sur D. Alors il existe
une constante universelle C telle que :

ol i (/e

Ce résultat découle directement d’une formule de Cauchy.
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CHAPITRE 2

COMPLEXIFICATION ET REGULARITE TRANSVERSE

L’objectif de cette partie est, en partant du théoréme 2, de démontrer le théoréme
4. Cette démonstration occupe les sections 2.2 et 2.3, la section 2.1 étant consacrée &
la définition et & quelques propriétés du nombre de rotation complexe.

2.1. Nombre de rotation complexe et propriétés

Donnons-nous une application F' € D(A), et notons f 'application : Ax — C/Z
dont F' est un relevé par la projection 7 : C — C/Z.

DEFINITION. — On appelera courbe ascendante pour f toute courbe de Jordan J,
séparant les deux bouts de C/Z, telle que f soit injective au voisinage de J, et telle
que l'image de J par f soit disjointe de J et située au-dessus de J. On appelera
courbe ascendante relevée pour F toute courbe C Z-périodique incluse dans Ba telle
que 7(C) soit une courbe ascendante pour f. On définit de la méme maniére les notions
de courbe descendante pour f et de courbe descendante relevée pour F'.

La propriété d’admettre une courbe ascendante (ou descendante) relevée est bien
str ouverte dans D(A) (par exemple pour la topologie de la convergence uniforme sur
Ba).

Supposons que F' admette une courbe ascendante relevée C (tout ce qui suit se
transpose de maniére évidente au cas d’une courbe descendante). Notons U le domaine
ouvert compris entre C et F(C). On peut recoller les deux bords de ’anneau = (U)
en identifiant chaque point de 7(C) avec son image par f. La variété obtenue est un
tore complexe, que 1'on note 7. Tout point de adh U se projette naturellement sur
T ; notons p: adhU — T cette projection.

Soit z € C, 71 et 2 deux lacets dans adh U qui relient z respectivement & z + 1 et
a F(z). Notons : 3 =po~y; et 2 =po~ye; uy et o définissent un systéme de deux
générateurs du groupe fondamental de 7.
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Soit w une 1-forme holomorphe sur 7 (unique & un coefficient multiplicatif complexe
preés) ; posons :

uzw

w

H1

Il s’agit d’un relevé dans C du module du tore 7, qui est défini modulo PSL(2,Z)
(remarquons que la partie imaginaire de 7 est strictement positive). C’est ce nombre
T que nous appellerons nombre de rotation complexe. Soit 1) un difféomorphisme
holomorphe entre 7 et C/(Z+ 7Z), et ¥ un relevé de v par la projection p. Ce relevé
définit une application univalente sur U et continue sur adh U (cette application est
définie de maniére unique modulo composition & droite par une translation de C, et
on peut la normaliser pour la définir de maniére vraiment unique). Par définition de
T, pour tout z € C,on a :

T =

VoF(z)=¥(z)+T.

Cette équation fonctionnelle permet de prolonger ¥ en une application univalente sur
un voisinage de adh U.

PROPOSITION 2. — Le nombre complexe T et lapplication conjugante U dépendent
analytiguement de F'.

Démonstration. — Supposons que F' soit plongée dans une famille (F))xey d’appli-
cations de D(A) dépendant analytiquement du paramétre A, V' étant un voisinage de
0 dans C, avec Fy = F'. Quitte & restreindre V' autour de 0, on peut supposer que,
pour tout A € V', la courbe C est encore une courbe ascendante relevée pour F) ; on
note 7 le nombre complexe et ¥y ’application conjugante construits a partir de F
comme précédemment ; quitte & restreindre encore V', on peut supposer qu’il existe
un voisinage U; (Z-périodique) de adh U dans C tel que, pour tout A € V, d’une part
on ait : F\(C) C Uy, et d’autre part l’application ¥y se prolonge en une application
univalente (encore notée ¥y) sur Uj.

Considérons le quotient obtenu & partir de I’ensemble V' x U; en identifiant d’une
part les points (A, z) et (A, z + 1), et d’autre part les points (A, z) et (A, FA(2)); il
s’agit d’une variété complexe, que 'on note X, fibrée en tores au-dessus de V. Soit
p: X — V la projection canonique; cette application est une submersion analytique
propre. Notons Ty = p~1({0}) le tore au-dessus de 0. D’aprés un résultat de J.H.
Hubbard ([9], prop.6 p.16), X admet au voisinage de A = 0 une trivialisation locale
horizontalement analytique. Ceci signifie que, quitte & restreindre & nouveau 'ouvert
V autour de 0, un difféomorphisme ¢ : V x To + X de classe C! (ou méme C",r > 1,
si on veut) qui preserve les fibres au-dessus de V, qui vaut l'identité sur la fibre au-
dessus de 0, et qui est analytique par rapport & la variable base, c’est-a-dire que, pour
tout zg € To, application : V — X, A = ¢(), 2z) est analytique.

Posons : 7 = ¢!, et considérons un relevé 7 : V x U; = V x Cde . Pour A € V,
notons 7jy 'application : U; — C, z — p2(7j(A, 2)) (ou p2 désigne la projection sur la
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deuxiéme coordonnée), et posons : QAS,\ = ﬁ;l. Pour tout z € 7)) (Uy), posons :
AL
pa(z) = <32A/32_>\)(z)

Ox(z +70) = FA(9a(2))
montre que ’application p) se prolonge, par invariance par la translation z — z+7g en
une application continue sur C, qui vérifie : py(z+ 1) = ux(2) et pr(z +70) = pr(2);
de plus, ||puall~ < 1, et ux dépend analytiquement de .

Soit gx I’homéomorphisme C — C qui résout ’équation de Beltrami d’excentricité
, et qui fixe 0,1, et U'infini. Ahlfors et Bers (voir [1]) ont démontré que g) dépend
analytiquement de p, c'est-a-dire de A. L’application : z + gx(gy'(2) + 1) définit
un difféeomorphisme holomorphe de C sans point fixe, c’est-a-dire une translation.
Puisque 0 et 1 sont laissés fixes par gy, il s’agit de la translation : z — z + 1. De
méme, z — g(gy ' (2) + 7o) définit une translation, dont on note p()) le vecteur.

Pour tout A € V, l'application gy o7y : Uy — C est univalente et commute aux
translations entiéres. De plus, pour tout z € C, on a : F)\(z) € Uy, et :

L’équation fonctionnelle :

gr oM (Fa(2)) = ga o a(2) + p(N).
On en déduit que 7, = p()) et que ’application conjugante ¥ coincide (& composition
a droite par une translation prés) avec gy o fjx. Pour finir, on vérifie par le calcul
que le vecteur p(A\) = gA(g)Tl(z) + 79) — z et que application gy o 7y dépendent
analytiquement de A. O

REMARQUE. — La méme démonstration montre que, lorsque la famille (F))xep ci-
dessus varie continGment ou différentiablement avec le paramétre A, le nombre de
rotation complexe 7, varie avec la méme régularité par rapport & A (on utilise encore
le résultat d’Ahlfors et Bers, relatif & la dépendance continue ou différentiable de la
solution de 1’équation de Beltrami par rapport a excentricité, voir [1]).

Je remercie Adrien Douady qui m’a suggéré I'idée principale de cette démonstra-
tion.

2.2. Extension complexe du théoréme de linéarisation

Nous allons maintenant démontrer le théoréme 4. Fixons pour toute la suite de
cette partie s € X, et A > § > 0 quelconques.
2.2.1. Extension complexe. — D’aprés le théoréme 2 appliqué a s, A, et k4, il
existe g9 = £¢o(s, A, d) et une application :

By x D0(A) = C x DgP™(A - k8), (o, F) = (M, F), hia,r)),
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telle que, pour tout (o, F) € B, x D°(A), I’équation suivante soit vérifiée :
/\(O[,F) + F(h(a,F)(z)) = h(a,F)(z + OL), z € Ba_xs-

De plus, pour a € B; fixé, application F — (Ma, F'), h(q,F)) est analytique.

Ceci montre que, quitte & diminuer £¢, on peut obtenir des estimées arbitraires sur
la proximité & I'identité des applications h(q,r) (qui sont définies de maniére unique),
sur une bande de demi-hauteur arbitrairement proche de A. En particulier, il existe
€1 = €1(8,4A,08) < eo(s, A, ) tel que, pour tout (o, F) € By x D(A), 'application.
définie ci-dessus vérifie :

(75) IDha,ry = UlzoBa- ) < &%
Donnons-nous F' € Dg'(A), considérons la famille (Fy)xec définie par :

Fy(z) =M+ F(z).

et posons :
AF) = U e )}
a€EB,
Ap(F) = |J {reClIm(h— o) > r/3|Re(A = Ao)[}
Xo€EA,(F)
A (F) = U {reClm(—X) < —k/3|Re(A— o)}
XoEAL(F)

Donnons-nous A € As1+(F); pour ce A, il existe \g € As(F) tel que Im(A — Xg) >
k/3|Re(A — Ao)|. Pour tout s € (—(A — kd); (A — kd)), la courbe

Cs = hixo,r)({z € C | Imz = s})

est invariante par F,, et d’aprés (75), cette courbe est une courbe ascendante pour F.
En procédant comme au paragraphe précédent, on associe & cette courbe ascendante
un nombre complexe a(A, F) (avec Ima(A, F) > 0) et une application conjugante
g, F) vérifiant, pour tout z € Cs,

9onF) (FX(2)) = g0, p) (2) + (N, F).

Cette équation permet (quitte & supposer €1(s,A,d) < xd) de prolonger g\ r) en
une application de D™ (A — 36, \) (encore notée g, ry)- On vérifie aisément que le
nombre complexe a (A, F) et application g(x, ) sont définis de maniére unique (g(x,r)
est unique modulo composition & droite par une translation) et ne dépendent pas de s
(mais seulement de A et F'). En outre, comme on ’a vu au paragraphe précédent, leur
dépendance par rapport & A et F' est analytique. Pour définir g(» ry de maniére par-
faitement unique, il faut imposer une condition de normalisation supplémentaire ; on
choisit la condition suivante, qui correspond & la condition de normalisation imposée
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sur les applications h(,, ) pour les nombres de rotation réels :

1
(76) | G0 = 2 21z =0
Toutes ces assertions et ces notations s’étendent bien stir de maniére symétrique a
tout A € A, | (F). Finalement, on étend ces notations aux nombres de rotation réels :
pour tout A € A;(F'), notons a(X, F') 'unique a € B; tel que A = A(«, F), et posons :
_ 1
IOF) = Mar ) 1) Ba_ses (v (0D @ €nCOTE 2 [ (g3, ) (2) = 2)g( y(2)dz = 0). Posons :
Ay(F) = A(F) U Ag1(F) U Ag 1 (F)
et pour € > 0, € < &1, posons :
as = {0\ F) € CxD§(A) | A€ Ay(F)}.
On munit dans la suite I’ensemble D§(A) de la topologie de la convergence uniforme
sur Ba. Remarquons que lintérieur de £3 , (noté int L3, ;) est égal &
{(\F) € Cx DG(A) | A€ Ay (F) U Ay y(F)).
La proposition suivante résume les notations et assertions précédentes.
PROPOSITION 3. — Pour tout (A, F) € LX , il existe
(a()\aF)vg(A,F)) €Cx Dinj(A - 3H6) /\)a
unique (en imposant 4 g ry la condition de normalisation (76)), tel que ’équation
sutvante soit vérifiée :
IoF) (FA(2)) = g p)(2) + (A F), 2 € Ba—axs-
De plus, lapplication : (A, F) = (a(X, F), g F)) est :
— analytique sur int L _;

; o1
— continue sur Ly ..

Démonstration. — Le seul point qu'’il reste & montrer est que ’application (A, F) —
(a(A, F), gx,F)) est continue en tout point (A, F') € L} _ tel que A € As(F). Fixons un
tel (A, F') et raisonnons par 1’absurde : supposons qu’il existe une suite ((An, Fr))nenN
de couples de L3 | qui converge vers (A, F) et telle que les couples (@(Ans Fn)s 9nn, Fr))
restent en dehors d’un voisinage de (a(), F), g, r)). Quitte & extraire une sous-suite
(voir lemme 19 dans Pappendice C & la premiére partie), on peut supposer que les
applications g(», r,) convergent, uniformément sur tout compact de Ba_3ys, vers
une application g, € D™ (A — 3kd), et que les a(\,, F},) convergent vers un nombre
complexe . Par passage a la limite dans 1’équation de conjugaison, on obtient :

goo(F)\(z)) = goo(z) + ooy 2 € Ba_4gs.

On en déduit que oo € R, puis que as = a(A, F'), et enfin, puisque a(\, F) € R\ Q,
que g = g(,F), Ce qui est impossible. 0
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2.2.2. Estimées. — Notre prochain objectif est de démontrer, pour € > 0 suffisam-
ment petit, des estimées uniformes pour | (), F') = A| et ||g(x,r)—Id ||c1 sur Pensemble
Ase Pour € > 0, € < &1, posons :

X ={NF) € Ly, | |ImA] <1}
LEMME 22. — Il existe €2 > 0, €2 < 1 tel que, pour tout (A, F) € LZ7,
e\ F) =\ < kb

g r) —1d|[Lo(Ba_ses) < KO

IDgar) = UL (Basws) < K-

Démonstration. — Supposons au contraire que, pour tout n € N satisfaisant 1/n <
e1, il existe (A, Fy) € EIA/,Z’WS tel que 'une au moins des trois estimées ci-dessus
ne soit pas satisfaite. L’équation de conjugaison montre que les «,, ont une partie
imaginaire bornée. Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que les suites
(An) et (a(An, F)) convergent (notons Ao €t oo leurs limites respectives) et que
les applications g(»,,r,) (qui, pour n assez grand, sont définies sur un voisinage de
Ba-_4x5(Ao) convergent uniformément sur Ba_4x6(Aoo) vers une application go, €
D™(A — 4k6, Ao ) vérifiant la condition (76). Par passage & la limite, on obtient :

(77) Joo(Aoo + 2) = goo(2) + @0, 2 € BA_4ks-

Distinguons deux cas.

Premier cas : Aooc € R. — Dans ce cas, (77) entraine Ao = Qoo €t goo = Id, d’0l1 une
contradiction.

Second cas : Ao € R.

ASSERTION. — A\ € Bs.

En effet, pour tout n, puisque A, € As(Fn), il existe Ao, € As(Fy) tel que
(78) [ Im(Ap, — Ao,n)| > K/2| Re(An — Ao n)l-

Notons ag,p, ’élément de B, tel que Ao, = A(ag,n, Fn), et notons go , 'application
conjugante associée. Quitte & extraire & nouveau une sous-suite, on peut supposer
que les suites (Ag,n) et (ao,n) convergent (notons g co €t @o,00 leurs limites), et que
les applications go,, convergent uniformément sur tout compact de Ba_3,s vers une
application go,co. Puisque B, est fermé, ap o € B, et on déduit de I’équation de
conjugaison aprés passage a la limite que Ao o = p,00. En passant a la limite dans
linégalité (78), on voit que s = Ao,00, C€ qui démontre I’assertion.

A présent, puisque Ao € R\ Q, I'équation (77) montre que ae € R, que tloo = Moo,
et que g = Id, d’ott une contradiction. O

LEMME 23. — Les trois estimées du lemme précédent restent valables pour tout
NF)e LR,

MEMOIRES DE LA SMF 77



2.2. EXTENSION COMPLEXE DU THEOREME DE LINEARISATION 73

Démonstration. — Fixons F' € Dg?(A) et z € Ba_sxs. Considérons les trois applica-
tions suivantes :

A = a(\F) =)
A g()\,F)(z) -z
A= Dg(,\,p)(z) -1

Ces trois applications, qui sont Z-périodiques, sont encore définies sur le quo-
tient A,(F)/Z de Ay(F) par les translations entiéres. Elles sont holomorphes sur
int(A,(F)/Z) qui contient (C\By)/Z (si By # @). En outre, elles sont uniformément
bornées sur f\s(F) /Z (cela découle, pour les deux derniéres applications, d’estimées
de fonctions univalentes, et pour la premiére, de 1’équation de conjugaison). Elles
s’étendent donc analytiquement en +ioo et en —ioo; par ailleurs, les estimées du
lemme précédent sont valables pour A € B; \ B, ; on conclut en appliquant le prin-
cipe du maximum. O

Posons : €3 = min(ez, 5536).

LEMME 24. — Pour tout (A, F) € L

78’

(79) (A, F) = A < kb

(80) Hg(A,F) —1Id HLOO(BA—GNJ()‘)) < 3k6

(81) D90, F) = Ul (Basus) < 367

Démonstration. — La premiére estimée a déja été établie (lemme 23). Démontrons

les deux autres. Supposons par exemple que Im A > 0, et fixons z € C avec Imz =
Im A+ A —6kd. Il existe ¢ € Ba_sxs tel que z = A + F((). Donc,

aoF)(2) = gin,m) (O +a(A F).
Ceci entraine, d’une part, d’aprés le lemme 23,
l9(r,p) (2) = 2| < 3KO.

D’autre part,
Dg(x,ry(2) = Dga,r)(C)/DF(C),

et, par une estimée de Cauchy, |DF(¢) — 1| < k2 (puisque &3 < 5x3§) ; finalement, en
utilisant le lemme 23,

|Dg(x,r)(2) — 1] < 3K2.

Les estimées (80) et (81) découlent du lemme 23, des deux estimées ci-dessus, et du
principe du maximum. O
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2.2.3. Inversion de I'application A\ — a(\, F). — Considérons ’équation de
conjugaison

A+ F(h(z))=h(z+a), AeC, acC.
Différencions formellement cette équation par rapport & A, , et F'; on obtient
AN+ AF(h(2)) + DF(h(z))Ah(z) = Ah(z + a) + Dh(z + a)Ac.
Puisque DF'(h(z))Dh(z) = Dh(z + a), ceci entraine
(82)
Dh(z + )" (AX + AF(h(2))) = Aa + (Dh(z +a)'Ah(z + a) — Dh(z)_lAh(z))

et donc, pour F' fixée,
1
A/\/ Dh(s)"tds = Aa.
0
Ainsi, pour tout (\, F) € C x D5*(A) tel que A € int(A4(F)),
Oa ! _
FROF) = [ Doy (ot (6D
et l'estimée (81) entraine
Oa 9
(83) T F) =1 < 3%,

Pour F € Dg*(A), notons ap Papplication : A (F) = C, A = a(), F).
Posons :

2, = U {aeClIm(a—a0)>g—|Re(a—a0)|}
ao€EB;

2, = U {aEC|Im(a—a0)<—g|Re(a—a0)|}
QUEBS

O = B UQ U0,

Remarquons que 5 C 2.

LEMME 25. — L’application ap est continue et injective sur AS(F) et on a :
Q; c aF‘(As(F))'

Démonstration. — La continuité a déja été énoncée. L’inclusion ci-dessus découle de
Pestimée (83). Démontrons l'injectivité. Remarquons qu'il suffit de démontrer I'injec-
tivité sur chacun des trois ensembles A (F'), As +(F), et As  (F'). Soient A et A; deux
nombres complexes appartenant tous deux & I'un de ces trois ensembles ; il existe tou-
jours un point Ag; € C tel que les morceaux de droites (Ag; Ao,1] et [Ao,1; A1) soient
inclus dans A; 4+(F) ou dans A, | (F'), et tels que :

I’\O,l - /\Ol + l)‘l - )\O,ll <+V1+4+ /i2|/\1 - /\ol
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(voir la figure ci-dessous). Donc, d’aprés (83), si A1 # Ag, alors ap (M) # ar(lg). O

N

N

Pour (o, F) € Q) x Dg?(A), posons :

Ma,F) =ap'(a) et hgr = g(_)\l(a’p)’p).

(ces définitions sont compatibles, lorsque a € Bs, avec celles du paragraphe 2.2.1).
D’aprés (80), I'application hq,ry est définie sur BA_gx5(A(, F)) D Ba_s/2(); la
restriction de cette application & Ba_s/2(c) (que I’on note encore h(,, ) appartient
a D¥ni(A — §/2,a) et méme, d’aprés (76), & DY™(A — 6/2, ).

L’application (o, F) — A(a, F) est continue sur ) x Dg*(A) et analytique sur
(% \ Bs) x Dg*(A); il en est donc de méme pour l'application (o, F) = hq, ).
Nous avons donc établi toutes les assertions du théoréme 4 & I’exception de I’assertion
relative & la régularité au sens de Whitney.

2.3. Régularité au sens de Whitney de l’application (o, F) — A(a, F)

Gardons les mémes notations pour les objets s € ¥, A > > 0, et €3 = £3(s, A, d)
introduits lors de la section précédente, et donnons-nous un ouvert W de C" et une
famille (Fp)pew d’applications de D3 (A) dépendant analytiquement du paramétre p.
Pour tout (a,p) € Q, x W, notons (A(a,p), ha,p)) € C x DYM(A —§/2,a) le couple
associé & (a,p) construit lors de la section précédente.

2.3.1. Estimées uniformes sur les dérivées. — Pour m € N, posons A,, =
A —6(37,270HY) (ainsi, Ag = A — §/2, et pour tout m € N, Ap, > A —§ > 0).
Pour p € W, notons p = (p1,...,pn), et pour k = (ko,...,k,) € N*™! notons

ok ... ot Hhn

P our
PO Bakoaptt - apk

d(a, p)k

et notons o = ko + -+ + kp.

Nous supposerons par commodité dans la suite que, pour tout m € N, toutes
les dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal & m de F — Id par rapport & p sont
uniformément bornées sur W par une constante K,, (c’est le cas par exemple si la
famille (Fp,)pew est la restriction & W d’une famille analytique définie sur un voisinage
de W).
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PROPOSITION 4. — Pour tout m € N, il existe une constante Cs 5, (qui ne dépend
que de s, 6, m, et de K,), telle que :

ak
su h o o <CS m-
keNg'H ”8(04 ) ( (a,p) — )HL (Ba,, (@) 6,
akgm
(o,p)E€int Q) x W

Pour démontrer cette proposition, nous allons partir des équations suivantes, que
l’on dérive de I’équation formelle (82).
Pour tout o € Q, \ B; et 2 € Ba_g, 0n a:

Oh

(84) Dh(z + a)_lﬂ —1=Dh(z+ a)_lgg(z +a) — Dh(z)7! 50 (2),

Oa
et, pour tout a € Q}, z € BA_5, eti€{l,...,n},ona:
oA oh Oh
—1 _ -17"" _ -1
(85) Dh(z + ) (8 ap, (h( ))) = Dh(z + a) ;i (z+ a) — Dh(z) ; (2).

(2

La premiére de ces deux équations entraine :

5D\ 1 1.\t ,
(86) == (/0 Dh(z) dz) . acQ\ By,
et la deuxiéme entraine :
(87)
8 / Dh(z ldz / th+a)‘ ( (2))dz, a€Q,, ie{l,...,n}.
pz

Pour A’ > 0 et @ € C, soit O(Bar) (resp. (’)(BAr (@))) Vensemble des applications :
Ba: — C (resp. Ba/(a)) = C) qui sont holomorphes et Z-périodiques. Pour ¢ €
O(Ba'), nous noterons ||¢||L<B,,) = sup,cp,, [¢(2)| (que ce supremum soit fini ou
infini) et nous adopterons la méme notation pour les applications de O(Ba:(a)).

LEMME 26. — Fizons A’ > 0.
1) Pour tout (a,¢) € (C\ R) x O(Ba-), il existe un unique v € O(Bar(a)) tel
que ¥(0) =0 et

(88) Y(z+a)—¢Y(z) =¢(2), z€Bar.

Posons : ¢ = D;'¢.

2) L’application (o, d) = D;'¢ est analytique sur (C\ R) x O(Ba-).

3) Pour tout §' > 0, il existe une constante Cs 5 (ne dépendant que de s et §') telle
que, pour ¢ € O(Ba/),

sup ||D; ' dllpe B,y (a) < CoollollLeo(B,0)-
a€int(Q))
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Démonstration. — Donnons-nous (a, ¢) € (C\ R) x O(Ba-), supposons qu'il existe
une solution ¢ € O(Bar(a)) a I'équation (88), et considérons les développements en
série de Fourier de ¢ et ¥ :

6(z) = 3 dlkyermrs,

keZ

Z ,l[)(k)eZiwkz .

kEZ

¥(2)

On a nécessairement, pour k € Z*,
D(k) = (¥ — 1) g (k).
Par ailleurs, puisque a ¢ R, la série
Z (e2i7rka _ 1)—1(]3(]6)62”]”
kez*
converge uniformément sur tout compact de Ba/(a) ; la somme définit donc une ap-

plication ¢¥9 € O(Bas(a)). La condition (0) = 0 montre que l'application 1 définie
par

1
¥(z) = — /0 o(@)dz + Yo(z)

est I'unique solution. Ceci montre également que ¢ dépend analytiquement de « et ¢.
Il reste & démontrer I’assertion 3. Donnons-nous §' > 0, ¢ € O(Ba'), et a € int(Q)).
Pour tout k € Z,

(89) |B(R)] < e 24 1@]| L0 00)-
Distinguons deux cas.

Premier cas : |Ima| > §'/2. — Supposons par exemple que : Ima > §'/2. 1l existe
alors une constante Cs (ne dépendant que de §') telle que :

le¥mke _ 1|71 < Cp si k> 0;
|e2i7rka _ 1‘—1 < 06,6—21r|k1ma| si k<.
Donc, pour tout z € Bar_g () et k € Z,
IeZiwka _ 1|—1|e2i7rkzl < Cy eZﬂ'(A—é’)
-— b
ce qui, au vu de (89), entraine I’esimée voulue sur ||[D-1¢||re(B ., . (a))-
q a (Bar_sr(a))

Second cas : 0 < |Ima| < 68'/2. — Dans ce cas, Bar_g(a) C Bar_g/2; il suffit
donc d’estimer |D;'¢| sur Bas_g/ /2. Donnons-nous ag € B; tel que |Im(a — ap)| >
5| Re(a — ap)|. 11 existe une constante Cs (ne dépendant que de s) telle que

(90) te2i7rka _ 1l~1 S Csle%ﬂkao _ 1|—1 S CCsHkQOH_la keZ*

(C est une constante universelle et || - - - || désigne la distance a I’entier le plus proche).
Fixons k € Z*. Soient (a;)jen et (gj)jen les suites d’entiers définies par ap, comme
ilie )i
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en 0.2. Il existe un unique j € N tel que ¢; < |k| < gj+1. Donc ||kag|| > ||gjol| >
1/(2gj+1) (voir 0.2). Ceci entraine, pour z € Ba_g /2,

(91) l(e2i7rka _ 1)_1¢§(k)€2i”kz| < 2CCs||¢||L°°(BA/)(Qj+1e_znqj61/4)€_2”|k|5’/4-

Puisque ag € By, il ex1ste un entier j; = ji1(s,d’) (ne dépendant que de s et ¢') tel
que, si j > j1,

(92) 108951 97514,
qj

Remarquons que I'entier g¢;, , considéré comme une fonction de oy € B;, est borné sur
Bs ; notons k; une borne pour cette fonction (k; ne dépend que de s et ¢'). Donc, si
|k| > ki, alors j > ji. Par ailleurs,
(93) sup ||kao|| ™! < 400

ao€B;, |k|<k:
et ce supremum ne dépend que de s et & (en effet, ||kao||™! < 2gj41 < 3e®i%g;).
Finalement, les estimées (91), (92) d’une part, et (90) et (93) d’autre part entrainent
Iestimée recherchée sur ||D;'¢|| (B, _, (a))- O

LEMME 27. — Donnons-nous A' > 0 et une famille (¢(a,p))(a,p)cint(@,)xw d appli-
cations de O(Ba), dépendant analytiguement de (a,p) (W étant un ouvert de C™).
Considérons la famille (Y(a,p))(a,p)cint(@,)xw définie par : Y4, = D' ¢(a,p)- Alors,
pour tout &' > 0 et m € N, il existe une constante Cs 5 m (ne dépendant que de s, &',
et m) telle que :

0" P(ap) 0" ¢(a.p)

. o < Cs ——"| e .
kesllll'l‘)“ ”6( D) Lo Bar_p(a)) < Cs,6\m kes;:&1 ”a(a,p)k LB,/
or<m or<m

(c,p) Eint (L) x W (a,p)Emt(Q’)xW
Démonstration. — On procéde par récurrence sur m. Pour m = 0, ’estimée ci-dessus
découle du lemme 26. Supposons que cette estimée soit démontrée pour m € N,
et essayons de l’établir pour m + 1. Soit ¢ € {1,...,n}. L’équation aux différences
entraine :
1!’ a, w . a¢ aQ,,
(94) ol a) - = () = ()
Pi
d) , w , 0(a,
(95) —é(Z—’”(Ha)——%i(z) = “””( 2) = Do p) (2 + ).
Posons :
0" ¢(ap)
S = su P e )
combn 15, gl s
or<m+1

(a,p)€int () x W
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L’hypothése de récurrence entraine

ak’/’(vf p)
I 15, gy =@ st < Casr/smS.
or<m

(a,p)€int(Q) x W

Donc, par une estimée de Cauchy,

ak (Dd)(a,p) (Z + Ot))
e <3/8Cys/3mS,
OrSm

(a,p) Eint () x W

et hypothése de récurrence appliquée (a4 'ordre m) aux équations aux différences
(94) et (95) entraine ’estimée recherchée sur . O

Démonstration de la proposition 4. — On procéde par récurrence sur m.
Pour m = 0, I’assertion de la proposition 4 est vraie. Supposons qu’elle soit vraie
pour un certain m € N. L’équation (84) montre que

Oh oA
S AR | 194
(96) Dh(z)™' 5=(z) = D (Dh(z +a)7I o )
D’autre part, (86) et ’hypothése de récurrence entrainent
k(O /0a) ,
sup —_  m
keNm+1 | 6(a,p)" ‘ 5m
or<m

(a,p)E€int(Q,) x W
Donc, en appliquant le lemme 27 4 (96), on obtient
8"(6h/6a)(a,p)

su =) < C” .
Sup Il e p)F (B4, (@) < Cobm
Ok <m

(a,p)Eint(Q2,) x W '
On obtient la méme estimée pour Oh/dp;, ¢ € {1,...,n}, en utilisant (87) pour
controler A\/dp;, et en appliquant ensuite le lemme 27 & (85) (la seule différence
dans ce cas est que ’on utilise les bornes sur les dérivées partielles de F}, par rapport
a p). Finalement, on obtient ’estimée recherchée sur h au rang m + 1, ce qui termine
la démonstration. O

La proposition 4 (appliquée en donnant & § une valeur dépendant de A, par
exemple : § = A/2) et les équations (86) et (87) entrainent le corollaire suivant.

COROLLAIRE 5. — Pour tout m € N, il existe une constante Cs m (qui ne dépend
que de s, m, et K., telle que
o)
su —| < Csm.
by o, pE! < Com

or<m
(a,p) Eint (L) x W
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2.3.2. Démonstration de la régularité au sens de Whitney. — Nous com-
mencons par rappeler la définition de la régularité « C*°-holomorphe» au sens de
Whitney (qui correspond a la régularité C* au sens de Whitney usuelle, voir [17],
avec des dérivées prises au sens complexe).

Pour k = (k1,...,k,) € N™, notons k! = ky!--- k.

DEFINITION. — Considérons une application f : A — C, ou A est un sous-ensemble
de C", n € N. On dit que f est C*°-holomorphe sur A s'il existe une famille (fi)renn
d’applications : A — C avec les propriétés suivantes.

- fo=1F.
— Pour tout £k € N™ et m € N satisfaisant m > oy, et z,2' € A,
z
(97) IACOET AN S - LT R

o <m—oyp
ol Ry, m posséde la propriété suivante : pour tout zo € A et € > 0, il existe § > 0 tel
que, si « et ' sont deux points quelconques de A avec |z — zg| < d et |2' — zo| < 6,
alors

|Ri,m (2!, 2)| < glz —'|™ %,

Les applications fr peuvent étre vues comme des «dérivées partielles au sens
faible» pour f. Par exemple, si de telles applications existent, alors f est néces-
sairement analytique dans int A, et pour tout = € int A, et k = (k1,...,kn),

gkt tka f

fi(@) = ————-

Oxi' -+ Oryp®
Le théoréme d’extension de Whitney (voir [17]) affirme que, si A est fermé et si de
telles applications fj existent, alors il existe une application f : C™* — C, C*° sur C"
et qui coincide avec f sur A. En outre, cette extension peut étre (ou parfois doit étre)
k1t tkn f

(@).

—(z
k... gk
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette partie.

choisie pour que, pour tout € A et k = (k1,...,kn), fe(z) =

PROPOSITION 5. — L’application (a,p) — A(a,p) est C*°-holomorphe sur Q, x W.

Démonstration. — Il nous faut tout d’abord définir une famille (Ag)genn+1 de «dé-

rivées partielles au sens faible» pour A sur Q) x W. Lorsque « € int Q, = Q! \ B;,

nous n’avons pas le choix ; pour tout (a,p) € int(2,) x W et k € N™"*1, posons :
LD

Ak, p) = W(G>P)~

A présent, donnons-nous (ag,p) € By x W et k € N™1. D’aprés le corollaire 5, les
limites

lim Ak(a,p) et lim Ak(e, p)

! U
a—ap, aGQS,T a—ap, ozEQ.,,¢
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existent ; notons-les respectivement A (o, p) et Ax (a0, p).
ASSERTION 1. — Pour tout k € N™*! et (ag,p) € Bs x W, Mg +(0,p) = Ak,y (a0, D).

La démonstration s’effectue par récurrence sur oy. Pour o = 0, I’assertion est
valable puisque I’application A est continue. Donnons-nous m > 1 et supposons que
cette assertion soit valable pour tout k tel que o < m (pour de tels k, posons :
Ak (a0, p) = Akt (a0, p) = Ak,i (a0, p))-

Donnons-nous k = (ko, ..., k) tel que ox = m et (ap,p) € Bs x W. Donnons-nous
s' € 3 tel que tout point de B soit un point d’accumulation de By (un tel s’ existe
d’aprés la proposition 1) et remarquons que, quitte & diminuer le paramétre e3(s, A, 4),
on peut remplacer s par s’ dans tout ce qui précéde et supposer que ’application
(a,p) = Ao, p) est définie sur Q), x W. Le fait que I'application (kg2 .k, ,... k)
soit uniformément bornée sur €2, , (corollaire 5) montre (en écrivant une formule de
Taylor le long d’un chemin y comme indiqué dans la figure ci-dessous) que :

Ak(a1,p) = Ak (ao, p)

A 1 (e %) = lim .
(koL ko) H@0,P) = T o

/\/\M&/\N\/ al

Le méme argument montre que A(ky4+1,k1,....k.),. (00, ) est égal & la méme limite.
Par ailleurs, le fait que les quantités A(xy41,k,,...,k,), € pour tout 7 € 1,...,n,
A(ko k1. ki+2,....kn) SOi€Nt uniformément bornées sur le,T montre que

’\(ko,kl,---,ki-l-l,--‘,kn),T(aO’p)

T /\k(a07p17"'7qi7'”7pn) —/\k(a07p1,-~~7pi7-~-7pn)
= lim
%i—pi qi — Pi
(en écrivant une formule de Taylor entre
(ayplv"'vpiw--apn) et (avpl""aqia"'7pn)

et en passant 3 la limite lorsque o — ag, @ € Q;,T) ; de nouveau,

Alkoskiseskit1ynskn),d (00, D)
est égal & la méme limite. Ceci établit I’assertion pour o < m + 1 et, par récurrence,
pour tout k € N*+1,
Nous pouvons donc définir de cette maniére des applications Ax(a,p) pour tout
k € N™* et (a,p) € Q) xW. 1l faut maintenant montrer que ces applications satisfont
a la formule de Taylor (97), avec les propriétés désirées pour les restes. Donnons-nous
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82 CHAPITRE 2. COMPLEXIFICATION ET REGULARITE TRANSVERSE

k € N"*t1 et m > oy ; notons Ry, le reste qui apparait dans I’équation (97) lorsqu’on
I’écrit pour 'application A — Id.

ASSERTION 2. — |R,m((e/,p'), (@, p))] < Comll(a’,p') — (a, p)||™ 7+, ou || -]
désigne la norme usuelle sur C"*1, et Cs ., est une constante qui ne dépend que de
n et de la constante Cs m du corollaire 5.

REMARQUE 1. — Il suffit de démontrer cette estimée localement.

REMARQUE 2. — Pour (a,p) et (o/,p') appartenant tous deux a Q;T x W ou a
Q; | X W, cette estimée est une conséquence immédiate de la formule de Taylor usuelle.

REMARQUE 3. — 1l suffit de démontrer cette estimée lorsque (a,p) et (a',p’) ont
toutes leurs coordonnées identiques sauf une.

On se raméne donc & deux cas.

Premier cas : p = p' mais a # o'. — Dans ce cas, l’estimée découle d’une formule
de Taylor le long d’un chemin entre a et ' dont I'image (privée éventuellement des
deux extrémités) est incluse dans Q} \ B, (voir la figure).

o
o’ o
o
Second cas : a = o' et p; = p} pour i # j, mais p; # p;. — Dans ce cas, si a ¢ Bs,

il n’y a rien & démontrer (remarque 2 ci-dessus). Si a € B, la limite de la formule
de Taylor usuelle entre (a",p) et (a",p'), lorsque & — a, a" € Q. \ Bs, entraine
I’estimée recherchée.

Ceci démontre ’assertion 2 et la proposition en découle. O

Puisque Q, C €, la démonstration du théoréme 4 est maintenant compléte.

REMARQUE. — Pour tout a € Bs, nous savions (d’aprés le théoréme 2) que 'appli-
cation A\, : W — C, p — X a,p), était analytique. Pour tout k = (ko,...,kn) €
{0} x N, ’application A, définie plus haut vérifie :

okt tka )\

Z_ o , eEw
ook (»), »p

(la raison est la méme que pour justifier : Ay 4+ = A p).

/\k(avp) =
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CHAPITRE 3

COMPLEMENTS ET APPLICATIONS

3.1. Propriétés d’unicité
Nous allons dans cette section démontrer et préciser les corollaires 1 et 2.

DEFINITIONS. — Donnons-nous A > § > 0 et F' € D(A).

1) Nous appellerons courbe invariante relevée pour F toute courbe C incluse dans
Ba, Z-périodique, telle que I'on ait F'(C) = C et que Fj¢ soit injective. Si une telle
courbe existe, on peut naturellement lui associer un nombre de rotation (le nombre
de rotation de ’homéomorphisme du cercle défini par Fic).

2) Supposons que F' admette une courbe ascendante relevée C'. Dans ce cas, nous
avons vu au chapitre précédent qu’on pouvait associer 4 C' un nombre de rotation
complexe a, et une application conjugante g (unique modulo composition & droite
par une translation) définie sur un anneau ouvert contenant C' et F(C'), et vérifiant
I’équation fonctionnelle :

goF(z)=g(z)+a, z€eC('.

Nous dirons que la courbe ascendante relevée C' est canonique si g(C') est une courbe
horizontale (c’est-a-dire si tous les points de g(C') ont la méme partie imaginaire). On
définit de méme la notion de courbe descendante canonique relevée.

3) Nous appellerons courbe canonique relevée pour F toute courbe qui est soit
une courbe invariante relevée, soit une courbe ascendante ou descendante canonique
relevée pour F'. '

4) Soit & un nombre complexe. Nous dirons que la propriété Lo s faibie(F) a lieu
s’il existe une courbe canonique relevée pour F, incluse dans Ba_g, et telle que le
nombre de rotation associé soit a. Nous dirons que la propriété Lo s torte (F') a lieu s'il
existe b € DY™(A — 6, a) telle que 'équation :

Foh(z)=h(z+a), z€Ba_s

soit vérifiée.
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REMARQUE. — Si A > 26, alors Lq,6,forte (F') = Lo, faible(F)-

Pour tout s € ¥ et A > § > 0, notons &(s, A, ) le paramétre donné par le théoréme
4 et pour tout (a, F) € Q, x D(®2:9)(A), notons (A(a, F), h(a,F)) le couple associé a
(o, F) par ce théoréme (c’est-a-dire tel que l'application A(a, F') + F' soit conjuguée
a la translation T, par I'application h(q,ry).

PROPOSITION 6. — Pour tout s € ¥ et A > 2§ > 0, il existe e1(s,A,d) < e(s, A, 9)
tel que, pour tout (o, F) € Q, x D1(&A0(A), les trois assertions suivantes soient
équivalentes.

1. La propriété Lo s saivie(F') a lieu;

2. La propriété Ly s forte(F) a lieu;

3. Ao, F)=0.

Démonstration. — D’aprés le théoréme 4 et la remarque ci-dessus, la seule implication
non triviale est : 1 = 3.

Donnons-nous £1(s,A,d) < e(s,A,d) a choisir au cours de la démonstration, et
raisonnons par ’absurde ; supposons qu’il existe (a, F) € @, x D589 (A) quel-
conque, tel que la propriété Lq s saible(F') ait lieu, et tel que I'on ait : A(a, F') # 0.
Posons : (Ao, ho) = (M, F), hia,r))), A1 = fol(F(z) — z)dz, et notons C une courbe
canonique relevée incluse dans Ba_s de nombre de rotation a pour F'.

ASSERTION. — |\ — a| < e1(s, A, §).

Si a € R, cette assertion découle aisément de la définition du nombre de rotation
de Fic. Sia ¢ R, il existe v > 0 et une application hy € Dg* (v, @) vérifiant hy (R) = C
et, pour tout z € R,

F(hl(ft)) =h (.72 + a).
Puisque d’autre part fol (h1(z + @) — hi(z))dz = a, on en déduit I'assertion.

On montre de la méme maniére que : |[Ag + A1 — | < €1(s, A, ), ce qui entraine
finalement : '

(98) [Xo| < 2e1(s, A, 6).

Pour t € [0;1], posons :

Il

Gi(2) ho ' (1 =)Ao + F(ho(2)))
= hal(—t/\o + h()(z + a))

On peut supposer que €;(s,A,d) < kd/2 et, d’aprés les estimées données par le
théoréme 4, quitte & diminuer £1(s, A, §), on peut supposer que I'application hg est
définie sur Ba_,s(@) et vérifie :

[I1Dho — 1| ze0 (B rs(a)) < -
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Pour tout ¢ € [0; 1], Papplication G; est alors (d’aprés 98) définie et univalente sur
BAa_axs et vérifie :

oG,

| ot (Z) + )\0] < 2/%')\0', S BA_4,;5.

On en déduit (puisque Go(z) = z + @) que :
(99) [(G1(2) — (z + @) + Ao| < 2k|Xo|, 2 € Ba—_sxs-

Remarquons que la courbe C' = hy 1(C) est une courbe canonique relevée pour G1,
de nombre de rotation a. Si a € R, 'estimée 99 entraine immédiatement une contra-
diction (si [ReXo| > 2k|Xo|, le nombre de rotation de Gycr ne peut pas valoir a,
et si |Im Xo| > 2k|Ao|, C' ne peut pas étre invariante par G1). Supposons a ¢ R,
considérons & nouveau ’application h; € Dé,"j (v, @) introduite plus haut, et posons :
ha(z) = hy' o hi(z), 2 € By(a). On a:

Q
I

1
/0 (h2(z + @) — ha(z))dz

1
/0 (G1 (ha (@) — ha(z))de

1
(Ot - )\0) + / (G1 (hz((c)) - (hz(.’lt) + (X) + )\o)dm,
0
ce qui, d’apreés (99), est impossible. On aboutit donc 14 encore & une contradiction. [

Nous allons maintenant déduire les corollaires 1 et 2 du théoréme 4 et de la propo-
sition précédente. Pour ce qui est du corollaire 1, c¢’est immeédiat (remarque : on aurait
pu déduire ce corollaire uniquement du théoréme 1, puisqu’il ne fait pas intervenir de
nombre de rotation complexe).

Démontrons le corollaire 2. Donnons-nous (Fp)pep €t ap € B comme dans ce co-
rollaire. Pour tout s € X, il existe un petit voisinage V' de 0 dans D et une application
A : Q; xV = C donnée par le théoréme 4. Considérons une extension A:CxV = C,
C, de \. Alors ;\(ao, 0) = 0, et, d’aprés le théoréme 4, 6:\/6a(a0, 0) = 1. L’équation
:\(a,p) = 0 définit donc une fonction implicite p sur un voisinage V' de 0 dans V,
vérifiant p(0) = ayp, et, pour tout p € V', Mp(p),p) = 0. Si application p — A(ao, p)
n’est pas identiquement nulle au voisinage de 0 (c’est-a-dire si on ne se trouve pas
dans le cas 1 du corollaire), alors son jet d’ordre infini en 0 ne s’annule pas (en ef-
fet, cette application est vraiment analytique!). Dans ce cas, on déduit de ’équation
;\(p(p), p) = 0 que le jet d’ordre infini de p en 0 est également analytique, et n’est pas
identiquement nul. Les autres assertions du corollaire 2 ne posent aucune difficulté.
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3.2. Applications aux domaines singuliers de rotation des fractions ration-
nelles

Pour d € N*, notons R ’ensemble des fractions rationnelles de degré d, vu comme
un sous-ensemble ouvert de CP24+1,

Notons dg la métrique sphérique de C, et notons dg la distance sur R% donnée
par la norme L sur les applications : C — (C, dg). La topologie induite sur R? par
cette distance est la méme que la «topologie des coeflicients », c’est-a-dire la topologie
induite sur R? par la topologie usuelle de CP2d+1,

3.2.1. Définitions. — Pour n € N*, posons
PPY" = {(R,2) | R€ R%, € C, R"(z) =z et n est la plus petite période de z}
(PP comme « point périodique ») et notons 7p la projection canonique : PP4" — R4,
(R,z) — R.
Pour a € C/Z, posons
PPa™ = {(R,z) € PP | (R") (z) = ¥}
et posons
ppn = ppdn\ ppin,

L’équation R"(x) = = différenciée montre que PP est une hypersuface analytique
non singuliére de R? x C, et que la restriction de la projection 7p & PPZ™ est un
diffeomorphisme analytique local.

Pour a € C/Z\ {0}, PP3" est une hypersurface analytique (singuliére) de ppLn
et on a le diagramme commutatif (trivial) suivant :

i
Ppin < pphn
™ N\ TP
Rd

Nous allons définir des objets correspondants avec des propriétés analogues pour les
anneaux de Herman.

Notons A ’ensemble de tous les anneaux ouverts de C, et D I’ensemble des paires
(D, ) telles que D est un disque ouvert de C et 2 € D. Nous allons définir deux
topologies sur A et une topologie sur D.

a) Topologies sur A. — Pour A € A, rappelons que mod A représente le module de
A; nous noterons h4 toute représentation conforme : Apoq.4/2 — A.
Notons d 4 la distance sur A définie par :
da(A,A) 0 siha(R/Z) Cha(Amodar/s) et ha(R/Z) C ha(Amodaays),
da(A, A" 1 sinon,
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et notons 7.4 faible 12 topologie sur A engendrée par cette distance. Pour A € A et
€ > 0, posons :

Ve(A) = {A" € A| ha(A(mod a—e)/2) C A’ €t har(A(mod ar—e)/2) C A}

(par convention, Ax = @ si A < 0) et notons 7.4 forte la topologie sur .4 pour laquelle
les ensembles V.(A), € > 0, définissent un systéme fondamental de voisinages d’un
anneau A € A (nous aurions pu définir cette topologie & partir d’une distance sur A).

REMARQUE
- A eV (A) s AeV . (A)
- A" eV, (A) = |mod A" —mod 4| < ¢
- sie < 3/16 mod A, alors A’ € V.(A) = da(4, A") =0 (la topologie 74 forte €St
plus fine que la topologie 7.4 faible)-

b) Topologie sur D. — Posons D, = {z € C||z|<r}sir>0et D, =@ sir <0.
Donnons-nous (D, z) € D, et considérons une représentation conforme b : Dy — D
vérifiant h(0) = 0. La capacité conforme de (D,x) est par définition le module du
nombre complexe h'(0) (nous noterons c¢(D, x) cette capacité conforme). Il existe une
unique représentation conforme h : D¢(p o) — D, vérifiant h(0) = z et h'(0) =1, et
nous noterons h(p ) cette application.
Pour € > 0, posons :

VE(D,.’I:) = {(D',Z”) €D | h(D,z)(Dc(D,z)—a) Cc D' et
h(D',z’)(Dc(D’,w’)—E) CD et dg(x,x’) < E},
et notons Tp forte 1a topologie sur D pour laquelle les ensembles V.(D,z), € > 0,

définissent un systéme fondamental de voisinages de la paire (D, z) de D (remarquons
que ¢(D, z) tend vers ¢(D’, z') lorsque (D, z) tend vers (D', z') pour cette topologie).

Considérons une fraction rationnelle R € R¢ et un anneau de Herman A pour R.
Nous appellerons ici période de A le plus petit entier n > 1 tel que R™(A4) = A et RlnA
préserve orientation de A. L’application Rl"A est conjuguée, via une représentation
conforme h de A, & une rotation irrationnelle dont ’angle est, au signe prés, indépen-
dant du choix de h. Nous appellerons nombre de rotation de A cet angle au signe prés
(nous noterons Z x {+, —} le groupe qui agit sur R par translations entiéres et chan-
gement de signe ; le nombre de rotation de A appartient donc & (R\ Q)/Z x {+,—}).

Pour n € N*, posons

AH®™ = {(R,A)| Re R, A€ A,
et A est un anneau de Herman de période n pour R}.

et notons 74 la projection canonique : AH%™ — R, (R, A) — R.
Pour a € (R\ Q)/Z x {+,—}, posons

AHE™ = {(R, A) € AH®™ | le nombre de rotation de A vaut a}.
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Munissons les ensembles AHY™ et AH™ de la topologie produit de la topologie
usuelle sur R? et de la topologie 74 faible Sur A.

REMARQUE. — Si A et A’ sont deux anneaux ouverts orientés de C, avec d4(A, A') =
0, les orientations de A et A’ induisent chacune une orientation sur la courbe h 4 (R/Z)
(en effet, ha(R/Z) C ha/(Amod ar/a)) et de méme sur la courbe hy (R/Z). Nous
dirons que les orientations de A et A’ sont compatibles si, pour chacune de ces deux
courbes (il suffit que ce soit vrai pour une des deux), les orientations induites par A
et A’ coincident.

Pour tout (R, A) € AH%", aux deux orientations possibles de A correspondent
deux nombres de rotation avec des signes opposés. On peut choisir pour A l'orien-
tation pour laquelle le nombre de rotation appartient a (0;1/2) mod Z. Ce choix
est compatible avec la topologie dont nous avons muni AH%™ au sens suivant. Pour
toute paire (R, A) € AH%", il existe un voisinage Vir,a) de (R, A) dans AHE™ tel
que, pour toute paire (R', A") € V(g 4), on a : d4(A,A") = 0 et les orientations de
A et A' sont compatibles au sens de la définition ci-dessus (ceci découle facilement
de la dynamique de R™ dans A). Cette remarque permet, si on le désire, d’éliminer
I’ambiguité sur les signes des nombres de rotation associés aux anneaux de Herman de
maniére cohérente (dans la suite, nous maintiendrons cette ambiguité sur les signes).

3.2.2. Conséquences du corollaire 1
PROPOSITION 7. — Pour tout d > 3, n € N*, et a € B/Z x {+,—}, il existe une
variété complexe U de dimension 2d + 1 et un diagramme commutatif

i
AHEr 4 U
AN U
Rd
ot iy est continue et injective, et wy est un difféomorphisme analytique local. De
plus, iy (AHE™) est une hypersurface analytique (éventuellement singuliére) de U,
c’est-a-dire qu’elle est localement définie comme [’ensemble des zeros d’une fonction
analytique.

Démonstration. — Donnons-nous un couple (R, A) appartenant & AHE™. Soit e(A4) >
0 suffisamment petit pour que, pour tout A’ € V (4)(A) et A" € V,(4)(4’), on ait
da(A', A" =0.

Pour € > 0, notons B(R,¢) la boule de centre R et de rayon € pour la distance dg
dans R4, et posons

AH (R, A) = {(R', A") € AHL™ | dr (R, R') < € et d4(A, A") = 0}.

D’aprés le corollaire 1, il existe ¢ > 0 (petit), dépendant de (R, A), tel que l'en-
semble 7 4(AH (R, A)) soit une hypersurface analytique (éventuellement singuliére)
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de B(R,¢) et tel que, pour tout (R', A") € AH(R, A), on ait : A’ € V;(4)(A). Fixons
et notons (R, A) un tel . Posons

Ur,a) = B(R,£(R, A)/2)
et notons U la somme connexe de tous les ouverts Ur,a) :

ﬁ = U U(R‘A).

(R,A)EAHL™
Les éléments de U sont les paires (R, (R, A)) telles que (R, A) € AHL™ et R, €
U(r,a)- Considérons la relation ~ sur U définie par :
(Ry,(R,A)) ~ (R2(R',A")) <= Ry = Ry et d4(A,A") = 0.

ASSERTION. — La relation ~ est une relation d’équivalence.

Seule la transitivité est a justifier. Soient (R, (R, A)), (R, (R', A")), (Rs, (R",A"))

appartenant & U tels que
(Ry,(R,A)) ~ (R2, (R',A")) et (Ra,(R,A"))~ (R3,(R",A")).

1l nous faut montrer que d4(A4, A”) = 0. D’aprés le choix de (R, A) et de ¢(R', A"),
on a A" € Viax(e(A),e(a))(A), et de méme A" € Viay(e(a),e(a7)) (A'). D’aprés le choix
de e(A), e(A"), e(A"), ceci entraine d4(A4, A”) = 0 et 'assertion est démontrée.

Notons U le quotient de U par la relation ~, et munissons U de la topologie
quotient. La projection canonique my; : U — U est ouverte, et U peut étre muni
d’une structure de variété complexe de dimension 2d + 1, pour laquelle 7 est un
diffeomorphisme analytique local. Notons i, I'injection canonique :

AHE™ — U, (R,A) — R € Up,a
et posons iy = 7y o iy. Les objets iy, U, et 7y ont bien les propriétés énoncées. [
REMARQUE. — On peut remarquer que ¢y, U, et my sont uniques au sens suivant :
si les triplets (iy, U, my) et (iyr, U', my) ont tous deux les propriétés énoncées dans la
proposition 7, alors il existe des voisinages V de iy (AHE™) dans U et V' de iy (AHI™)
dans U’ et un difféomorphisme analytique g : V = V' tel que le diagramme suivant
commute.
A
vy N\
v % v
N T
Rd

Ceci permet de définir une notion de «germe de voisinage analytique de AH%™ mo-
dulo difféomorphisme analytique» ; en particulier, les singularités de iy (AHE™) sont
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définies de maniére canonique (indépendamment du choix de U, iy). Ces singulari-
tés soulévent des questions intéressantes; par exemple, pour tout § € C/Z, on peut
constater que ’ensemble ’P’Pg’l (c’est-a-dire : point fixe de multiplicateur fixé, voir le
début de cette section) ne présente pas de singularité. Pour « € (R \ Q)Z x {+, -},
I'ensemble AHE! (c’est-a-dire : anneau de Herman de période 1 et de nombre de
rotation fixé) peut-il présenter des singularités ?

D’aprés le théoréme de Bruno (voir [4])), pour tout a € B/Z et (R,z) € PPI™,
R posséde un disque de Siegel (de période n, de nombre de rotation a) centré en z.
Notons D(R, z) ce disque de Siegel.

PROPOSITION 8
1) Pour tout d > 2, n € N*, et a € B/Z, lapplication

'P’Pg’n — (D, TD,forte)» (R’x) = (D(R’ x),:l:)

est continue (en particulier, la capacité conforme de (D(R,z),x) dépend continiment
de (R,z) dans PPI").
2) Pour toutd > 3, n € N*, et « € B/Z x {+,—}, Uapplication

AHE™ 5 (A, Taforte), (R, A) = A

est continue (en particulier, le module de A dépend contindment de (R,A) dans
AHE™).

Démonstration. — L’assertion 2 est une conséquence directe du corollaire 1. Démon-
trons ’assertion 1.

Soient (Rp,z) € PP%", a € B/Z. Notons hg I'unique représentation conforme :
D: — D(Ro, xo) satisfaisant hy(0) € RZ.. Pour R proche de Ry, notons z(R) I'unique
point proche de z¢ fixe par R™ (z(R) dépend analytiquement de R).

Choisissons une famille (Mg)r~rg, de transformations de Mobius dépendant ana-
lytiquement de R, et vérifiant : Mg(zo) = x(R) (si zop # 00, on peut poser :
Mp(z2) = z + 2(R) — o).

Pour R ~ Ry, posons hg = Mpohg et Fg = h,}loR"ohR. Les applications Fg sont
définies et analytiques dans les disques D;_(g), ot €(R) — 0 lorsque R — Ry, elles
fixent O et elles convergent vers la rotation z — e?™* 2 lorsque R — Ry, uniformément
sur tout compact de D;.

Appliquons le théoréme 1 a la famille (Fr)gr~r, dans anneau D;_s \ Di_25, ol
8 > 0 est petit. D’aprés ce théoréme, il existe un petit voisinage Vg, de Ry dans R¢
et une application analytique p : Vg, = C*, u(Rp) = 1 telle que, pour tout R € Vg,,
lapplication u(R)Fg : z — u(R)Fg(z) admette un anneau invariant A inclus dans
D;_5\ Di_9s et de nombre de rotation a. On en déduit que ’application u(R)Fg est
encore conjuguée A la rotation d’angle o sur la composante connexe bornée de C\ A4,
et en particulier que pu(R)Fg(0) = €2*, ce qui entraine p(R) = 2"*(R™ (z(R))) ™.
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Donc,
p'(1) = {RE€Vg, | R"(z(R)) = *"}
= 7mp(PPE"N{(R,z) | R € Vg, et z ~ 20}).
Puisque 6 peut &tre choisi arbitrairement petit, ’assertion 1 est établie. O
3.2.3. Conséquences du corollaire 2. — Pour s € ¥, posons
pPin= || PP, AHPm= || AHI™
a€B,;/Z a€B, /Zx{+,—}

Notons p ’application canonique :

AHE™ 5 (R\Q)/Z x {+,~}, (R,A)~ le nombre de rotation de A.

PROPOSITION 9. — Pour toutd > 3, n € N*, et s € X, il existe une variété complexe
U de dimension 2d + 1 et un diagramme commutatif

)
AHn S U
AN U
Rd
ot iy est continue et injective et my est un difféomorphisme analytique local. Pour
tout o € B, JZ x {+, =}, iv (AHD™) est une hypersurface analytique (éventuellement
singuliére) de U.

Notons py Uapplication : iy (AHE™) — Bs/Z x {+,—} définie par : py o iy = p.
L’application py est C® au sens de Whitney sur iy(AHI™); en outre, pour tout
z € iy(AHI™), pu admet une extension C* locale py : V, - C/Z x {+,—} (V,
étant un voisinage de z dans U ) telle que :

— pour tout a € Bs/Z x {+,-}, py' (@) = iy (AHIM) NV, ;

— le jet d’ordre infini de py en tout point de iy (AHE™) NV, est analytique et non

identiguement nul.

PROPOSITION 10. — Pour tout d > 2, n € N*, et s € &, les applications
PPE™ 5 (D, Tp forte), (R,z) > (D(R,z),)
et
AHE™ = (A, Taforte), (R, A) > A

sont continues.

Les démonstrations de ces deux propositions sont trés similaires & celles des pro-
positions 7 et 8 (on utilise le corollaire 2 et le théoréme 4 au lieu du corollaire 1 et du
théoréme 1).
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3.3. Compléments arithmétiques

L’objectif de cette section est de démontrer la proposition 1, qui énonce quelques
propriétés des ensembles Bj.

Pour z € R, on note ||z|| la distance de x & I’entier le plus proche; on note m la
mesure de Lebesgue sur R, et si J désigne un intervalle de R, on note indifféremment
|J| ou m(J) lalongueur de J ; dans la suite de cette section, les constantes universelles
seront notées C.

A tout irrationnel «, on associe de la méme maniére qu’en 0.2 des suites ay, ag,
€ks Br» P> Gk, k € N. Pour @ € R\ Q et k € N, notons T,  'application

k + ExPk—1T €o
T Pk T CkPr1% ag +
qk + €k Qk—12 €1
a; +
Ek—1
ap + ExT

En particulier, Ty r(ar) = a et To x((0;1/2)) est égal & 'ensemble des nombres o
satisfaisant, pour 0 < j < k, aj = a;, €] =¢; (et donc pj = p;, ¢ = g;).

Puisque |DTy x ()| = |qk + €xqk—17| "2, on a :

1
(100) L < IDTuk(a)| <
4q;
Rappelons que ¥ désigne I’ensemble des suites & termes strictement positifs, décrois-
santes, et qui convergent vers 0, et que, pour tout s = (sg)reNn € X, Bs désigne le

sous-ensemble de B constitué des irrationnels tels que :

, x€(=1/2;1).

ISHES

[e o]
Ti(a) =Y g; ' logaj < s
i=k

Les trois propositions qui suivent entrainent les trois assertions de la proposition 1.
PROPOSITION 11. — Pour tout € > 0, il existe s € ¥ tel que m(B, N (0;1)) > 1 —e.

Démonstration. — Nous allons utiliser les nombres diophantiens. Rappellons qu’un
irrationnel « satisfait une condition diophantienne d’ordre 3, 8 > 0, §’il existe v > 0
tel que, pour tout q € Z,

laadl > 5.
Posons
DCs(y) = {a€R\Q]pour tout q € Z, |lga| > v/q"**}
pcy = |JDCs).

¥>0

L’ensemble (5., DCp est de mesure pleine (voir [10]).
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Donnons-nous a € DCg(7). Pour k € N,
~
llgkedl = B > <153
%
donc, d’aprés (4),
ap > —

2q;

ce qui entraine, pour tout ¢ > 0,

log ap+1

(101) ”

< Cﬁ,’y,€2_(1~€)ka

et donc, pour j € N,
Vj(a) < Ch,, 27079,

En particulier, pour tout v > 0, il existe s € ¥ tel que DC; () C Bs, ce qui termine
la démonstration. O

PROPOSITION 12. — Pour tout s € X, il existe s' € X tel que tout point de Bg

soit un point de densité de By . Plus précisément, considérons la suite s' définie par
—k

s, = sk + V2 ", k € N; alors, pour tout a € B,

m((a —u;a+u) N By)
20

— 1 lorsque u — 0

uniformément par rapport ¢ o € Bs.

Démonstration. — Donnons-nous s € X et considérons la suite s’ définie par s}, =

—k . .
sk + V2 ', k € N. Donnons-nous o € By, u > 0, et considérons lintervalle J =
(@ — u,a + u). Notons ag, gk, € (k € N) les suites associées & a comme en 0.2. Soit
k(a,u) 'unique entier k tel que

1) )
(102) —— Su< 3
Qi1 i

ou J est une constante universelle strictement positive qui sera choisie dans la suite.
Remarquons que k(a,u) — oo lorsque v — 0, uniformément par rapport & o € B,.
Dans les calculs qui suivent, 'entier k(a,u) sera noté k.

Premier cas : ar, > 3. — (Le cas ax = 2, bien qu’essentiellement identique, nécessitera,
des notations légérement différentes, et nous le considérerons séparément). Supposons
dans la suite que § < 1/8. Alors, d’aprés (100) et (102), J C Tk ((—1/2;1)). Posons

T= Ta,k|(—1/2;l) et J= T—l(J).
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Notons {3,...} l'’ensemble des entiers supérieurs ou égaux & 3 et posons : 7 =
{{3,...} x {—,+}}u{(2,+)}. Pour tout (n,e) € Z, posons

1
H, =
0’"’E(z) n+ex
1
H =
l,n,e(z') n+ezx
1
H =1-
2,n,e(m) ntex

et pour 7 € {0,1,2}, posons
Ki,n,s = i,n,E((O; 1/2))
Pour tout o/ € T((—1/2;1))\ Q, on a :

o €T(Kopne) © ahy=ag, ¢f=—c, Qpp1 =N, Eppy =6

o €ET(Kin:) © aj=ag, €} ==ck, Apy1 =Ny Epypy =&

= T(Kz,nys) & ay=ak+er, Ep=—€k, Qpp =N, Epyq =E.
L’ensemble

I_I Ki,n,s

(i,n,e)€{0,1,2} xT
est un ensemble de mesure totale de (—1/2;1). Supposons dans la suite que § < 1/40;

alors, d’aprés (100), pour tout n > 3 et ¢ € {—,+}, on a J N K5, = @. Posons
J={0,1} xZu(2,2,+). On a

(103) m(j \ T—l(le)) < Z m(Kin,e \T_I(BS’))-
(ime)ed
Ki,n,an¢g

LEMME 28. — Pour tout (i,n,e) € J vérifiant n < axt+1 exp(gk ﬂ_(k+1)), on a
M(Kine \ T (By)) < eo(k)m(Kinse)
avec €o(k) — 0 lorsque k — +00.

Démonstration. — Donnons-nous v > 0 quelconque ; nous allons montrer que, pour
k assez grand (ne dépendant que de ), on a :

T o Hin,e((0;1/2) N DC1(v)) C By
Au vu de (100), ceci démontrera le lemme.

Donnons-nous o' € (0;1/2) N DC;(v) et posons o = T o H;,(a"). I s'agit
d’établir (si k est assez grand) que, pour tout | € N,

> -l
\I/l(a'):Zq;_lloga;-H <si=s4+V2 .
i=t

On vérifie (avec des notations évidentes) que :
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- a; =aj, €; =¢€j,¢; = ¢qj, pour 0 < j < k—1;

~ ap =ay +¢; 8i (i,n,6) = (2,2,+) et a}, = a, sinon;

— Uy =N, Eyy TES

= g1y =05, Epyry; =€, pourj > 1.
Supposons pour fixer les idées que (i,m,¢) soit différent de (2,2,+) et que l'on ait :
Il <k —1;dans ce cas,

k—1 oo
V(o) =) q;'logajy + gz logn + Z iy ; log aj.
i i=1

Pour tout 5 > 1, on a
-1 .
‘I;c+j < 218;c+j—11

or,
1 —(k—1) 11—1
Brrj-1 = Br—1 mﬂfq <27 =ghl
On en déduit que

n

U(a') < s+ qk_1 log + 27 =2 g4(a").

Q41
Donc, d’apres les hypothéses,
Ty(a) < s +v2 Y 4 o-t-2 0

(ou la constante C., ne dépend que de 7). Si k est assez grand, on a donc bien
(o) < 5.

Lorsque [ > k, on obtient (plus simplement) le méme résultat. Enfin, le cas parti-
culier (¢,n,¢) = (2,2, +) ne présente aucune difficulté. O

Poursuivons la démonstration de la proposition 12.

ASSERTION. — Pour tout (i,n,€) € J,

jﬂK,‘)nf #2 => m(Ki,nYE) < Cm(j)

Cette assertion découle facilement de ’estimée (102) (nous laissons le lecteur vérifier
les détails). Au vu de cette assertion et du lemme précédent, I’estimée (103) entraine

(104) m(J\ T~ (By)) < Ceo(k)m(J) +r
(la constante C n’est pas la méme que celle de ’assertion précédente) avec
r= Z m(Ki’n,E).

(in,e)€T
Ki,n,e: I’]J;ﬁ@

n>ak+1 exp(qr \/5_(“'1))
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C
Ak+1

existe (i,n,e) € J avec n > ajy1 exp(qk\/ﬁ_(Hl)) tel que K e N J # @, alors, pour
k assez grand, on a m(J) > 1/Cag41. On déduit donc de l'estimée (104) que

m(J\ T~} (By)) < e1(k)ym(J)
(ot £1(k) — 0 lorsque ) et d’aprés (100), ceci entraine
(105) m(J\ By) < 16 e1(k)m(J)

ce qui est ’estimée recherchée.

Remarquons que, d’une part, r <

—(k+1
exp(—qr V2 (ki )), et que, d’autre part, s’il

Second cas : ar = 2. — Dans ce cas, posons :

Ty (x) = To k() = Tax-1(1/(2 + x))
T_(2) = Tap-1(1-1/(2 - 2))
et considérons 'application T : (—1 /2;1) = R définie par
T=T_ sur (=1/2;0] et T = Ty sur [0;1).
Comme dans le cas a > 3, on vérifie que J C T((—1/2; 1)) et on pose J = T~1(J).
Définissons les applications H; () et les intervalles K(; , ), (i,n,¢) € J, comme
dans le cas a; > 3. Alors, pour tout o' € T(—1/2; D\ Qetn>2
o €T(Kone) < ah ) =ap_1+Ep1, €h_y = —Ep1, A =2, €} =1,
Ajy1 =Ny Eppy =€, Eppp =€, (remarquons que gy = gx);
o €T(Kypne) = ahy=ap 1, €p_y =1, afp =2, € =1,
Apy1 =M, Epy1 = &
o €T(Kayne) <= ah_y =ap_1, €h_y = —€k_1, A =3, e = —1,
Apyp =N, Eppq =E.
Avec ces notations, toutes les assertions qui ont été établies dans le cas ay > 3 restent
vraies, et on obtient, exactement de la méme maniére, I'estimée (105). La proposition
12 est donc démontrée. O
PROPOSITION 13. — Pour tout s € ¥, on a les deux assertions suivantes.
1) Pour tout n € N, il existe s' € ¥ (dépendant de s et n) tel que
U {e¢ € H|Im(a — ap) > |Re(a — ag)|"} C Qpsr.
ag€Bs
2) Il existe s' € ¥ et une fonction ¢ : R — R, nulle en 0, dont toutes les dérivées

existent et s’annulent en 0 (s' et ¢ dépendent de s) telles que

U {a e H|Im(a — ap) > p(Re(a — ap))} C Q5.

ap€EB,
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Démonstration. — Fixons s € ¥ et donnons-nous s’ € ¥ & choisir par la suite.
Notons ¥ I’ensemble des séries convergentes a termes strictement positifs. Pour
tout o € X, posons

B, = {a € B| pour tout k € N, qk_1 logag1 < ok}

La stratégie consiste a déterminer, pour tout a € B;, une série o(a) € ¥ (dépendant
de a) telle que I'’ensemble B, () ait les propriétés de densité recherchées par rapport

& «, puis & montrer que I'on peut choisir s’ de maniére a avoir (J,¢ B8, Bo(a) C Bs'-
Donnons-nous pour commencer o = (0} )reN € ¥ satisfaisant a 'hypothése

(106) or > 2 *Vog2, keN
et donnons-nous une composante connexe J de R\ Ba, quelconque. Posons
k = min{l € N | il existe o, a’ dans J tels que a;(a) # a;(a’) ou g;(a) # g(a’)}.

Pour 0 < j < k — 1, posons a; = aj(a), €5 = ¢j(a), p; = p;j(a), ¢; = g;(a) o o est
un point quelconque de J. Nous allons définir des objets associés a J ; on distingue
deux cas.

Premier cas : pour tous o et o' appartenant & J, ag(a) = ag(a’). — Posons ap =
ax(a), ou « est un point quelconque de J. Remarquons que aj # 2 (autrement, pour
tout a € J, on aurait ex(a) = 1, ce qui serait en contradiction avec la définition de
k). Posons

d = k (destla «profondeur» de J);
€0
¢ = ag+ ——— (cestle «centre» de J);
€1
ay +
€k—1
7
€0
Tf(z) = ao+ ;
€1
a; +
. €k—1
ap +

T;(z) = Tf(-=z).

Second cas : il existe o et o' appartenant a J tels que ay(a) # ar(a’). — Remarquons
que sup,c; ax(a) est fini (notons ay, ce supremum) et que g; ', logay < s,_; (autre-
ment, il existerait «,a’ dans J tels que ex—1(a) # ex—1(a’), ce qui est impossible).
On en déduit, du fait de 'hypothése (106), que les réels

1 1
) et Ti,
11+ VD) D1V

Tk~l,a(
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98 CHAPITRE 3. COMPLEMENTS ET APPLICATIONS

n’appartiennent pas & J, et donc, par connexité de J, que
inf ag(a) =ax — 1,
acJ k( ) k

et que, pour tout a € J,

= agy1(@) = 2;
- si ak() = ag, alors xy1(a) = —1, et si au contraire ax(a) = ax — 1, alors
Ek+1 (a) =1

Dans ce cas, posons

d = k+1;
€o
c = ap+ )
€1
ai +
Ek—1
. -
ak—§
€
Td+($) = ao+ ° ;
€1
a; +
Ek—1
— -
ak—2+x
_ €o
Td(x) = ag+
€1
a; +
. €k—1
o
ar — 1+

24z
Dans les deux cas examinés ci-dessus, il existe o~ € [0;1/2) et ot € [0;1/2) tels que
J =T, ([0;a7)) UTS([0;a™)).

Notons g4 le dénominateur de c, et pour ¢ € {+,—}, posons a® = ((a®)7!) + 1 ((z)
désigne la partie entiére de z). On a

] £
og(a®) S0
qd

(en effet, dans le cas contraire, du fait de ’hypothése (106), le point T (ﬁ\l/ii)
n’appartiendrait pas & J, ce qui serait en contradiction avec la connexité de J).
L’estimée précédente entraine, d’aprés (100),

16
(107) |J] < ?QXD(—QdUd)~
bl
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Gardons les notations précédentes et donnons-nous a € B, quelconque. On cherche 3
minorer |a — ¢|. Distinguons deux cas.

Premier cas : a € T; ([0;1/2)) U T ([0;1/2)). Alors, puisque ag > (ag41 + 1)1,
on a

1
quadﬂ.

Second cas : a ¢ T, ([0;1/2)) U T ([0;1/2)). Dans ce cas, |a — c| > 1/4¢% et
Pestimée (108) ci-dessus est encore valable.

Faisons ’hypothése supplémentaire :

(108) o —¢| >

(109) o > 96g; 'logag+1, k€N.

Ceci entraine, au vu des estimées (107) et (108), que |J| < | — ¢|/2, ou encore que
dist(a, J) > |a—c|/2. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la proposition
13 & proprement parler.

Démonstration de l’assertion 1. — Fixons n € N et gardons les notations précé-
dentes. L’estimée
(110) |J| < dist(a, J)"

est entrainée, au vu des estimées précédentes, par
o4 > ngy ' logagi + 1

ol (r})kren est une suite ne dépendant que de n, & termes strictement positifs, vérifiant

n
Y kenThE < 00.
Ceci nous améne 4 choisir la suite s’ € ¥ comme suit :

s = 2-0=2) 10g 2 + 965, + ns; + ZTZ, leN.
k>l

Alors, pour tout a € By, si on associe & a la suite o(a) € ¥ définie par
or(a) = max(2~*=Vlog 2,96qk_1 log ag+1,nq; 'logaksr + 1), k€N,

ona Bg(a) C Bs/, les hypothéses (106) et (109) sont vérifiées, et pour toute composante
connexe J de R\ Bo(a) (a fortiori pour toute composante connexe J de R\ By),
Pestimée (110) ci-dessus est valable, ce qui démontre I’assertion 1 de la proposition
13. O

Démonstration de Uassertion 2. — Donnons-nous a € By et 0 € & comme plus haut,
et posons, pour u > 0,

Ja(u) = { composantes connexes J de R \ B, telles que J N (o — u; a + u) # @};
do(u) = la plus petite profondeur des intervalles J de Ju(u).
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On cherche & montrer que
1
(111) inf log(|J]™")
€T (w) log(dist(a, J)~1)
Supposons que 'on ait :

— 400 lorsque wu — 0.

(112) o >V2 ¥, keN.
Alors on vérifie, au vu des estimées précédentes, que, pour tout J € J,(u),
log(|J]~1) 1 04
log(dist(a, J)~1) qgl logagsr

Remarquons d’autre part que
lim d =
Jig da ) = o0
et que cette limite est uniforme par rapport & a € B,. La limite (111) est donc

entrainée par
Ok

g ' log ak41
On choisit donc la suite s’ € ¥ comme suit : on fixe s € ¥ quelconque vérifiant
s} /s1 = +oc lorsque | — +00 et on pose :

— 400 lorsque k£ — +o0.

f ’
Posons ko = 0 et définissons par récurrence une suite (k,)nen €n posant, pour n > 1,

kn =min{k € N | k > k,—1 et, pour tout j > k, s} > 22ntlg Y.

sy =270 2>1og2+965,+ +s;’, leN.

Alors, pour tout a € Bs, si on associe & a la suite o(a) € 3 définie comme suit :
k
or(a) = max(2™ (k—1) log 2,96q;, logak+1,\/§ 2"q,;llogak+1), kn <k < kpya,

ona Ba(a) C By, les hypothéses (106), (109), et (112) sont vérifiées, et 'assertion (111)
(ot 'ensemble J,(u) est défini & partir des intervalles du complémentaire de l;’a(a),
ou, a fortiori, du complémentaire de By ) est valable, ce qui termine la démonstration
de ’assertion 2. O
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