
Chapitre 3

Les syst̀emes non lin«eaires

Dans ce chapitre, nous nous int«eressons à la r«esolution de systèmes non lin«eaires is-
sus de la mod«elisation en m«ecanique, chimie ou en dynamique des populations. CÕest
une «etape cl«e dans la r«esolution de la plupart des problèmes en math«ematiques ap-
pliqu«ees tenant compte de ph«enomènes non lin«eaires. Leproblème sÕ«ecrit sous la forme
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trouver øx ! E,

tel que f (øx) = 0 ,

oùE est un ensemble donn«e. Il sÕagit tout dÕabord de proposer uncadre math«ematique
adapt«e à ce type de problème non lin«eaire (existence et unicit«e de solution, localisa-
tion de la solution). Diff«erentes m«ethodes num«eriques seront propos«ees et la notion de
convergence des algorithmes sera abord«ee (convergence locale et globale) ainsi que
lÕordre de convergence indiquant la vitesse à laquelle la solution num«erique se rap-
proche de la solution exacte.

3.1 Introduction aux probl èmes non lin«eaires

Nous commencüons par un exemple simple de problème non lin«eaire.

3.1.1 Mod̀ele de coagulation et fragmentation

Des modèles de coagulation et fragmentation ont «et«e introduits par M. von Smo-
luchowski en 1916 et d«ecrivent lÕ«evolution en fonction dutempst " 0 de la densit«e
Ci (t) de particules de massei > 0, où lÕunit«e de masse est la masse dÕune particule
de r«ef«erence (proton, soleil). Nous rencontrons ces mod`eles dans lÕ«etude de la for-
mation dÕagr«egats (polymères, «etoiles). Ils d«ecrivent les m«ecanismes par lesquels deux
agr«egats coagulent pour en former un plus gros tandis que dans le möeme temps dÕautres
particules se fragmentent en particules de plus petites masses ; la masse globale «etant
conserv«ee au cours de chaque r«eaction de coalescence. Dans le cas le plus simple, les
masses des agr«egats ne prennent que des valeurs discrètes, lÕ«evolution temporelle des
densit«es des agr«egats de massei est donn«ee par un système dÕ«equations diff«erentielles
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96 CHAPITRE 3. LES SYST̀EMES NON LIN«EAIRES

fortement coupl«ees. Nous nous int«eressons ici non pas au processus dÕ«evolution mais
aux «etats dÕ«equilibre. Plus pr«ecis«ement,Ci la densit«e de massei aveci ! N! est le
r«esultat dÕune r«eaction de coagulation

Cj + Ci ! j
aj,i ! j

#$%
Ci , (coagulation binaire) (3.1)

et dÕune r«eaction de fragmentation

Ci
bi ! j,j

#$%
Ci ! j + Cj , (fragmentation binaire), (3.2)

où a et b d«esignent les taux de coagulation et de fragmentation, cÕest-à-dire queai,j

repr«esente la probabilit«e quÕune particule de massei fusionne avec une particule de
massej pour donner une nouvelle particule de massei + j tandis quebi,j repr«esente la
probabilit«e quÕune particule de massei + j se scinde en deux particules de massei et
une autre de massej . Nous supposons que les taux de coagulation et de fragmentation
d«ependent uniquement de la masse des particules. Nous obtenons alors à lÕ«equilibre le
modèle de coagulation-fragmentation suivant [28] : pour tout i ! N!

0 =
1
2

i ! 1%

j =1

ai ! j,j Ci ! j Cj

& '( )
Ci cr«e«ee par coagulation

$
"%

j =1

ai,j Cj Ci

& '( )
Ci d«etruite après coagulation

$
1
2

i ! 1%

j =1

bi ! j,j Ci

& '( )
Ci d«etruite après fragmentation

+
"%

j =1

bi,j Ci+j .

& '( )
Ci cr«e«ee par fragmentation

La suite(Ci )i # N! est donc solution dÕun système inÞni dÕ«equations non lin«eaires dont
il est pratiquement impossible de calculer la solution exacte. Il est donc indispensable
dÕavoir recours à des algorithmes num«eriques qui r«eduisent ce problème en un système
Þni dÕ«equations coupl«ees ; dès lors une m«ethode num«erique permet dÕen calculer une
solution approch«ee.

3.1.2 R«esultats g«en«eraux et d«eÞnitions

Il est temps de formaliser ces problèmes non lin«eaires dÕun point de vue math«ematique.
Consid«eronsE un espace m«etrique oùd est la distance associ«ee1 etF unR-espace vec-
toriel, supposons queK soit un sous-ensemble deE, et f une fonction deK à valeurs
dansF . Nous nous int«eressons à la r«esolution du problème suivant
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øx ! K,

f (øx) = 0 F

(3.3)

1La distanced est une application deE & E à valeurs dansR+ telle que pour toutx, y et z ! E ,
d(x, y) = d(y, x), d(x, y) = 0 ' x = y et d(x, z) ( d(x, y) + d(y, z).



3.1. INTRODUCTION AUX PROBL̀EMES NON LIN«EAIRES 97

FIG. 3.1 Ð Exemple de lÕ«evolution de la densit«e de particules(Ci )i # N! obtenue en
r«esolvant le modèle non lin«eaire de coagulation-fragmentation au tempst = 0 ett = 1.

et disons queøx est un z«ero de la fonctionf .
Ce problème est non lin«eaire dans le sens où la fonctionf nÕest plus seulement

une fonction du typef (x) = A x $ b avecA ! M n,n (R), b ! Rn et x ! Rn. Pour
la r«esolution num«erique de ce problème, nous ne pouvons donc pas utiliser les algo-
rithmes d«evelopp«es dans la partie pr«ec«edente mais nousverrons quÕil sÕagit toujours de
construire une suite dÕapproximations(x(k))k# N dont la limiteøx est solution de (3.3).
Pr«ecisons dÕabord la notion de convergence de la suite(x(k))k# N, puis introduisons la
notion dÕordre de convergence.

D«eÞnition 3.1.1 SoientE un espace m«etrique muni de la distanced(., .) et (x(k))k# N

une suite deE approchant la solutionøx de (3.3) et v«eriÞantx(0) = x0 ! U. Nous
disons que la suite(x(k))k# N converge versøx si limk$" d

*
x(k), øx

+
= 0. De plus, nous

disons que la m«ethode it«erative fournissant les valeurs de(x(k))k# N est dÕordrep, sÕil
existe deux constantesC1 etC2 > 0 telles que

C1 ( lim
k$"

d
*
x(k+1), øx

+

d(x(k), øx)p ( C2.

La notion de vitesse de convergence est «evidemment essentielle en analyse num«erique.
AÞn de diminuer le temps de calcul, nous choisissons souventdÕutiliser lÕalgorithme
qui converge le plus rapidement, cÕest-à-dire dÕordre le plus «elev«e. En effet, lorsque
x(k) est sufÞsamment proche deøx pour la distanced, lÕit«er«e suivant sera de lÕordre de
d(x(k+1), øx) ( C2 d(x(k), øx)p qui est dÕautant plus petit quep est grand.

Une autre notion importante est la distinction entre la convergencelocale et la
convergenceglobale.

D«eÞnition 3.1.2 SoientE un espace m«etrique et(x(k))k# N ) E une suite it«erative
dÕapproximation de la solutionøx de (3.3) telle quex(0) = x0.

Ð Nous disons que la suite it«erative(x(k))k# N converge globalement versøx ! K si
pour toutx0 ! K , la suite(x(k))k# N converge versøx.

Ð Nous disons que la suite it«erative(x(k))k# N converge localement versøx ! K
sÕil existe un voisinageVx̄ de øx, tel que pour toutx0 ! Vx̄ , la suite(x(k))k# N

converge versøx.
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Dans la pratique, nous pr«ef«erons souvent des m«ethodes qui donnent la convergence
globale de la solution à moins bien söur dÕavoir une id«eea priori de la localisation de la
solution.

Dans une première partie, nous pr«esentons une m«ethode g«en«erale et simple, pour
laquelle la recherche dÕun z«ero dÕune fonctionf : K ) E #%E est remplac«ee
par la recherche dÕun point Þxe dÕune nouvelle fonction! . Ensuite, nous proposons
plusieurs algorithmes pour la r«esolution num«erique de problèmes non lin«eaires dans le
cas de fonctions à valeurs dansR. Puis, nous traitons le casE = F = Rn, en proposant
la m«ethode de Newton-Raphson pour les systèmes non lin«eaires.

3.2 M«ethode de point Þxe

Consid«eronsE un espace m«etrique muni dÕune distanced, K un sous-ensemble
ferm«e deE et f une fonction: K ) E % E. La m«ethode de point Þxe consiste à
remplacer la fonctionf par la fonction! en posant par exemple!( x) = f (x) + x tout
en sÕassurant que lÕensembleK est stable par lÕapplication! , cÕest-à-dire!( K ) )
K , nous verrons quÕil y a plusieurs choix possibles pour cela.Nous remplacüons alors
lÕ«equation (3.3) par un nouveau problème :øx ! K , tel que!(øx) = øx.

Pr«esentons tout dÕabord la m«ethode de H«eron permettant dÕapprocher des racines
carr«ees dÕun nombre r«eel. Cet algorithme est bas«e sur le principe du point Þxe. Pro-
posons ensuite une m«ethode g«en«erale et indiquons les critères que doit satisfaire la
fonction! pour assurer la convergence.

3.2.1 M«ethode de H«eron

La m«ethode de H«eron2 fournit un algorithme pour la recherche de la racine carr«ee
dÕun nombre r«eel positifa. Nous allons utiliser le fait que le r«eel! =

*
a nÕest

rien dÕautre que la longueur du cöot«e dÕun carr«e dont lÕaire esta. LÕid«ee de base de
la m«ethode de H«eron va donc consister à construire un tel carr«e en construisant une
suite de rectangles dÕairea qui converge vers le carr«e en question.

Consid«erons une valeurx(0) donn«ee, qui repr«esente une estimation grossière de! .
Choisissons alors le rectangle dÕairea ayant un cöot«e de longueurL = x(0) et un se-
cond cöot«e «egal àl = a/L = a/x (0). Pour construire un nouveau rectangle qui soit
plus proche du carr«e dÕairea, nous prenons simplement pour longueur dÕun cöot«e la
moyenne des longueurs des cöot«es du rectangle pr«ec«edent, cÕest-à-dire,L = x(1) =*
x(0) + a/x (0)

+
/ 2 tandis que le second cöot«e aura pour longueurl = a/L = a/x (1).

Nous continuons ce proc«ed«e jusquÕà ce que nous ne soyons plus en mesure de distin-
guer les longueurs des deux cöot«es, cela revient à construire une suite(x(k))k%0 dont le
terme g«en«eral v«eriÞe pourk ! N, x(k+1) =

*
x(k) + a/x (k)

+
/ 2.

2En r«ef«erence à H«eron dÕAlexandrie qui v«ecut au premiersiècle après J.-C. et fut un des grands
m«ecaniciens de lÕAntiquit«e. LÕalgorithme de calcul des racines carr«ees lui est attribu«e bien quÕil semble
que cet algorithme föut d«ejà connu des Babyloniens.
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Par exemple, si nous recherchons la
racine carr«ee dea = 200 nous obte-
nons alors les valeurs donn«ees dans
le tableau ci-contre. Avec seule-
ment quatre it«erations, nous avons
obtenu la racine cherch«ee à la
pr«ecision machine.

k x(k) a
x(k)

0 10,000 20,000

1 15,000 13,333

2 14,166 14,117

3 14,142 14,142

4 14,142 14,142

Voyons maintenant comment g«en«eraliser cette approche pour la r«esolution dÕune
«equation du type (3.3).

3.2.2 M«ethode g«en«erale

Soit E un espace m«etrique etK ) E un sous-ensemble ferm«e deE. Comme nous
lÕavons d«ejà pr«ecis«e, la m«ethode de point Þxe consisteà dÕabord remplacer lÕ«equation
(3.3) par une nouvelle «equation

!
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øx ! K,

tel que!(øx) = øx,

(3.4)

où ! est une fonction! : K ) E #%K , nous pouvons choisir!( x) = f (x) + x.
Cependant, pour assurer quÕà chaque it«erationx(k) ! K puisque lÕinconnueøx ! K , la
fonction! doit satisfaire!( K ) ) K ce qui nÕest pas facile à v«eriÞer en g«en«eral.

Par exemple, en reprenant la m«ethode de H«eron, nous approchons la racine carr«ee
dea ! R+, laquelle v«eriÞe lÕ«equationf (x) := x2 $ a = 0. Dans ce cas, nous avons
pris la fonction! d«eÞnie surK := R+ et donn«ee par!( x) = ( x + a/x ) / 2, laquelle
v«eriÞe bien!( K ) ) K et !(

*
a) =

*
a. Cependant nous aurions pu prendre aussi :

Ð !( x) = x2 $ a + x, mais nous ne pouvons pas assurer la stabilit«e!( K ) ) K
lorsqueK = R+.

Ð !( x) = a/x , et K = R+, cette fois nous avons bien!( R+) ) R+ mais nous
ne pouvons pas toujours assurer la convergence de lÕalgorithme it«eratif.

En nous inspirant de la m«ethode de H«eron, nous proposons alors un algorithme de
point Þxe pour approcher la solution de (3.3) dans le cas oùf est une fonction deE
dansE. Nous construisons une fonction! telle que la solutionøx de (3.3) soit aussi un
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point Þxe de! . Puis, pourx0 ! K ) E

!
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x(0) = x0,

x(k+1) = !( x(k)), k " 0,

(3.5)

où ! est d«eÞnie deK dansK .
LÕalgorithme de point Þxe g«en«eral pour le problème (3.4)est alors donn«e, pour

" > 0 un petit paramètre etx0 ! K , par

Algorithme 1. Algorithme de point Þxe

Poserx(0) = x0, " (0) = d
*
!( x(0)), x(0)

+
et k = 0

Tant que" (k) " "

- calculerx(k+1) = !( x(k)),

- calculer le r«esidu pour le test dÕarröet

" (k+1) := d
*
x(k+1), x(k)

+
,

- it«ererk + k + 1.

Fin de tant que.

Il reste à d«eterminer des critères sur la fonction! pour que la m«ethode de point
Þxe soit effectivement convergente.

Rappelons dÕabord la d«eÞnition dÕune suite de Cauchy

D«eÞnition 3.2.1 SoientE un espace m«etrique et(x(k))k# N une suite deE. Nous disons
que(x(k))k# N est une suite de Cauchy lorsquÕelle v«eriÞe : pour tout" > 0, il existe
N" > 0 tel que pour toutk, l " N" , d(x(k), x(l)) ( " .

Nous construisons une suite dÕapproximation(x(k))k# N fournie par lÕalgorithme
(3.5) et cherchons à «etablir la convergence de la suite(x(k))k# N vers une solutionøx de
lÕ«equationf (øx) = 0 . Pour cela, nous donnons le th«eorème suivant.
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Th«eorème 3.2.1 (Th«eorème du point Þxe de Banach)SoitE un espace m«etrique muni
de la distanced, complet cÕest-à-dire que toutes les suites de Cauchy sont conver-
gentes,K ) E un sous-ensemble ferm«e deE et ! : K #%K une fonction strictement
contractante, cÕest-à-dire quÕil existe une constanteL telle que0 < L < 1 et

d (!( x), !( y)) ( L d(x, y), x, y ! K. (3.6)

Alors
Ð il existe un unique point Þxeøx ! K tel queøx = ! (øx) ;
Ð pour toute donn«ee initialex0 ! K , la suite dÕapproximation d«eÞnie par (3.5)

converge vers le point Þxe de! et v«eriÞed
*
x(k+1), øx

+
( L d

*
x(k), øx

+
. Nous

disons alors que la convergence est lin«eaire.

D«emonstration : Soit (x(k))k# N la suite d«eÞnie parx(k+1) = !( x(k)), pour k ! N.
Nous allons d«emontrer que cÕest une suite de Cauchy. Tout dÕabord, dÕaprès lÕhy-
pothèse (3.6) nous avons

d
*
x(k+1), x(k)

+
( L d

*
x(k), x(k! 1)

+
( . . . ( Lk d

*
x(1), x(0)

+
.

Soientm et k deux entiers, nous obtenons alors

d
*
x(k+m), x(k)

+
( d

*
x(k+m), x(k+m! 1)

+
+ d

*
x(k+m! 1), x(k+m! 2)

+
+ . . .

+ d
*
x(k+1), x(k)

+

(
*
Lk+m! 1 + . . . + Lk

+
d

*
x(1), x(0)

+

(
Lk

1 $ L
d

*
x(1), x(0)

+
.

PuisqueLk converge vers z«ero, lorsquek tend vers lÕinÞni, nous avons prouv«e que
(x(k))k# N est une suite de Cauchy et donc puisqueE est complet, le sous-ensemble
ferm«eK lÕest aussi et la suite(x(k))k# N est convergente vers un pointøx ! K . Signa-
lons que la fonction! «etant contractante, elle est continue donc en passant à lalimite
dans le sch«ema it«eratif, nous obtenonsøx = !(øx). Puis, enÞnd

*
!( x(k)), !(øx)

+
=

d
*
x(k+1), øx

+
( L d

*
x(k), øx

+
.

Pour terminer la d«emonstration nous v«eriÞons que le pointÞxe de lÕapplication!
est unique. En effet, soientøx et øy deux points Þxes de! alors

0 ( d (øx, øy) = d(!(øx), !(øy)) ( L d (øx, øy) < d (øx, øy) ,

dÕoù0 ( d (øx, øy) < d (øx, øy), ce qui montre forc«ement queøx = øy. !

Corollaire 3.2.1 Soient(E, , ., ) un R-espace vectoriel norm«e complet (nous disons
que cÕest un espace de Banach),U un ouvert deE et ! : U #%U une fonction
diff«erentiable dont la diff«erentielle est continue surU. Supposons queøx ! U ) E soit
un point Þxe de! tel que, ! &(øx), < 1. Alors il existe# tel que pour toutx(0) = x0 !
B(øx, #), boule de centreøx et de rayon# > 0, telle que la suite(x(k))k# N converge vers
le point Þxeøx. La convergence est dans ce cas seulement locale.
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Notons bien que la m«ethode de point Þxe nÕest pas seulement une m«ethode num«erique
pour la r«esolution du problème non lin«eaire (3.3) puisquÕelle fournit «egalement une
d«emonstration de lÕexistence de solutions lorsque le problème est mis sous la forme
(3.5). CÕest dÕailleurs une m«ethode classique dÕexistence de solutions pour un problème
non lin«eaire. Par la suite, nous donnons dÕautres th«eorèmes de point Þxe sous des hy-
pothèses plus faibles.

Rappelons dÕabord la notion de convexit«e qui joue un röole important dans la r«esolution
de problème non lin«eaire et dÕoptimisation.

D«eÞnition 3.2.2 Une partieK de E est dite convexe si, pour toutx, y ! K et tout
$ ! R v«eriÞant0 ( $ ( 1, le point$ x + (1 $ $) y ! K . G«eom«etriquement, cela
signiÞe que le segment de droite joignant deux pointsx et y de K est entìerement
contenu dansK .

D«eÞnition 3.2.3 Nous disons quÕune partieK dÕun espace vectoriel norm«eE est com-
pacte si toute suite deK poss̀ede une suite extraite convergente.

Nous «enoncüons alors le th«eorème de Brouwer lorsqueE est lÕespace euclidienRn.

Th«eorème 3.2.2 (Th«eorème de point Þxe de Brouwer)SoientK un sous-ensemble
convexe et compact3 de lÕespace euclidienE = Rn et ! une application continue de
K dansK . Alors! poss̀ede un point Þxe et lorsquex0 ! K la suite(x(k))k# N converge
vers unøx ! K tel que!(øx) = øx.

Nous pouvons «egalement utiliser le Th«eorème de Schauder, d«emontr«e en1930qui
est souvent utilis«e pour traiter les problèmes dÕexistence dÕ«equations aux d«eriv«ees par-
tielles non lin«eaires et qui g«en«eralise le th«eorème pr«ec«edent.

Th«eorème 3.2.3 (Th«eorème de point Þxe de Schauder)SoientE unR-espace de Ba-
nach,K ) E une partie non vide, convexe, compacte deE et ! une application conti-
nue deK dansK . Alors! poss̀ede un point Þxe et pour toutx0 ! K la suite(x(k))k# N

converge vers unøx ! K tel que!(øx) = øx.

LÕavantage de cette m«ethode est quÕelle est très g«en«erale lorsque la fonction va de
E dansE et fonctionne en dimension quelconque sans faire intervenir aucune d«eriv«ee
de la fonction! . Cependant, cette m«ethode nÕest souvent pas très efÞcacepuisque
la convergence est seulement lin«eaire. Nous construisonspar la suite des m«ethodes
dÕordre plus «elev«e.

3.3 Vers la m«ethode de Newton-Raphson

Soit [a, b] ) R, nous consid«erons le cas simpliÞ«e dÕune fonctionf de R dansR
(E = F = R) et proposons plusieurs m«ethodes it«eratives qui ont pourbut dÕapprocher

3Ici cela revient à supposer queK est ferm«e, born«e et convexe dansE.
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la solution de
!
""""""#
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øx ! [a, b],

f (øx) = 0 .

(3.7)

Avant de proc«eder à la pr«esentation de m«ethodes num«eriques pour approcher la solution
de (3.7), nous rappelons le th«eorème des valeurs interm«ediaires qui assure lÕexistence
dÕune solution dans lÕintervalle[a, b].

Th«eorème 3.3.1 (Th«eorème des valeurs interm«ediaires) Supposons quef : [a, b] #%
R est une fonction continue etk un r«eel entref (a) et f (b). Alors il existe un r«eel
%! ]a, b[ tel quek = f (%). En particulier, sif (a) f (b) ( 0, alors lÕ«equation (3.7)
admet au moins une solution.

Commencüons par pr«esenter la m«ethode de dichotomie qui est certainement la plus
naturelle mais pas forc«ement la plus efÞcace en termes de vitesse de convergence.
Nous proposons ensuite lÕalgorithme de la s«ecante et poursuivons par la m«ethode de
Newton-Raphson.

Dans cette partie, supposons quef : [a, b] #%R est une fonction continue telle
quef (a) f (b) < 0. Ainsi, puisquef est continue il existe forc«ementøx ! ]a, b[ tel que
f (øx) = 0 .

3.3.1 M«ethode de dichotomie

La m«ethode de dichotomie est la plus simple et söurement la plus intuitive. Elle
consiste à encadrer la solutionøx par un intervalle de plus en plus petit. Nous posons
m = ( a+ b)/ 2et calculonsf (m). Puisquef est continue, testons le signe de la quantit«e
f (a) f (m). Ainsi, si f (a) f (m) < 0, ou autrement ditf (a) et f (m) sont de signes
diff«erents, cela signiÞe quÕil existe au moins unøx ! [a, m] solution def (øx) = 0 . En
revanche sif (a) f (m) > 0, ou autrement ditf (a) et f (m) sont de möeme signe, alors
f (m) f (b) < 0 et par continuit«e def , il existeøx ! [m, b] tel quef (øx) = 0 .

En it«erant ce proc«ed«e, nous obtenons ainsi lÕalgorithmesuivant : pour" > 0 un
petit paramètre,
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Algorithme 2. M «ethode de dichotomie

Posera(0) = a, b(0) = b, " (0) = b(0) $ a(0) et k = 0.

Tant que" (k) > "

- poser

m :=
a(k) + b(k)

2
,

si f (a(k)) f (m) < 0, alors

a(k+1) = a(k) et b(k+1) = m,

sinon

a(k+1) = m et b(k+1) = b(k),

- calculer" (k+1) = b(k+1) $ a(k+1) et k + k + 1.

Fin de tant que

Observons bien quÕà chaque it«eration lÕintervalle encadrant la solutionøx telle que
f (øx) = 0 est divis«e par deux, soit par r«ecurrence(b(k) $ a(k)) = ( b(0) $ a(0))/ 2k. Il
en r«esulte que la m«ethode de dichotomie converge puisqueb(k) $ a(k) tend vers z«ero
lorsquek tend vers lÕinÞni. Nous pouvons donc choisir le temps dÕarröet N tel que

1
2N

(b(0) $ a(0)) ( ",

où " est la pr«ecision choisie.
Cet algorithme paraöõt très int«eressant mais nous verrons quÕen fait cette m«ethode

converge plutöot lentement. N«eanmoins elle pr«esente lÕavantage dÕöetre très simple et
n«ecessite seulement que la fonctionf soit continue.

3.3.2 M«ethode de la s«ecante

Une autre m«ethode consiste simplement à remplacerf par une fonction afÞne ap-
proch«ee dans lÕ«equation (3.7). En effet, prenonsa(0) etb(0) ! [a, b] et placüons-nous sur
lÕintervalle[a(0), b(0)], puis remplacüonsf par un polynöomey de degr«e «egal à un

y(x) := f (a(0)) + ( x $ a(0))
f (b(0)) $ f (a(0))

b(0) $ a(0)
,
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où y(x) est la fonction afÞne telle quey(a(0)) = f (a(0)) et y(b(0)) = f (b(0)). LÕavan-
tage est que pour une fonction afÞney, lÕ«equationy(x) = 0 peut öetre r«esolue exacte-
ment, pour toutx ! [a(0), b(0)]. En effet, nous v«eriÞons quey(x(1)) = 0 avec

x(1) = a(0) $ f (a(0))
b(0) $ a(0)

f (b(0)) $ f (a(0))
.

G«eom«etriquement, ceci revient à
remplacer la courbey = f (x)
par la droite passant par les points
(a(0), f (a(0))) et(b(0), f (b(0))) tan-
dis quex(1) est simplement lÕin-
tersection de lÕaxe des abscisses
avec cette droite. Pour trouver
une meilleure approximation que
x(1), il sufÞt de r«ep«eter le proc«ed«e
soit sur lÕintervalle[a(0), x(1)]
ou [x(1), b(0)] selon le signe de
f (a(0)) f (x(1)) comme pour la
m«ethode de dichotomie.

x

ItŽrations successives
fonction f(x)

f(x)

FIG. 3.2 Ð Illustration de la
m«ethode de la s«ecante pour appro-
cher la solution def (øx) = 0 .

Cette m«ethode peut se r«ev«eler plus efÞcace puisquÕà chaque «etape nous r«eduisons
la taille de lÕintervalle bien plus vite que pour la m«ethodede dichotomie.

Finalement, pour une fonctionf : [a, b] #%R v«eriÞantf (a) f (b) < 0 et pour un
petit paramètre" > 0, lÕalgorithme est donn«e ci-dessous.
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Algorithme 3. M «ethode de la s«ecante

Posera(0) = a, b(0) = b, k = 0 et " (0) = b(0) $ a(0).

Tant que" (k) " "

- calculerx(k) := a(k) $ f (a(k))
a(k) $ b(k)

f (a(k)) $ f (b(k))

si f (a(k)) f (x(k)) < 0, alors

a(k+1) = a(k) et b(k+1) = x(k),

sinon

a(k+1) = x(k) et b(k+1) = b(k).

- calculer le r«esidu" (k+1) = b(k+1) $ a(k+1) et k + k + 1.

Fin de tant que.

Donnons alors un r«esultat de convergence pour la m«ethode de la s«ecante.

Th«eorème 3.3.2 (Convergence de la m«ethode de la s«ecante) Soientf ! C 0([a, b], R)
v«eriÞantf (a) f (b) < 0 et øx ! [a, b] une solution de (3.7). Alors en posanta(0) = a
et b(0) = b, la suite(x(k))k# N donn«ee par la m«ethode de la s«ecante est bien d«eÞnie et
converge versøx ! [a, b].

3.3.3 M«ethode de Newton-Raphson

La m«ethode de Newton-Raphson4 n«ecessite quelques hypothèses suppl«ementaires
sur la fonctionf , il faut notamment öetre en mesure de calculer sa d«eriv«ee.

Soit f : [a, b] #$%R une fonction deux fois d«erivable dont les d«eriv«ees sont conti-
nues, cÕest-à-dire quef ! C 2([a, b], R). Nous cherchons à calculer num«eriquement les
solutions de lÕ«equation non lin«eairef (x) = 0 . Consid«eronsx0 ! [a, b], une valeur

4En r«ef«erence à Isaac Newton et son contemporain Joseph Raphson. Cette m«ethode fut d«ecrite
de manière ind«ependante par les math«ematiciens anglaisIsaac Newton (1643-1727) et Joseph Raph-
son (1648-1715). Toutefois, Isaac Newton nÕappliqua cet algorithme que pour la recherche de z«eros
dÕ«equations polynomiales (voir Exercice 3.4.4), ce qui est assez simple. Notons quÕen 1690, Joseph
Raphson en publia une description simpliÞ«ee, mais ce nÕestquÕen 1740 que Thomas Simpson (1710-
1761) d«ecrivit cette m«ethode de calcul it«eratif pour approcher les solutions dÕune «equation non lin«eaire.
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approch«ee de la solutionøx de (3.7). Posons alorsx(0) = x0, puis en effectuant un
d«eveloppement de Taylor, nous obtenons

0 = f (øx) = f (x(0)) + f &(x(0)) (øx $ x(0)) +
1
2

f &&(&) (øx $ x(0))2,

avec& ! [a, b]. En n«egligeant le terme dÕordre deux|øx $ x(0)|2 qui sera petit dès que
f &&est born«ee etx(0) sufÞsamment proche de la solutionøx, nous calculons une nouvelle
approximationx(1) de øx donn«ee par

x(1) = x(0) $
f (x(0))
f &(x(0))

.

Ainsi, en r«eit«erant le proc«ed«e, nous obtenons un sch«ema it«eratif appel«e m«ethode de
Newton-Raphson !

""#

""$

x(0) = x0,

x(k+1) = x(k) $
f (x(k))
f &(x(k))

, k " 0.
(3.8)

Nous en d«eduisons lÕalgorithme suivant : pour" > 0 un petit paramètre

Algorithme 4. M «ethode de Newton-Raphson

Soit x(0) ! [a, b]. Poserk = 0 et " (0) = b$ a.

Tant que" (k) " "

- calculerx(k+1) := x(k) $
f (x(k))
f &(x(k))

- calculer le r«esidu" (k+1) = |x(k+1) $ x(k)|

et k + k + 1.

Fin de tant que.

Pour cette m«ethode nous d«emontrons le th«eorème de convergence locale suivant.

Th«eorème 3.3.3 (Convergence locale de la m«ethode de Newton-Raphson)Soientf !
C2([a, b], R) et øx ! [a, b] une solution de (3.7) telle quef &(øx) soit non nul. Alors il existe
# > 0 tel que pour toutx0 ! [øx $ #,øx + #] la suite(x(k))k# N donn«ee par (3.8) est bien
d«eÞnie et converge versøx ! [a, b]. En outre, il existe une constanteC > 0 telle que
|x(k+1) $ øx| ( C |x(k) $ øx|2. Nous disons que la m«ethode de Newton-Raphson est au
moins dÕordre deux.
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D«emonstration : Commef est de classeC2([a, b], R) et f &(øx) est diff«erent de z«ero, il
existe# > 0, L > 0 et M > 0 tels que pour toutx ! [øx $ #,øx + #], les valeursf &(x)
sont diff«erentes de z«ero et

1
|f &(x)|

(
1
L

, |f &&(x)| ( M.

En effet, en utilisant la continuit«e def &au pointøx, pour tout" > 0, il existe# > 0, tel
que pour toutx ! [øx$ #,øx + #], |f &(x)$ f &(øx)| ( " , alors en notant! = f &(øx) que nous
supposons par exemple strictement positif et en prenant" = !/ 2, nous obtenons!/ 2 (
f &(x) ( 3!/ 2. Donc, en prenantL = !/ 2, nous avons pour toutx ! [øx $ #,øx + #],
|f &(x)| " L. De plus,f «etant de classeC2 sur lÕintervalle[øx $ #,øx + #], il existeM > 0
tel que|f &&(x)| ( M .

Ainsi, en prenant au besoin une valeur de# > 0 plus petite encore, nous pouvons
choisir # > 0 qui v«eriÞeM #/ (2 L) < 1. En prenantx(0) ! ]øx $ #,øx + #[ et en
effectuant un d«eveloppement de Taylor au voisinage du point x(0), nous obtenons

f (øx) = f (x(0)) + f &(x(0)) (øx $ x(0)) +
1
2

f &&(&(0)) (øx $ x(0))2,

où &(0) ! [øx $ #,øx + #]. Puis, en «ecrivant

x(1) = x(0) $ [f &(x(0))]! 1
*
f (x(0)) $ f (øx)

+
,

= x(0) + (øx $ x(0)) +
1
2

f &&(&(0))
f &(x(0))

(øx $ x(0))2,

= øx $
1
2

f &&(&(0))
f &(x(0))

(øx $ x(0))2.

Ainsi, en utilisant une majoration de|f &&| et une minoration de|f &|, nous avons Þnale-
ment

|x(1) $ øx| (
M
2L

|x(0) $ øx|2 (
M
2L

#2 ( #.

Nous proc«edons ensuite par r«ecurrence. Supposons que|x(k) $ øx| ( #, par un calcul
identique au pr«ec«edent, il vient

|x(k+1) $ øx| (
M
2L

|x(k) $ øx|2 ( #. (3.9)

Ainsi, en posant

e(k) =
M
2L

|x(k) $ øx|,

nous obtenons en utilisant (3.9)

e(k) ( [e(k! 1)]2 ( [e(k! 2)]2
2

( . . . ( [e(0)]2
k
.

Or, en ayant choisi au pr«ealablex(0) tel quee(0) = |x(0) $ øx| ( M #/ 2L < 1, nous
montrons que la m«ethode de Newton-Raphson est localement convergente. !
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Remarque 3.3.1Observons que cette m«ethode donne la convergence locale de la suite
(x(k))k# N vers la solutionøx ! [a, b]. Il faut donc partir dÕun pointx(0) sufÞsamment
proche deøx, cela n«ecessite la connaissance a priori de la solutionøx, ce qui nÕest pas
toujours possible !

Nous venons de voir que sous certaines hypothèses, la suite(x(k))k# N converge vers
la solutionøx ! [a, b]. N«eanmoins dans la pratique un critère dÕarröet est n«ecessaire pour
stopper les it«erations. Par exemple, le critère dÕarröetpeut öetre|x(k+1)$ x(k)| < " , où" >
0 est un petit paramètre Þx«e. Toutefois cela nÕassure pas àchaque fois la convergence
vers la solutionøx. En effet, consid«erons par exemple la suitex(k) =

, k
l=1 1/l nous

avons

lim
k!$ +"

|x(k+1) $ x(k)| = 0,

maisx(k) tend vers lÕinÞni.
Remarquons quÕun autre choix possible est le critère|f (x(k))| < " .

Exemple 3.3.1Prenonsf (x) = x e! x2
, nous avons alorsf &(x) = (1 $ 2x2) e! x2

.
LÕalgorithme de la m«ethode de Newton-Raphson sÕ«ecrit x(k+1) = x(k) $ x(k)/ (1 $ 2|x(k)|2).

DÕune part, en prenantx(0) = 0, 3,
nous obtenons :

k x(k) f (x(k))

0 0, 3 0, 274

1 $ 6, 6 10! 02 $ 6, 6 10! 02

2 +5, 8 10! 04 +5, 8 10! 04

3 $ 3, 8 10! 10 $ 3, 8 10! 10

4 +1, 1 10! 28 +1, 1 10! 28

5 $ 2, 8 10! 84 &

DÕautre part, en prenantx(0) =
0, 5, la m«ethode ne converge pas
mais (x(k))k prend seulement les
valeurs± 0, 5.

-0.5
-0.4
-0.3
-0.2
-0.1

 0
 0.1
 0.2
 0.3
 0.4
 0.5

-2 -1  0  1  2  3  4

x

f(x)
x0=0.3
x0=0.5
x0=1.0

FIG. 3.3 Ð La fonctionf (x) et des va-
leurs(x(k))k# N pour des donn«ees ini-
tiales diff«erentes :x(0) = 0, 3 (+),
x(0) = 0, 5 (x) etx(0) = 1 (' ).

EnÞn pourx(0) = x0 = 1, la suite(x(k))k converge vers+ - lorsquek tend vers
lÕinÞni.
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3.3.4 Combinaison de m«ethodes

La m«ethode de Newton-Raphson est incontestablement la meilleure parmi celles
pr«esent«ees dans ce chapitre mais à la seule condition de choisir la donn«ee initialex0

assez proche de la solution recherch«ee, où ÁÁ assez procheÀÀ d«epend de la fonction
f . Plus pr«ecis«ement, lorsque nous connaissons bien les d«eriv«ees premières et secondes
de f au voisinage de la solution, nous pouvons combiner deux m«ethodes de facüon
pragmatique.

LÕalgorithme est simplement donn«e, pour un petit paramètre " > 0, par

Algorithme 5. Algorithme de combinaison de m«ethodes

Posera(0) = a et b(0) = btels quef (a(0)) f (b(0)) < 0

et " (0) = b(0) $ a(0), k = 0.

Tant que" (k) > "

- calculerx(k+1) à lÕaide de la m«ethode de Newton-Raphson :

- si x(k+1) /! [a(k), b(k)], le rejeter et effectuer

une it«eration de dichotomie pour trouver[a(k+1), b(k+1)].

- si x(k+1) ! [a(k), b(k)], alors :

si f (x(k+1)) f (a(k)) < 0, poser

a(k+1) = a(k) et b(k+1) = x(k+1).

si f (x(k+1)) f (b(k)) < 0, poser

a(k+1) = x(k+1) etb(k+1) = b(k).

- calculer" (k+1) = b(k+1) $ a(k+1) et k + k + 1.

Fin de tant que
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3.4 M«ethode de Newton-Raphson dansRn

Avant de proc«eder à la pr«esentation de la m«ethode de Newton-Raphson pour des
fonctions deRn à valeurs dansRn, nous rappelons quelques notions de calcul diff«erentiel.

3.4.1 Quelques rappels de calcul diff«erentiel

Consid«erons deuxR-espaces de BanachE et F . NotonsL (E, F ) lÕespace des ap-
plications lin«eaires continues deE dansF , muni de la norme

, l, = sup
h# E

, l h, F

, h, E
,

laquelle correspond à la norme matricielle lorsqueE = F = Rn. Observons que
L (E, F ) est «egalement un espace de Banach.

Supposons queU est un ouvert (non vide !) deE et consid«erons une fonctionf :
U #%F .

D«eÞnition 3.4.1 Nous disons que la fonctionf est diff«erentiable en un pointx ! U si
elle est continue au pointx et sÕil existel(x) ! L (E, F ) tel que

lim
h$ 0E

, f (x + h) $ f (x) $ l(x) h, F

, h, E
= 0. (3.10)

LÕapplicationl(x) d«epend du pointx, nous la noterons d«esormaisl(x) = . f (x),
de sorte que (3.10) se r«e«ecrit

lim
h$ 0E

, f (x + h) $ f (x) $ . f (x) h, F

, h, E
= 0.

LÕapplication. f (x) est appel«ee diff«erentielle def au pointx.

D«eÞnition 3.4.2 Nous disons que la fonctionf est diff«erentiable surU si elle est
diff«erentiable en tout pointx ! U. Dans ce cas, nous appelons diff«erentielle def
la fonction

. f :
U #% L(E, F )

x #% .f (x).

Si de plus. f est continue par rapport̀ax, nous disons quef est continöument diff«erentiable,
ou de facüon«equivalente quef est de classeC1(E, F ).

Cas particulier E = Rp et F = Rq

Pour toutx ! U ) E, x = ( x1, . . . , xp)T et pour touti ! { 1, . . . , p} , lÕensemble

Vi (x) := { t ! R, (x1, . . . , xi ! 1, t, x i+1, . . . , xp) ! U}

est un voisinage ouvert dexi .
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Supposonsf : U ) E #%F diff«erentiable. Alors lÕapplication partiellegi :
Vi (x) #%F , donn«ee part #%f (x1, . . . , xi ! 1, t, x i+1, . . . , xp) = f (x + ( t $ xi )ei ),
est d«erivable enxi et g&

i (xi ) = . f (x) ei , cÕest en fait la d«eriv«ee partielle def dans la
directionei au pointx. Dans la suite, nous notons cette d«eriv«ee partielle#f

#x i
(x) et

(f
(x i

:
U #$%F

x #$% #f
#x i

(x)

pour i ! { 1, . . . , p} . Par lin«earit«e de. f (x), nous v«eriÞons que pour touth ! Rp,
h = ( h1, . . . , hp)T ,

. f (x) h =
p%

i=1

hi
(f
(x i

(x).

Pour touti ! { 1, . . . , p} , lÕapplicationh ! E #%hi ! R est une forme lin«eaire conti-
nue, cÕest-à-dire un «el«ement deL (Rp, R). Nous la notonsdxi . Ainsi, la diff«erentielle
def au pointx sÕ«ecrit

. f (x) =
p%

i=1

(f
(x i

(x) dxi .

Notons bien que lÕexistence de d«eriv«ees partielles nÕestpas sufÞsante en g«en«eral pour
quÕune fonction soit diff«erentiable. En revanche,

Th«eorème 3.4.1Une applicationf : U ) E #%F est continöument diff«erentiable si et
seulement si sesp d«eriv«ees partielles existent et sont continues surU.

Si une fonctionf : U ) E #%F , de composantes(f 1, . . . , f q), est diff«erentiable
au pointx, nous d«eÞnissons sa matrice jacobienne au pointx comme la matrice de
lÕapplication lin«eaire. f (x) dans les bases canoniques deE et F . Elle est donn«ee par

. f (x) =

-

.

.

.

.

.

.
/

#f 1
#x1

(x) . . . #f 1
#xp

(x)

...
...

#f q

#x1
(x) . . . #f q

#xp
(x)

0

1
1
1
1
1
1
2

! M q,p(R).

Autrement dit, le coefÞcient de la matrice jacobienne def dÕindicei ! { 1, . . . , q} en
ligne etj ! { 1, . . . , p} en colonne est(. f (x)) i,j = #f i

#xj
(x).

En particulier, siq = 1, . f (x) est une matrice ligne. De facüon g«en«erale, les lignes
des. f (x) sont les. f i (x).

Cas g«en«eral

Supposons maintenant queE et F sont des espaces de Banach. D«eÞnissons alors
les fonctions lipschitziennes de la facüon suivante :
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Th«eorème 3.4.2 (Fonction lipschitzienne)Soit f : U ) E #%F diff«erentiable sur
un ouvert convexeU. Supposons que sa diff«erentielle est born«ee, cÕest-à-dire il existe
k > 0 tel que,. f (u), ( k, pour toutu ! U. Alors la fonctionf est lipschitzienne,
cÕest-à-dire que, f (x) $ f (y), F ( k, x $ y, E , pour tout(x, y) ! U & U

Remarque 3.4.1La d«emonstration donne en fait lÕin«egalit«e plus Þne

, f (y) $ f (x), F ( sup
t# [0,1]

,. f (x + t(y $ x)), , y $ x, E .

Th«eorèmes dÕinversion locale et des fonctions implicitesSoientU etV des ouverts
(non vides) des espaces de BanachE etF respectivement.

D«eÞnition 3.4.3 Une applicationf : U #%V est unC1-diff«eomorphisme deU sur V
si et seulement si

Ð la fonctionf est une bijection,
Ð la fonctionf est de classeC1(U, V), cÕest-à-dire continöument diff«erentiable sur

U,
Ð la fonction inversef ! 1 est de classeC1(V, U).

Le th«eorème dÕinversion locale est le suivant :

Th«eorème 3.4.3 (Th«eorème dÕinversion locale)Si f : U #%V est une fonction de
classeC1(U, V), si a ! U est tel que. f (a) soit un isomorphisme deE surF , alors il
existe un voisinage ouvertUa dea dansU et un voisinage ouvertVb deb = f (a) dans
V tel que la restriction def à Ua soit unC1-diff«eomorphisme deUa surVb.

Parmi les cons«equences fondamentales du th«eorème dÕinversion locale, nous trou-
vons un r«esultat tout aussi important, connu sous le nom de th«eorème des fonctions
implicites. Il concerne le problème qui nous occupe dans cechapitre, cÕest-à-dire la
r«esolution dÕ«equations non lin«eaires.

Consid«erons trois espaces de BanachE, F etG et f : E & F #%G et recherchons
les solutions(x, y) ! E & F de lÕ«equationf (x, y) = 0 F . Sous des hypothèses que
nous allons pr«eciser, nous pouvons en tirery comme fonction dex : nous disons alors
quef (x, y) = 0 d«eÞnit implicitementy, ou encorey comme fonction implicite dex.
Plus pr«ecis«ement, nous avons :

Th«eorème 3.4.4 (Th«eorème des fonctions implicites)SoitU un ouvert deE & F et

f :
U #% G

(x, y) #% f (x, y),

une fonction de classeC1(U, G) et notons. f = ( . x f, . yf ) le gradient de la fonction
f par rapportà x ! E ety ! F . Supposons quÕil existe(a, b) ! U tel quef (a, b) = 0 G

et . yf (a, b) ! L (F, G) est un isomorphisme deF sur G. Alors il existe un voisinage
ouvertU(a, b) de(a, b) dansU, un voisinage ouvertWa dea dansE et une fonction
) ! C 1(Wa, F ) tels que

(x, y) ! U(a, b), et f (x, y) = 0 G / y = ) (x).
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D«eriv«ees dÕordre sup«erieur et d«eveloppements de Taylor

Commencüons par d«eÞnir une fonction deux fois diff«erentiable puis enchaöõnons sur
les d«eveloppements de Taylor à lÕordre sup«erieur.

D«eÞnition 3.4.4 Une fonctionf d«eÞnie sur un ouvert (non vide)U dÕunR-espace de
BanachE et à valeurs dans unR-espace de BanachF est dite deux fois diff«erentiable
enx ! U si elle est diff«erentiable dans un voisinage ouvertUx dex et si sa diff«erentielle
. f : Ux #% L(E, F ) est diff«erentiable enx. Nous disons quef est deux fois diff«erentiable
dansU si elle est deux fois diff«erentiable en tout point deU.

Par d«eÞnition, la diff«erentielle de. f en x, . 2f := . (. f )(x) est une appli-
cation lin«eaire continue deE dansL (E, F ). De möeme, nous d«eÞnissons de manière
r«ecursive les espaces de fonctionsp-fois continöument diff«erentiables, not«esCp(E, F )
et la diff«erentielle dÕordrep dÕune fonctionf , not«ee. pf puis. p+1f = . (. pf ).

Th«eorème 3.4.5 (D«eveloppement de Taylor avec reste int«egral) SoientE, F deux es-
paces de Banach,U un ouvert deE et f : U #%F une fonction de classeCn+1. Alors
pour tout(x, h) ! U & E tel que le segment[x, x + h] soit inclus dansU,

f (x + h) = f (x) +
n%

p=1

1
p!

. pf (x) h[p] +
3 1

0

(1 $ t)n

n!
. n+1f (x + th) h[n+1] dt.

où h[p] = ( h, . . . , h& '( )
p fois

).

Pr«esentons «egalement une autre version de la formule de Taylor, valable sous des
hypothèses encore moins fortes, et qui pour cette raison donne un r«esultat local seule-
ment.

Th«eorème 3.4.6SoientE, F deux espaces de Banach,U un ouvert deE etf : U #%F
une fonctionn fois diff«erentiable enx ! U. Alors

, f (x + h) $ f (x) $
n%

p=1

1
p!

. pf (x) h[p], = o(, h, n),

où o(, h, n) signiÞe quÕil existe une fonction*(h) telle que*(h)/ , h, n % 0 lorsqueh
tend vers0.

3.4.2 M«ethode de Newton-Raphson

SoientU un ouvert deRn etf ! C 0(U,Rn). Supposons dans cette partie quÕil existe
øx ! U solution def (øx) = 0 . Nous souhaitons mettre au point une m«ethode num«erique
pour approcher cette solution. Pour cela, nous proc«edons de manière analogue à ce que
nous avons fait pour des fonctions à valeurs r«eelles.
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Tout dÕabord, nous choisissons une première approximationx0 ! U deøx et remplacüons
ensuite la fonctionf par son d«eveloppement de Taylor à lÕordre un au pointx0, puis
en it«erant ce proc«ed«e nous obtenons une suite(x(k))k# N donn«ee par

!
""""""#

""""""$

x(0) = x0 ! U,

f (x(k)) + . f (x(k)) (x(k+1) $ x(k)) = 0 Rn, k " 0.

(3.11)

Pour chaquek ! N, nous devons donc r«esoudre le problème (3.11). Il nous faut donc :
Ð calculer la matriceA = . f (x(k)),
Ð sÕassurer que cette matriceA ! M n,n (R) est bien inversible,
Ð r«esoudre le systèmeA x (k+1) = $ f (x(k)) + A x (k) ! Rn,
Ð sÕassurer que lÕit«er«e suivantx(k+1) appartient bien àU pour pouvoir continuer

lÕalgorithme.
Lorsquen = 1, nous avons facilement montr«e que la m«ethode de Newton-Raphson

est convergente et dÕordre deux. Nous allons voir que ce r«esultat est toujours vrai en
dimensionn " 1.

Th«eorème 3.4.7 (Convergence locale de la m«ethode de Newton-Raphson dansRn)
Consid«eronsf : U ) Rn #$% Rn une fonction deux fois diff«erentiable et dont la
diff«erentielle dÕordre deux est continue, cÕest-à-dire quef est de classeC2(U,Rn).

Soitøx ! U tel quef (øx) = 0 et la matrice. f (øx) est inversible. Alors :
Ð il existe# > 0 tel que pour toutx0 ! B (øx, #), la suite(x(k))k# N donn«ee par

(3.11) est bien d«eÞnie etx(k) ! B (øx, #), pour toutk ! N ;
Ð la suite(x(k))k# N donn«ee par (3.11) converge vers la solutionøx ! U ;
Ð il existe une constanteC > 0 telle que, x(k+1) $ øx, ( C , x(k) $ øx, 2.

Ici B(øx, #) repr«esente la boule deRn de centreøx et de rayon#.

Avant dÕaborder la preuve de ce th«eorème, pr«esentons trois lemmes interm«ediaires :
le premier est simplement un r«esultat technique sur les matrices, le deuxième fournit
un r«esultat de stabilit«e de la fonctionf au voisinage du pointøx ! U tel quef (øx) = 0
et enÞn le troisième lemme assure lÕexistence dÕune solution à chaque «etape de lÕalgo-
rithme de Newton-Raphson.

DÕabord, proposons un rappel sur les matrices et les normes matricielles.

Lemme 3.4.1 SoitB ! M n,n (K) une matrice dans un corpsK telle que, B , < 1,
pour une norme matricielle subordonn«ee, ., .

Alors la matrice(I n $ B) est inversible et

(I n $ B)! 1 =
%

k' 0

B k, , (I n $ B)! 1, (
1

1 $ , B ,
.

D«emonstration : Remarquons tout dÕabord que la condition, B , < 1assure la conver-
gence de la s«erie puisque

,
+"%

k=0

B k, (
+"%

k=0

, B , k < + - .
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En outre,

(I n $ B)
p%

k=0

B k =
p%

k=0

(I n $ B) B k = I n $ B p+1

et puisque, B , < 1, nous obtenons en passant à la limitep % + -

(I n $ B)
%

k%0

B k = I n .

Donc(I n $ B)! 1 =
,

k%0 B k. EnÞn,

, (I n $ B)! 1, = ,
%

k%0

B k, (
%

k%0

, B , k (
1

1 $ , B ,
.

!
Ensuite, mettons en «evidence un r«esultat de r«egularit«ede la fonctionf au voisinage

du pointøx ! U v«eriÞantf (øx) = 0 .

Lemme 3.4.2 Soientf : U ) Rn #$% Rn une fonction de classeC2(U,Rn) et øx ! U
tel quef (øx) = 0 et . f (øx) est inversible. Alors il existeL > 0, M > 0 et un param̀etre
# > 0 v«eriÞantM #/L < 1, tels que pour toutx ! B (øx, #), , [. f (x)]! 1 , ( 1/L et
de plus,. f (x) $ . f (y), ( M , x $ y, .

D«emonstration : Puisquef ! C 2(U,Rn), pour toutx ! U le terme,. 2f (x), est
born«e sur tout sous-ensemble born«e deU et dÕaprès le Th«eorème 3.4.2, pour un rayon
r > 0 Þx«e, il existeM (r ) > 0 tel que pour toutx, y ! B (øx, r ) ) U,

,. f (x) $ . f (y), ( M (r ) , x $ y, .

Remarquons bien quer est Þx«e et quelconque ; il reste donc à montrer quÕil existe
# > 0 et L > 0 tels que pour toutx ! B (øx, #), la matrice. f (x) est inversible et
v«eriÞe

,. f (x)! 1, (
1
L

.

Pour cela, nous «ecrivons

. f (x) = . f (øx) $ . f (øx) + . f (x),

= . f (øx)
4
I n $ [. f (øx)]! 1 (. f (øx) $ . f (x))

5

et posonsB = [ . f (øx)]! 1 (. f (øx) $ . f (x)) , ce qui sÕ«ecrit alors

. f (x) = . f (øx) [I n $ B ] .

Ainsi, puisque. f (øx) est inversible, la matrice. f (x) est inversible dès que[I n $ B]
est elle-möeme inversible. En vue dÕappliquer le Lemme 3.4.1, il nous sufÞt de montrer
quÕil existe#0 > 0 tel que pour toutx ! B (øx, #0), nous avons, B , < 1. Or dÕaprès ce
qui pr«ecède nous avons

, B , ( , [. f (øx)]! 1 , ,. f (x) $ . f (øx), ( , [. f (øx)]! 1 , M (r ) , x $ øx,
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et en prenant#0 > 0 sufÞsamment petit tel queM (r ) , [. f (øx)]! 1 , #0 < 1, nous
avons pour toutx ! B (øx, #0), , B , < 1, ce qui signiÞe que pour toutx ! B (øx, #0), la
matrice. f (x) est inversible et

, [. f (x)]! 1 , ( , [. f (øx)]! 1 , , (I n $ B)! 1, ,

( , [. f (øx)]! 1 ,
1

1 $ , B ,
=:

1
L

.

Nous choisissons ÞnalementM := M (r ) et # ! ]0, #0[ tel queM (r ) #/L < 1, ce qui
conclut la d«emonstration. !

EnÞn, le troisième lemme assure lÕexistence de la suite(x(k))k# N obtenue à lÕaide
de lÕalgorithme de Newton-Raphson.

Lemme 3.4.3 Soient+ un ouvert deRn et f : + #%Rn une fonction telle quef !
C1(+, Rn), . f (x) est inversible pour toutx ! + et il existeL > 0 et M > 0 v«eriÞant

, [. f (x)]! 1, (
1
L

, ,. f (x) $ . f (y), ( M , x $ y, (3.12)

et pourk " 1, x(k! 1) ! +.
Alors le termex(k) donn«e par la m«ethode de Newton-Raphson est bien d«eÞni et tel

que

, x(k) $ x(k! 1), (
1
L

, f (x(k! 1)), (3.13)

et
, f (x(k)), ( M , x(k) $ x(k! 1), 2. (3.14)

D«emonstration : DÕune part, puisquex(k! 1) ! +, la matrice jacobienne. f (x(k! 1))
est inversible, nous pouvons donc construirex(k) = x(k! 1) $ [. f (x(k! 1))]! 1 f (x(k! 1)),
dÕoù nous d«eduisons, gröace à lÕhypothèse (3.12), que

, x(k) $ x(k! 1), = , [. f (x(k! 1))]! 1 f (x(k! 1)), ( C , f (x(k! 1)), .

DÕautre part, à lÕaide de la formule de Taylor-Young avec reste int«egral, nous avons
aussi

f (x(k)) = f (x(k! 1)) +
3 1

0

. f (x(k! 1) + t (x(k) $ x(k! 1))) ( x(k) $ x(k! 1)) dt.

Puis, en utilisant la m«ethode de Newton-Raphson à lÕ«etapek $ 1,

f (x(k! 1)) + . f (x(k! 1)) (x(k) $ x(k! 1)) = 0 ,

nous avons

f (x(k)) =
3 1

0

4
. f (x(k! 1) + t (x(k) $ x(k! 1))) $ . f (x(k! 1))

5
(x(k) $ x(k! 1))dt.

DÕoù,

, f (x(k)),

( sup
t# ]0,1[

*
,. f (x(k! 1) + t (x(k) $ x(k! 1))) $ . f (x(k! 1)),

+
, x(k) $ x(k! 1), ,

( sup
t# ]0,1[

*
M t , x(k) $ x(k! 1),

+
, x(k) $ x(k! 1), ,
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cÕest-à-dire, f (x(k)), ( M , x(k) $ x(k! 1), 2. !
Nous sommes dor«enavant en mesure de d«emontrer le Th«eorème 3.4.7.

D«emonstration du Th«eorème 3.4.7. DÕabord, en appliquant le Lemme 3.4.2,
puisque la matrice. f (øx) est inversible etf ! C 2(U,Rn), il existe L > 0, M et
# > 0 v«eriÞantM #/L < 1, tels que pour toutx ! B (øx, #), la matrice. f (x) est
inversible et

, [. f (x)]! 1, (
1
L

.

De plus, pour toutx, y ! B (øx, #), ,. f (x) $ . f (y), ( M , x $ y, .
Dans un premier temps, nous souhaitons d«emontrer que chaque termex(k) est bien

d«eÞni pour toutk ! N et ensuite que la suite(f (x(k)))k%0 tend vers z«ero lorsquek tend
vers lÕinÞni. Pour cela, nous raisonnons par r«ecurrence.

Soit x0 ! B (øx, #). Montrons que si le termex(k) ! B (øx, #) pourk " 0, alors nous
avons aussix(k+1) ! B (øx, #). Tout dÕabord en appliquant le Lemme 3.4.3, la valeur
x(k+1) est bien d«eÞnie. Ensuite à lÕaide dÕun d«eveloppement de Taylor-Young à lÕordre
deux de la fonctionf et en rappelant quef (øx) = 0 , il vient

, f (x(k)) + . f (x(k)) (øx $ x(k)), ( M , øx $ x(k), 2.

Aussi, en utilisant la d«eÞnition dex(k+1), nous avons,. f (x(k)) (x(k+1) $ øx), (
M , øx $ x(k), 2. Puis,

, x(k+1) $ øx, = ,. f (x(k))! 1 . f (x(k)) (x(k+1) $ øx),

( ,. f (x(k))! 1, ,. f (x(k)) (x(k+1) $ øx),

(
M
L

, x(k) $ øx, 2 (3.15)

et donc par d«eÞnition de#, nous avons, x(k+1) $ øx, ( M #2/L ( #, ce qui montre
bien quex(k+1) ! B (øx, #) et donc le premier point du Th«eorème 3.4.7.

Notons que nous avons par la möeme occasion d«emontr«e lÕexistence dÕune constante
C = M/L > 0 telle que, x(k+1) $ øx, ( C , x(k) $ øx, 2, ce qui prouve la dernière
assertion du Th«eorème 3.4.7.

Int«eressons-nous alors au deuxième point, cÕest-à-dire à la convergence de la suite
(x(k))k%0. Pour cela posonse(k) := M , x(k) $ øx, /L , il vient alors en multipliant
(3.15) parM/L ,

e(k+1) ( [e(k)]2 ( [e(k! 1)]2
2

( . . . ( [e(0)]2
k+1

.

Or, en ayant choisi au pr«ealablex(0) tel quee(0) = M |x(0) $ øx|/L ( M #/L < 1, nous
montrons que la m«ethode de Newton-Raphson est bien localement convergente. !

Ce th«eorème montre la convergence locale de la m«ethode deNewton-Raphson,
cÕest-à-dire que six0 est sufÞsamment proche dÕune solutionf (øx) = 0 , alors la suite
(x(k))k# N converge versøx. Concernant la convergence globale, nous en savons très peu
et nous ne pouvons analyser que quelques cas de fonctions simples.
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Un exemple classique de conver-
gence globale estf (øz) = 0 , où
øz ! C, avec

f (z) = z3 $ 1, z ! C

ou encore

f (x, y) =

-

.

.
/

x3 $ 3x y2 $ 1

3x2 y $ y3

0

1
1
2 ,

avecz = x + iy et pour lequel
lÕit«eration devient

z(k+1) = z(k) $
(z(k))3 $ 1

3(z(k))2

=
1
3

6
2z(k) +

1
(z(k))2

7
.
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FIG. 3.4 Ð Donn«ees initiales conver-
geant vers la solutionz = 1 (noir),
z = $ (1 $

*
3)/ 2 (gris) et z =

($ 1 $
*

3)/ 2 (blanc).

Nous posons alors

A(a) =
8

z0 ! C, (z(k))k converge versa
9

,

aveca = 1, ($ 1 ± i
*

3)/ 2 racines def (z) = 0 . Dans ce cas, nous v«eriÞons à
lÕaide dÕun ordinateur que pour toutes valeurs dez0, lÕalgorithme de Newton-Raphson
converge vers une solution (voir pour cela la Figure 3.4).

Dans la pratique, il arrive souvent que la forme analytique de la matrice. f (x) est
inconnue. Dans ce cas nous approchons les «el«ements(f i /(x j de la matrice jacobienne
par

(f i

(x j
(x1, . . . , xn) 0

f i (x1, . . . , xj + #, . . . , xn) $ f i (x1, . . . , xj , . . . , xn)
#

,

en choisissant le paramètre# de lÕordre de lÕerreur dÕarrondi.
Notons que beaucoup de m«ethodes dites quasi Newton pour la r«esolution num«erique

de systèmes non lin«eaires consistent à trouver de nouveaux algorithmes qui ne n«ecessitent
plus le calcul exact de la jacobienne. Nous renvoyons le lecteur à lÕouvrage de J. E.
Dennis et R. B. Schnabel [12], qui dresse lÕ«etat de lÕart desm«ethodes de Newton-
Raphson et quasi-Newton tant du point de vue th«eorique que pratique.


