Chapitre 3

Les sysemes non lireaires

Dans ce chapitre, nous nous interessons a la resoleisgatdmes non lineaires is-
sus de la modelisation en mecanique, chimie ou en dynadégupopulations. COest
une etape cle dans la resolution de la plupart desmesbén mathematiques ap-
pliquees tenant compte de phenomeénes non lin eaipesbléame sO ecrit sous la forme

|

H*

trouverw ! E,
$ tel quef (®) = 0,

oUE est un ensemble donne. Il sOagit tout dOabord de propoessreumath @matique
adapte a ce type de probleme non lineaire (existencécéteude solution, localisa-
tion de la solution). Differentes methodes humeriguestpropos<ees et la notion de
convergence des algorithmes sera abordee (convergeade éb globale) ainsi que
IOordre de convergence indiquant la vitesse a laquel@ution numerique se rap-
proche de la solution exacte.

3.1 Introduction aux problemes non lireaires

Nous commengions par un exemple simple de probleme reairkn «

3.1.1 Mockle de coagulation et fragmentation

Des modeles de coagulation et fragmentation ont eeliiis par M. von Smo-
luchowski en 1916 et decrivent IO evolution en fonctidgardpst " 0 de la densite
Ci(t) de particules de masse> 0, ot IOunite de masse est la masse dOune particule
de reference (proton, soleil). Nous rencontrons ceglasdans 10 etude de la for-
mation dOagregats (polymeéres, etoiles). lls d ¢Evenecanismes par lesquels deux
agregats coagulent pour en former un plus gros tandis gséadm@&me temps dOautres
particules se fragmentent en particules de plus petitesesasa masse globale etant
conservee au cours de chaque reaction de coalescereée Pasle plus simple, les
masses des agregats ne prennent que des valeurs disretesution temporelle des
densites des agregats de massedonnee par un systeme dO equations differentielles
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96 CHAPITRE 3. LES SYSEMES NON LINFAIRES

fortement couplees. Nous nous interessons ici non pasasgus dOevolution mais
aux etats dOequilibre. Plus precise@datdensite de massaveci ! N' est le
resultat dOune reaction de coagulation

Ci+ Cij 1;‘;)/:) Ci, (coagulation binaire) (3.1)
et dOune reaction de fragmentation
By L
C #é)}o Cij + Gy, (fragmentation binaire) (3.2)

ol a et b designent les taux de coagulation et de fragmentatiost;&@ze quea;
represente la probabilite quOune particule de inssenne avec une particule de
massg pour donner une nouvelle particule de masgg tandis quen; represente la
probabilite quOune particule de mass¢ se scinde en deux particules de masse
une autre de masgeNous supposons que les taux de coagulation et de fragrimentat
dependent uniqguement de la masse des particules. Nonsmbadors a IO equilibre le
modele de coagulation-fragmentation suivant [28] : poutit! N

1%! %
0 = 5 A CijC $ a G G
j=1 ' =1 1
& ( ) &(—)

C; creee par coagulation  C; detruite apres coagulation

1 %! %
$ 5 b Ci + | hj Ciyj.
& (—) & (—)

C,; detruite apres fragmentation C; cre<e par fragmentation

La suite(C))ixn- est donc solution dOun systeme inbni dO equationsewirebrdont

il est pratiqguement impossible de calculer la solution éxdtest donc indispensable
dOavoir recours a des algorithmes numeriques quiertcigiprobleéme en un systéme
Pni dOequations couplees ; dés lors une methodegnempeminet dOen calculer une
solution approchee.

3.1.2 Resultats generaux et debnitions

Il est temps de formaliser ces problémes non lin eairesmiini de vue math ematique.
Considerong un espace metrique diest la distance assocte¢F unR-espace vec-
toriel, supposons qué soit un sous-ensemble & etf une fonction d&K a valeurs
dansF . Nous nous interessons a la resolution du problemensuiv

|

H

w! K,
(3.3)

&

f(®) = Of

!La distanced est une application d& & E a valeurs danR™ telle que pour touk, y etz ! E,
d(x,y) = d(y,x),d(x,y) =0 ' x=yetd(x,z) ( d(x,y)+ d(y,2).
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Fic. 3.1 B Exemple de IO evolution de la densite de parii€yjes,- obtenue en
resolvant le modeéle non lineaire de coagulation-fratatien au temps= 0 ett = 1.

et disons qua est un zero de la fonctidn

Ce probléme est non lineaire dans le sens ou la fonttio®est plus seulement
une fonction du typé (x) = Ax $ bavecA!'M ,,(R),b! R"etx ! R". Pour
la resolution num<erique de ce probleme, nous ne pouvocspds utiliser les algo-
rithmes developpes dans la partie precedente maismons quOil sOagit toujours de
construire une suite dOapproximaticx¥),«n dont la limitexw est solution de (3.3).
Precisons dOabord la notion de convergence de |&sti)gsn, puis introduisons la
notion dOordre de convergence.

Debnition 3.1.1 SoientE un espace ®irique muni de la distanody(., .) et (x®)sn
une suite de&E approchant la solutions de (3.3) et eriPantx(?r) = Xy ! U. Nous
disons que la suitéx )N converge vergsilime d x®, @ = 0. De plus, nous
disons que la mthode igrative fournissant les valeurs @e®)),,n est dOordrp, sOil
existe deux constant€s etC, > Otelleis que
_ X(k+1)’m+
G ( klé[n A, )" ( Ce.

La notion de vitesse de convergence est ®videmment edigagrtianalyse numerique.
Abn de diminuer le temps de calcul, nous choisissons sow@utiliser IOalgorithme
qui converge le plus rapidement, cOest-a-dire dOordissleleve. En effet, lorsque
x®) est sufbsamment proche ggour la distance, 10itere suivant sera de |Qordre de
d(x®*+D @) ( C,d(x®), 8P qui est dDautant plus petit quest grand.

Une autre notion importante est la distinction entre la eogencelocale et la
convergencglobale

DePnition 3.1.2 SoientE un espace ®rique et(x®)xn ) E une suite irative
dOapproximation de la soluti@de (3.3) telle quax® = x,.
D Nous disons que la suiteriative(x¥)),xn converge globalement vers! K si
pour toutx, ! K, la suite(x™®)),xn converge vers.
D Nous disons que la suitaiative (x¥)),xn converge localement vems ! K
sOil existe un voisinagk de w, tel que pour touk, ! Vi, la suite (x®)un
converge vers.
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Dans la pratique, nous preferons souvent des methodkEmgent la convergence
globale de la solution & moins bien sdr dOavoir uneigrai de la localisation de la
solution.

Dans une premiére partie, nous presentons une mettdeatpet simple, pour
laquelle la recherche dOun zero dOune forictiorK ) E #%E est remplacee
par la recherche dOun point bxe dOune nouvelle fohctiBnsuite, nous proposons
plusieurs algorithmes pour la resolution num<eriqueatdgmes non lineaires dans le
cas de fonctions a valeurs deRsPuis, nous traitons le cg&s= F = R", en proposant
la methode de Newton-Raphson pour les systemes noirdisiea

3.2 Methode de point bxe

Consideron& un espace metrique muni dOune distdnke un sous-ensemble
ferme deE etf une fonction: K ) E % E. La methode de point Pxe consiste a
remplacer la fonctiof par la fonction en posant par exemple x) = f (x) + x tout
en sOassurant que I0enseibést stable par I0applicatibn cOest-a-diré K) )

K, nous verrons quQil y a plusieurs choix possibles pourNelss remplaéions alors
IO equation (3.3) par un nouveau probleme K , tel que!(a) = .

Presentons tout dOabord la methode de Heron pern@diamtother des racines
carrees dOun nombre reel. Cet algorithme est baserBwipe plu point Pxe. Pro-
posons ensuite une methode generale et indiquonddessaue doit satisfaire la
fonction! pour assurer la convergence.

3.2.1 Methode de Heron

La methode de Heroiournit un algorithme pour la recherche de la facine carree
dOun nombre reel postiif Nous allons utiliser le fait que le reel = a nOest
rien dOautre que la longueur du cidte dOun carre domst@aliOidee de base de
la methode de Heron va donc consister a construire uart& en construisant une
suite de rectangles dOairgui converge vers le carre en question.

Considerons une valex) donnee, qui represente une estimation grossiére de
Choisissons alors le rectangle dOaisyant un cidte de longuéur= x© et un se-
cond cidte egal & a/L = a/x (?). Pour construire un nouveau rectangle qui soit
plus proche du carre dOaireous prenons simplement pour longueur dOun cote la
moyenne des Jongueurs des cdtes du rectangle prec@dstti-dire, = x =

x© + a/x © /2 tandis que le second cite aura pour longueus/L = a/x (V.
Nous continuons ce procede jusquda ce que nous ne soy@msipesure de distin-
guer les longueurs des deux cotes, cela revient a ¢ongtra suitgx ) o dont le
terme general veribe pour N, xk+) = x® + a/x ® /2,

2En reference a Heron dOAlexandrie qui vecut au psi@mlierapres J.-C. et fut un des grands
mecaniciens de I0Antiquite. LOalgorithme de calcaloiiessrcarr ees lui est attribu € bien quOil semble
que cet algorithme fait deja connu des Babyloniens.
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k| x® )
Par exemple, si nous recherchons la 0 | 10,000| 20,000
racine carree de= 200 nous obte-
nons alors les valeurs donnees dans 1| 15,000 13,333
le tableau ci-contre. Avec seule-
ment quatre iterations, nous avons 2| 14,166| 14,117
obtenu la racine cherchee a la
precision machine. 3| 14,142| 14,142
4| 14,142\ 14,142

Voyons maintenant comment generaliser cette approdnéapaesolution dOune
«quation du type (3.3).

3.2.2 Methode gnerale

SoitE un espace metriqueket) E un sous-ensemble fermeEleComme nous
IOavons deja precise, la methode de point bxe éd€lsteord remplacer IOequation
(3.3) par une nouvelle equation

w! K,

H*

(3.4)

&

tel que!(x) = 4,

ou! estune fonction: K ) E #%K, nous pouvons choislf x) = f(x) + x.
Cependant, pour assurer quda chaque itexétidn K puisque IOinconnue! K, la
fonction! doit satisfaird( K)) K ce qui nOest pas facile & veriber en gen<ral.
Par exemple, en reprenant la methode de Heron, nouslapsda racine carree
dea! R, laquelle veribe IOequafigr) := x>$ a = 0. Dans ce cas, Nous avons
pris la fonction! debnie sy = R et donnee paf x) = (x + a/x)/2, laquelle
veribe bief( K)) K et!( a)= a. Cependant nous aurions pu prendre aussi :
D !( x) = x2$ a+ x, mais nous ne pouvons pas assurer la stahflite) ) K
lorsqueK = R™.
b !( x) = alx, etk = R, cette fois nous avons biegd R™) ) R* mais nous
ne pouvons pas toujours assurer la convergence de |Gaiywiiteratif.
En nous inspirant de la methode de Heron, nous proposossialalgorithme de
point bxe pour approcher la solution de (3.3) dans le cas est une fonction d&
dansk. Nous construisons une fonctibntelle que la solutions de (3.3) soit aussi un
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point bxe dé . Puis, poux, ! K ) E
[

x(©0) = X0,

F+

(3.5)

$ X(k+1) = I( X(k)), k" 0,

ou! estdebnie d¢ dansK.
LOalgorithme de point bxe general pour le problémee&.4Jors donne, pour
"> Qun petit parameétre f, ! K, par

Algorithme 1. Algorithme de point bxe

* +
Poserx® = x,,"©@ = d I( x©),x© etk=0
Tantque'® " "

- calculerx®+D) = 1( x®)),

- calculer le residu pour le test dOarré@t

* +
n(k+1) = d X(k+1),X(k)

-iterek + k+1.

Fin de tant que.

Il reste a determiner des criteres sur la fonctiopour que la methode de point
pxe soit effectivement convergente.
Rappelons dOabord la depbnition dOune suite de Cauchy

DepPnition 3.2.1 SoientE un espace ®itrique et(x %))\ une suite d& . Nous disons
que (x®¥))4n est une suite de Cauchy lorsquOedgbve : pour tout' > 0, il existe
N- > Otel que pour touk, | " N., d(x®),x®) ( ".

Nous construisons une suite dOapproximatidi).n fournie par |Oalgorithme
(3.5) et cherchons & etablir la convergence de la 6ult§ . vers une solutiom de
IO equatidn(®) = 0. Pour cela, nous donnons le theoréme suivant.
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Theoreme 3.2.1 (Teoréeme du point bxe de Banach)SoitE un espace ®trique muni
de la distanced, complet cOestdire que toutes les suites de Cauchy sont conver-
gentesK ) E unsous-ensemble feamleE et!: K #%K une fonction strictement
contractante, cOeatdire quOil existe une constahtéelle qued< L < 1et

di( x),'(y)) ( Ld(x,y), x,¥y! K (3.6)

Alors
b il existe un unique point bxd K tel quew =!(2x) ;
b pour toute doree initialex, ! K, la suitadf)apprgximatiomdnie par (3.5)
converge vers le point bxe dleet wribed x**) g ( Ld x®, & . Nous
disons alors que la convergence esktiire.

Demonstration : Soit (x*))xy la suite debnie par+!) = 1( x®), pourk ! N.
Nous allons demontrer que cOest une suite de Cauchy. abotdj@Oapres |Ohy-
pothése (3.6) nous avons

*

* *
d x(k+1),x(k)+( Ld x® x& 1>+( ...( Lkd x<1),x(0>+.

Soientm etk deux entiers, nous obtenons alors

* + * + * +
d xrm y®) ( d w(ktm) seletmt )T gy ermt 1)y (kbmt )Ty
*

+ 9 X(k+1)’x(k) Lo .

( Lk+m! 14 o+ Lk d X(l),X(O)
Lk

(

1$L

*
d x®, X"

PuisqueLk converge vers zero, lorsgkeend vers IQinbni, nous avons prouve que
(x®)sn €st une suite de Cauchy et donc puis@uest complet, le sous-ensemble
fermeK IQest aussi et la suipe), 4y est convergente vers un poiat K . Signa-
lons que la fonction  etant contractante, elle est continue dorc en passahiptéa
dans le schema iteratif, pous obtenmns !(x). Puis, enbrd I( x®)), (&) =
d xX®V g ( Ld x®, @ .

Pour terminer la demonstration nous veribons que lelpointde |Oapplicatidn
est unique. En effet, soiemtet gdeux points bxes de alors

0( d(my) = d({(ax),(2)) ( Ld(m Y <d (=),

dOo® ( d(®, ¥ <d (® 9, ce qui montre forcement qve= . !

Corollaire 3.2.1 Soient(E, , .,) un R-espace vectoriel norencomplet (nous disons
que cOest un espace de Banach)n ouvert deE et! : U #%U une fonction
differentiable dont la direntielle est continue slw. Supposons que! U ) E soit
un point bxe dé tel que, ! §®), < 1. Alors il existe# tel que pour touk© = x !
B(®, #), boule de centra et de rayor# > 0, telle que la suitg¢x )4y converge vers
le point Pxes. La convergence est dans ce cas seulement locale.
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Notons bien que la methode de point bxe nOest pas seulameréthode num erique
pour la resolution du probléme non lineaire (3.3) pstja fournit €galement une
demonstration de IOexistence de solutions lorsque lemekest mis sous la forme
(3.5). COest dDailleurs une methode classique dGedissaiations pour un probléme
non lineaire. Par la suite, nous donnons dOautresrttesaté point Pxe sous des hy-
pothéses plus faibles.

Rappelons dOabord la notion de convexite qui joue ummietant dans la resolution
de probléme non lineaire et dOoptimisation.

Debnition 3.2.2 Une partieK de E est dite convexe si, pour toxfy ! K et tout

$! Rveribant0 ( $( 1,lepoint$x + (1 $ $)y ! K. Geometriguement, cela
signibe que le segment de droite joignant deux poingty de K est entérement
contenu dan¥ .

DePnition 3.2.3 Nous disons quOune paiedOun espace vectoriel n@&B est com-
pacte si toute suite d€ pos®de une suite extraite convergente.

Nous enondions alors le theoréme de Brouwer IdesgselOespace euclidigi.

Theoreme 3.2.2 (Tleoréme de point Pxe de Brouwer)SoientK un sous-ensemble
convexe et compattle IQespace euclidien= R" et! une application continue de
K dansk . Alors! posgde un point Pxe et lorsqug ! K la suite(x®)),xn converge
vers ung! K tel que!(ax) = &.

Nous pouvons egalement utiliser le Theoreme de Schdwtapntre ek®30qui
est souvent utilise pour traiter les problemes dOeséstihequations aux d erivees par-
tielles non lineaires et qui generalise le theorseseedent.

Theoreme 3.2.3 (Teoreme de point bxe de SchaudergoientE unR-espace de Ba-
nach,K ) E une partie non vide, convexe, compactdedet! une application conti-
nue deK dansk . Alors! posgde un point Pxe et pour toxg ! K la suite(x®))un
converge versuw! K tel que!(a) = a.

LOavantage de cette methode est quOelle est tréeedesaua la fonction va de
E dansE et fonctionne en dimension quelconque sans faire interagmiune d<erivee
de la fonction! . Cependant, cette methode nOest souvent pas trés gftisace
la convergence est seulement lineaire. Nous constrysons suite des m<ethodes
dOordre plus eleve.

3.3 Vers la methode de Newton-Raphson

Soit[a,ld ) R, nous considerons le cas simplibe dOune foficterR dansR
(E = F = R) et proposons plusieurs methodes iteratives qui onbpbd®approcher

3Ici cela revient & supposer gie est ferme, borne et convexe dans
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la solution de

&

[av q’

H*

(3.7)

&

f(g) =0.

Avant de proceder a la presentation de methodes ques@dur approcher la solution
de (3.7), nous rappelons le theoréme des valeurs irdaimee qui assure |Oexistence
dOune solution dans IOintenal|dj.

Theoreme 3.3.1 (Tleoreme des valeurs internediaires) Supposons que: [a, b #%
R est une fonction continue &t un reel entref (a) et f (b). Alors il existe un eel
%! Ja, H tel quek = f (%. En particulier, sif (a)f (b ( 0, alors I&quation (3.7)
admet au moins une solution.

Commengions par presenter la methode de dichotomi¢ cpritamement la plus
naturelle mais pas forcement la plus efbcace en termesedsevide convergence.
Nous proposons ensuite |Qalgorithme de la secante atiponsspar la methode de
Newton-Raphson.

Dans cette partie, supposons due [a,ld #%R est une fonction continue telle
quef (a)f (b < 0. Ainsi, puisquef est continue il existe forcement ]a,  tel que
f(®=0.

3.3.1 Methode de dichotomie

La methode de dichotomie est la plus simple et sdiremehidantuitive. Elle
consiste a encadrer la solutimpar un intervalle de plus en plus petit. Nous posons
m = (a+ b)/ 2 et calculong (m). Puisqud est continue, testons le signe de la quantite
f(a)f (m). Ainsi, sif (a)f (m) < 0, ou autrement dif (a) etf (m) sont de signes
differents, cela signibe quOil existe au moing Linfa, m] solution def (®) = 0. En
revanche sf (a) f (m) > 0, ou autrement dit (a) etf (m) sont de m@&me signe, alors
f (m)f (b) < 0et par continuite de, il existew! [m, b tel quef () =0.

En iterant ce procede, nous obtenons ainsi IQalgasitlvawet : pour' > 0 un
petit parametre,
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Algorithme 2. M ethode de dichotomie
Posem® = a,b% = b, " = P9 $ a® etk = 0.
Tant que'®) > "

- poser
ak) + o
Rl
sif (a®)f (m) < 0, alors
Al = g0 gt PR = m,
sinon
Akl = m et B = gh,

- calculer"®+1) = pk+D) ¢ gk+D) et k + k+ 1.

Fin de tant que

Observons bien quOa chaque iteration |Qintervalleatdadsolutions telle que
f (®) = 0 est divise par deux, soit par recurrefite $ ak)) = (B2 $ a®)/2< 1|
en resulte que la methode de dichotomie converge puiégtea® tend vers zero
lorsquek tend vers IOinPni. Nous pouvons donc choisir le tempstRaetque

ENCAETOIE

ou" est la precision choisie.

Cet algorithme paradt trés interessant mais nousygu@en fait cette methode
converge plutdt lentement. Neanmoins elle presevaatde dO@tre trés simple et
necessite seulement que la foncfimoit continue.

3.3.2 Methode de la gcante

Une autre methode consiste simplement a remplapar une fonction afbne ap-
prochee dans IO equation (3.7). En effet, praforest®? ! [a, [ et plagions-nous sur
IOintervallga®, B], puis rempladiorfs par un polyn@me de degre egal & un

f (b<°)) $f (a(o))
B $ a0

y(x) = f(@) + (x$ a?)
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ouy(x) est la fonction afbne telle quga®) = f (a®) ety(H?) = f (b?). LOavan-
tage est que pour une fonction afbndOequatioy(x) = 0 peut &tre resolue exacte-
ment, pour touk ! [a®, B9]. En effet, nous veriPons quéxY) = 0 avec

b0 $ a®

1) = 50 (0)
X a” $ f(a )f(b<0))$ f @’

Geometriguement, ceci revient a o} ® izrations successives
remplacer la courbg = f(x) — fonction f(x)

par la droite passant par les points
(@, f (a®)) et(b?, f (K?)) tan-

dis quex® est simplement 10in-
tersection de IOaxe des abscisses
avec cette droite. Pour trouver
une meilleure approximation que
xM il sufbt de repeter le proced e
soit sur IQintervalle[a®,x™]

ou [xV,b9] selon le signe de  FIG. 3.2 B lllustration de la

f (@) f (x) comme pour la methode de la secante pour appro-

methode de dichotomie. cher la solution dé (») = 0.

Cette methode peut se reveler plus efbcace puisqgetape nous reduisons
la taille de IOintervalle bien plus vite que pour la metdedichotomie.

Finalement, pour une fonctidn : [a, i #%R veribant (a) f (b) < Oet pourun
petit parametré > 0, IOalgorithme est donn ci-dessous.
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Algorithme 3. M ethode de la gcante
Poser® = a, b9 = b k=0et"® = hO $ a©®,

Tant que'®) " "

ak § v

) k) = Ak )
calculerx® := a® $ f (a )f(a<k>)$ f(B)

sif (a®)f (x®)) < 0, alors

ak+) = gk et pk+D)

()

sinon
k) = x0 ot Pkt = P,
- calculer le residt*tV) = gkt ¢ ak+D) etk + k + 1.

Fin de tant que.

Donnons alors un resultat de convergence pour la metadals @cante.

Theoreme 3.3.2 (Convergence de la@thode de la gcante) Soientf ! C °([a, d, R)

veribantf (a)f (o) < Oetw ! [a,l une solution de (3.7). Alors en posait) = a

etb? = b, la suite(x¥)),xn donree par la nethode de lagcante est bienebnie et
converge verg! [a,b.

3.3.3 Methode de Newton-Raphson

La methode de Newton-Raph$orecessite quelques hypothéses supplementaires
sur la fonctiorf , il faut notamment &tre en mesure de calculer sa derivee.

Soitf : [a, j #¥%R une fonction deux fois derivable dont les derivees gotit ¢
nues, cOest-a-dire gfué C %([a, , R). Nous cherchons & calculer numeriquement les
solutions de IO equation non linek{p® = 0. Consideronsg, ! [a,Hd, une valeur

4En reference a Isaac Newton et son contemporain JosgplsoRa Cette methode fut decrite
de maniére independante par les mathematiciens dsgkisNewton (1643-1727) et Joseph Raph-
son (1648-1715). Toutefois, Isaac Newton nOappliqua getithime que pour la recherche de zeros
ddequations polynomiales (voir Exercice 3.4.4), ce tjaisesz simple. Notons quden 1690, Joseph
Raphson en publia une description simplibee, mais ce qufi#st 1740 que Thomas Simpson (1710-
1761) decrivit cette methode de calcul iteratif pouoappr les solutions dOune ®quation non lineaire.
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approchee de la solutiemde (3.7). Posons alors® = x, puis en effectuant un
developpement de Taylor, nous obtenons

0="f@m@ = f(x9) + Ff{x)(®$ x©) + %‘f 8) (m$ x©)?,

avec& ! [a, . En negligeant le terme dOordre deuk x(©) | qui sera petit dés que
f &est bornee &t” sufbsamment proche de la solutiamous calculons une nouvelle
approximatiorx") dewdonnee par

f (x©)
FExO)"

Ainsi, en reiterant le procede, nous obtenons unasiteeatif appele methode de
Newton-Raphson

KD = x()

|
# xO0 = x,,
" f (x®)
(k+1) — (k) "
$ x x¥) $ FRx)’ k" O.

Nous en deduisons IQalgorithme suivant : houb un petit paramétre

(3.8)

Algorithme 4. M ethode de Newton-Raphson

Soitx(® | [a,4. Posek =0 et"(® = b$ a.

Tant que'® " "
- calculerx®+1) = x® f(x®)
f &xK))
- calculer le residu*+t) = |xk+D) ¢ x®)|
etk + k+1.

Fin de tant que.

Pour cette methode nous demontrons le theoreme degeanedocale suivant.

Theoreme 3.3.3 (Convergence locale de laethode de Newton-Raphson)Soient !
C([a,b,R) etw! [a,dune solutionde (3.7) telle qie®) soit non nul. Alors il existe

# > Otel que pour touk, ! [@$ # 1+ # la suite(x)),xn donree par (3.8) est bien
debnie et converge vew! [a,ld. En outre, il existe une constan@ > O telle que
Ixk*) $ @ ( C|x® $ ®%. Nous disons que la@thode de Newton-Raphson est au
moins dOordre deux.
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Demonstration : Commef est de class€’([a, d, R) etf {®) est different de zero, il
existe# > 0,L > OetM > Otels que pour tout ! [®$ #w+ #, les valeurd {x)
sont differentes de zero et

1 1 .
0] ¢ 4601 ( M.

K
En effet, en utilisant la continuite @&au pointe, pour tout' > 0, il existe# > 0, tel
que pour touk ! [®$ #,0+ #, |f {x)$ f )| ( ", alors en notarit = f {®) que nous
supposons par exemple strictement positif et en prénant’ 2, nous obtenons 2 (
f&x) ( 3!/ 2.Donc, en prenarit = !/ 2, nous avons pour towt ! [@$ #w+ #,
If§x)| " L.De plusf etantde class® sur IQintervallpe$ #, %+ #, il existeM > 0
tel que|f 4x)| ( M.

Ainsi, en prenant au besoin une valeur&le 0 plus petite encore, nous pouvons
choisir# > 0 qui veripeM #/(2L) < 1. En prenanx©® ! Jo$ #,w+ # et en
effectuant un developpement de Taylor au voisinage di p8innous obtenons

() = () + (X (S x0) + 21 4e) (8 X"

ou&" ! [w$ #w+ #. Puis, en ecrivant

xM = xO ¢ [FE{xN' f(x©) $ f(n)+,
1 f &6&)
2 f §xO)

xO + (a2 $ x) + (®$ x©)2,

11580)
2 f {x©)

(®$ x0)2.

Ainsi, en utilisant une majoration dé4f-et une minoration di §, nous avons Pnale-
ment

XV$ g ( QA—L|X<0>$ 2 ( ;"—L#2 ( #

Nous procedons ensuite par recurrence. Supposohsqe | ( #, par un calcul
identique au precedent, il vient

M
Ix*'$ o ( Z|x<k>$ o’ ( # (3.9)
Ainsi, en posant
M
K) = 2 y(k)

nous obtenons en utilisant (3.9)
e(k) ( [e(k! 1)]2 ( [e(k! 2)]22 ( ( [e(O)]Qk"

Or, en ayant choisi au prealabl® tel quee® = |x(© $ » ( M#/ 2L < 1, nous
montrons que la methode de Newton-Raphson est localepremirgente. !



3.3. VERS LA METHODE DE NEWTON-RAPHSON 109

Remarque 3.3.1Observons que cetteathode donne la convergence locale de la suite
(x®))4n vers la solutions ! [a, . Il faut donc partir dOun point® sufbsamment
proche dew, cela recessite la connaissance a priori de la solutrce qui nOest pas
toujours possible!

Nous venons de voir que sous certaines hypothéses, | stitgn converge vers
la solutionw! [a, J. Neanmoins dans la pratique un critere dOarr @t essairecgour
stopper les iterations. Par exemple, le critere d@arri@trgx Vs xK| <" ou" >
0 est un petit parametre Pxe. Toutefois cela nOassurelpagé fois la convergence
vers la solutione. En effet, considerons par exemple la sufté = * ¥ 1/l nous

avons
lim |x®Y ¢ x®| =0,
kB +"

maisx® tend vers IQinbni.
Remarquons quOun autre choix possible est le cfitex&))| <

Exemple 3.3.1Prenonsf (x) = xe' **, nous avons alor§¥x) = (1 $ 2x2) e **
LOalgorithme de lagthode de Newton-Raphsoes@x &+ = xK ¢ x®/ (1 $ 2|x®)?).

DOune part, en prenaxt’) = 0,3,
nous obtenons :

x ()

f (x®)

5

0,3
$6,610
+5,810 ™
$3,810 1
+1,110

$2,810 *

0,274
$6,610
+5,810 ™
$3,810 1°
+1,110 %

&

DOautre part, en prenant®
0,5, la methode ne converge pas

mais (x¥)), prend seulement les

valeurs+ 0, 5.

Enbn poux® = x, = 1, la suite(x®)), converge vers- lorsquek tend vers

1Oinbni.

FiG. 3.3 b Lafonctiofi (x) et des va-
leurs (x*)) 4N pour des donees ini-
tiales difierentes :x(¥ = 0,3 (+),
x© =0,5(x)etx® =1 ().
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3.3.4 Combinaison de nethodes

La methode de Newton-Raphson est incontestablement lleuneiparmi celles
presentees dans ce chapitre mais a la seule conditiboidi @ donnee initiale,
assez proche de la solution recherchee, ol AA assezA¥katkepend de la fonction
f . Plus precisement, lorsque nous connaissons biemnilesesgremiéeres et secondes
def au voisinage de la solution, nous pouvons combiner deukodes de fagion
pragmatique.

LOalgorithme est simplement donne, pour un petit paeh¥et0, par

Algorithme 5. Algorithme de combinaison de nethodes
Posera® = aeth? = btels quef (a)f (V) < 0
et"®=pgo¢ a® k=0.
Tant que' ®) > "
- calculerx*+1) 3 [Oaide de la methode de Newton-Raphson :
-six®FDy [a®, P, le rejeter et effectuer
une iteration de dichotomie pour troujat+1, gk+1)],
-six®FD 1 [a®, gk], alors :
sif (x*t) f (ak)) < 0, poser
ak+D) = a0 etpk+D) = y(k+1)
sif (x®*D)f (%)) < 0, poser
akHD) = x(k+1) gtpk+1) = (k).
- calculer'®+1) = ki) g ak+l) et k + k+1.

Fin de tant que
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3.4 Methode de Newton-Raphson danR"

Avant de proceder a la presentation de la methode derNeaphson pour des
fonctions deR" a valeurs danR", nous rappelons quelques notions de calcul differentiel.

3.4.1 Quelques rappels de calcul diérentiel

Considerons delR-espaces de BanaéhetF . NotonsL (E, F) IQespace des ap-
plications lineaires continues BedansF , muni de la norme

laguelle correspond a la norme matricielle lorsdie= F = R". Observons que
L (E, F) est ®galement un espace de Banach.

Supposons que est un ouvert (non vide!) dé et considerons une fonctibrn
U #%d-.

Depnition 3.4.1 Nous disons que la fonctidnest difierentiable en un point ! U si
elle est continue au point et sOil existdx) ' L (E, F) tel que

X+ h)$F(X)$ 1(x)h, e

hgrrJE o =0. (3.10)
LOapplicatioh(x) depend du point, nous la noterons desormkjs) = . f (x),
de sorte que (3.10) se reecrit
lim dX+h)$f(xX)$. f(X)h, e _o.

h$ Op ,h, e

LOapplication f (x) est appelee differentiellefdau pointx.

Debnition 3.4.2 Nous disons que la fonctioh est diflerentiable surU si elle est
differentiable en tout poink ! U. Dans ce cas, nous appelons difintielle def
la fonction

U #% IE,F)
f:
X #% .f (X).

Side plus f estcontinue par rappo# x, nous disons quie est contiment diferentiable,
ou de fa¢ioequivalente qué est de class€!'(E, F).

Cas particulier E = RPetF = R¢
Pourtoutx ! U ) E,Xx=(Xy,...,Xp)" etpourtout ! { 1,...,p}, |IGensemble
Vix) = {t! R, (X¢,..., Xt 1,6, Xj41,...,%Xp) ! U}

est un voisinage ouvert de.
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Supposond : U ) E #%F differentiable. Alors IQapplication partiedje:
Vi(x) #%F, donnee par #%f (X1,..., X1 1,4, Xit1,...,Xp) = T (X + (t$ Xj)&),
est derivable exy etg{x;) = . f(x) g, cOest en fait la derivee partiellé dans la
directiong au pointx. Dans la suite, nous notons cette derivee parfﬁg(ls) et

(f U #8%F

o
(i X #P 2-(X)
pouri ! { 1,...,p}. Par linearite def (x), nous veriPons que pour tdut! RP,
h=(hy,....,hp)T,
9% (f
. f(x)h = hi —(x).
o
Pourtouti ! { 1,...,p}, |Qapplication ! E #%h; ! R est une forme lineaire conti-
nue, cOest-a-dire un elemert (@R, R). Nous la notonglx;. Ainsi, la differentielle
def au pointx sOecrit
9% (f
Cf(x) = -—(x) dx;.
= (X
Notons bien que IQexistence de derivees partiellepamsibsante en general pour
quOune fonction soit differentiable. En revanche,

Theoreme 3.4.1Une applicatiorf : U ) E #%F est contiiment diférentiable si et
seulement si sgsderivees partielles existent et sont continuesgur

Si une fonctiorf : U ) E #%F, de composanted, ..., fg), est differentiable
au pointx, nous debPnissons sa matrice jacobienne au paintnme la matrice de
IOapplication lineairef (x) dans les bases canoniquessletF . Elle est donnee par

- 0
' ;f%(x) ;j;—;(x)
fx)= o : I'M ou(R).
]
nl) . jffT;(x)

Autrement dit, le coefbcient de la matrice jacobienné d@indicé ! { 1,...,q en
ligneetj '{ 1,...,p} encolonneest f(x))i; = j;;‘;(x).

En particulier, sg=1,. f (x) est une matrice ligne. De fa¢ion generale, les lignes
des. f (x) sontles. fi(x).

Cas general

Supposons maintenant gieet F sont des espaces de Banach. Debnissons alors
les fonctions lipschitziennes de la facion suivante :
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Theoreme 3.4.2 (Fonction lipschitzienne)Soitf : U ) E #%F differentiable sur
un ouvert convext. Supposons que sa difentielle est borae, cOest-dire il existe
k > Otelque,. f(u), ( k, pourtoutu! U. Alors la fonctionf est lipschitzienne,
cOesh-dire que, f (x) $ f(y),r ( k,x$ y, e, pourtout(x,y) ! U& U

Remarque 3.4.1La demonstration donne en fait |@galite plus Pne
WS FX), e ( sup,. FT(xX+tly$x),, y$ xe.

t#0,1]

Theorémes dQinversion locale et des fonctions impliciteSoientU etV des ouverts
(non vides) des espaces de BankchtF respectivement.

Debnition 3.4.3 Une applicationf : U #%V est unC'-diffeomorphisme d& surV
si et seulement si
b la fonctiorf est une bijection, _
b la fonctiorf est de class€!'(U, V), cOesi-dire contiroment diférentiable sur
U,
P lafonction inversé' ! est de class€'(V, V).

Le theoréme dOinversion locale est le suivant :

Theoréme 3.4.3 (Troréme dOinversion localepif : U #%V est une fonction de
classeC!(U, V), sia! U esttelque f (a) soit unisomorphisme dé surF, alors il
existe un voisinage ouvdd, dea dansU et un voisinage ouvel, deb= f (a) dans
V tel que la restriction dé a U, soit unC'-diffeomorphisme de, sur V.

Parmi les consequences fondamentales du theorémersi@irecale, nous trou-
vons un resultat tout aussi important, connu sous le norheeréme des fonctions
implicites. Il concerne le probléme qui nous occupe danshapitre, cOest-a-dire la
resolution dOequations non lineaires.

Considerons trois espaces de Bariach etG etf : E & F #%G et recherchons
les solutiongx,y) ! E & F de IOequatidr(x,y) = O¢. Sous des hypothéses que
nous allons preciser, nous pouvons en Yirsemme fonction d& : nous disons alors
quef (x,y) = 0 debnit implicitement, ou encorey comme fonction implicite de.
Plus precisement, hous avons :

Theoreme 3.4.4 (Teoreme des fonctions implicites)SoitU un ouvert deE & F et

U #% G
f.

(xy) #% f(xy),

une fonction de class€' (U, G) etnotons f = (. ,f, . ,f) le gradientde la fonction
f parrapportax ! E ety ! F.Supposons quQil exiséeb) ! U tel quef (a,b) =0¢
et. ,f(a,b!L (F,G) estunisomorphisme de surG. Alors il existe un voisinage
ouvertU(a, b de(a, b dansU, un voisinage ouveMV, de a dansk et une fonction
) I C (W4, F) tels que

(xy)! U(ab, et f(xy)=0ec/ y=)(X).
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Derivees dOordre swgrieur et developpements de Taylor

Commengions par dePnir une fonction deux fois diff@bémpuis encha@nons sur
les developpements de Taylor a IOordre sup<erieur.

DePnition 3.4.4 Une fonctionf dePnie sur un ouvert (non vide) dOurR-espace de
BanachE eta valeurs dans uRR-espace de Banadh est dite deux fois diéfentiable
enx ! U sielle est diférentiable dans un voisinage ouvekt dex et si sa diferentielle

. T Ux #% KE, F) est difierentiable erx. Nous disons quke est deux fois diéfrentiable
dansuU si elle est deux fois défentiable en tout point dd.

Par dePnition, la differentielle dé enx, . 2f := . (. f)(x) est une appli-
cation lineaire continue de dansL (E, F). De m&me, nous debnissons de maniere
recursive les espaces de fonctiptfeis contin@ment differentiables, noB&E, F)
et la differentielle dOordpelOune fonctioh, notee Pf puis. PT'f = . (. Pf).

Theoreme 3.4.5 (Rveloppement de Taylor avec reste imgral) Soiente, F deux es-
paces de Banach) un ouvert deéE etf : U #% une fonction de classg" . Alors
pour tout(x,h) ! U & E tel que le segmelfix, x + h] soit inclus dandJ,

% 1 3.
f(x+h) = f(x)+ - Pf (x) Pl +
p=1 P:

n
Lif) . " (x + th) M gt

0

ourhiP = (B .. ).

p fois

Presentons egalement une autre version de la formulglde Valable sous des
hypotheses encore moins fortes, et qui pour cette raisonedon resultat local seule-
ment.

Theoreme 3.4.6SoientE, F deux espaces de Banathun ouvert de&e etf : U #%d-
une fonctiom fois differentiable erx ! U. Alors

% 1
X+ h)$fX)S$ =% Pf (x) hPl, = o(, h, ™),
p=1 "

ot of, h, ") signipe quOil existe une fonctigh) telle que*(h)/, h," % 0 lorsqueh
tend verd).

3.4.2 Methode de Newton-Raphson

SoientU un ouvert deR" etf | C °(U,R"). Supposons dans cette partie quOil existe
w! U solutiondef (®) = 0. Nous souhaitons mettre au point une methode num<erique
pour approcher cette solution. Pour cela, nous proce@aomswdiere analogue a ce que
nous avons fait pour des fonctions a valeurs reelles.
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Tout dOabord, nous choisissons une premiére approxirratioU dewet remplacions
ensuite la fonctiord par son developpement de Taylor a IOordre un auxpQiptiis
en iterant ce procede nous obtenons undstiidgsy donnee par

oxO = x,1 U,

(3.11)

$ F(x0) + . F(xO) (x®) § x0) = 0pa, k" O

Pour chaqu& ! N, nous devons donc resoudre le probleme (3.11). Il nousdee :

P calculer la matrica = . f (x®)),

b sOassurer que cette maticeM ,,(R) est bien inversible,

D resoudre le systelma k1) = $f (x®)+ Ax® 1 R,

b sOassurer que I0itere suitfant appartient bien &) pour pouvoir continuer

|Oalgorithme.

Lorsquen = 1, nous avons facilement montre que la methode de Newfmhs&a
est convergente et dOordre deux. Nous allons voir que Wéatest toujours vrai en
dimensiom " 1.

Theoreme 3.4.7 (Convergence locale de lagthode de Newton-Raphson danR")
Consiagronsf : U ) R" #®6 R" une fonction deux fois défentiable et dont la
differentielle dOordre deux est continue, c&d#e quef est de class€?(U,R").
Soitw! U tel quef (®) = 0 et la matrice. f (®) est inversible. Alors :
D il existe## > 0 tel que pour toutx, ! B (®,#), la suite(x®))sn donree par
(3.11) est bien dbnie ex®) | B (w,#), pour toutk | N;
b la suitex ), donree par (3.11) converge vers la solutien U ;
P il existe une constan@> Otelle que,x**V $ w, ( C,x® $ w, 2.
Ici B(®, #) represente la boule dB" de centrew et de rayor.

Avant dOaborder la preuve de ce theoréme, preserimiesitroes interm ediaires :
le premier est simplement un resultat technique sur lescestle deuxieme fournit
un resultat de stabilite de la fonctfoau voisinage du poing! U tel quef (&) = 0
et enbn le troisieme lemme assure I0existence dOurensbkehiaque etape de 10algo-
rithme de Newton-Raphson.

DOabord, proposons un rappel sur les matrices et les nomaésieties.

Lemme 3.4.1SoitB ! M, ,(K) une matrice dans un corgs telle que, B, < 1,
pour une norme matricielle subordoes, ., .
Alors la matrice(l, $ B) est inversible et
(|$B)!1:%Bk (|$B)‘1( ;
n ‘ ) ) n ’ 1$, B, .
k' 0
Demonstration : Remarquons tout dOabord que la condijt®n < 1 assure la conver-
gence de la serie puisque

. BY( B K< +- .
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En outre,
98 98
(I.$B) B= (I,%$B)B=1,%$B""
k=0 k=0
et puisque B, < 1, nous obtenons en passant a la linit% + -
%
(1, $ B) Bf=I,.
k%0

Donc(l, $ B)' '=" |, B EnPn,
(8B =, BN (B
’ In B ] = ’ B, ,B, P ——
k%0 k%0 1$’B’
!

Ensuite, mettons en evidence un resultat de regdiali#@nctiorf au voisinage
du pointg! U veribant (w) =0.

Lemme 3.4.2 Soientf : U) R" #%%6 R" une fonction de class€*(U,R") etw! U
tel quef (w) = 0 et. f () estinversible. Alorsil existe > 0,M > Oet un parangtre
# > 0 veribantM #/L < 1, tels que pour toux ! B (®,#),, [. f(x)]'*, ( 1L et
deplus,. f(X)$. f(y),( M,x$vy,.

Demonstration : Puisquef ! C2(U,R"), pour toutx ! U le terme,. 2f (x), est
borne sur tout sous-ensemble borni@ éedOapres le Theoréme 3.4.2, pour un rayon
r> 0bxe, il existé/1 (r) > Otel que pour toux,y ! B (®,r)) U,

L F(X)$. f(y), ( M(r),x$y,.

Remarquons bien que est bxe et quelconque; il reste donc a montrer quQil existe
# > OetL > Otels que pour toux ! B (w,#), la matrice. f (x) est inversible et
veribe

| =

- PN (

Pour cela, nous ecrivons

(%)

g T+ f(), c
f®) 1S L@ (fes$. f(x)

etposond =[. f(®)]' ' (. f(®$. f(x)),cequisOecritalors
fXxX)= . f(®[1.,$ B].

Ainsi, puisque. f (®) est inversible, la matrice f (x) est inversible des qué, $ B]
est elle-m@&me inversible. En vue dOappliquer le Lemnie Brbus sufbt de montrer
quOil existé, > Otel que pour touk ! B (®,#,), nous avonsB, < 1. Or dDaprés ce
gui precede nous avons

B,(, [ f'",,. f008. f®),(, [f@]'"', M), x$w,



3.4. METHODE DE NEWTON-RAPHSON DANRN 117

et en prenang, > O sufbsamment petit tel qud (r), [. f(®)]' ', # < 1, nous
avons pour toux ! B (®,#),, B, < 1, ce qui signibPe que pour tout! B (®,#), la
matrice. f (x) estinversible et

Y 1Y) W G O ¢ ) W (P =) R
1 1 1
(, [ f®] ", 5.8 L
Nous choisissons bPnalemeévit := M (r) et# ! ]0, #] tel queM (r) #/L < 1, ce qui
conclut la demonstration. I
Enbn, le troisieme lemme assure |Qexistence de la(zlfitgn obtenue & IOaide
de I0algorithme de Newton-Raphson.

Lemme 3.4.3 Soient+ un ouvert deR" etf : + #%R" une fonction telle qué !
C'(+,R"),. f (x) estinversible pourtout ! + etil existeL > OetM > 0 veribant

PO ( f(xX)$. f(y),( M,x$vy, (3.12)

etpourk " 1,xk D1 4+,
Alors le termex®) donre par la methode de Newton-Raphson est bietrdi et tel
que

1
L’ "

| l |
X8 g xED E,f(x(k' ), (3.13)

et
Jx®), (M x®0 g x® D2 (3.14)
Demonstration : DOune part, puisqué’ V) | +, la matrice jacobienne f (x' 1)

estinversible, nous pouvons donc construifé = x® D $ [, f (x® D] Lf (x& V),
dOol nous deduisons, gréce a IOhypothése (3.12), que

,X(k) $ X(k! 1), — ,[. f(X(k! 1))]! lf (X(k! 1)), ( C,f (X(k! 1)), .

DOautre part, & IOaide de la formule de Taylor-Young astecinéegral, nous avons
aussi
3 1
fx®) = fx®+ L Fx* Y+ ix®$ x® D) (x®$ x& Vydt.
0

Puis, en utilisant la methode de Newton-Raphson & &k&tah
f(x® D)+ fxEy(x®g xk V=0,

nous avons

14 5
fx9)= L fx®MV+tx®sx®@ V) s, f(x® D) (x0 g xK Dt
0

DOou,

 F(x®),

+
( E]lg)ll?[ o P D+ x®@g x® Uy g f(x® ), x® g xK D
t Tl

( sup M t,x® g xk D + x® g xK D
t#]0,1]
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cOest-a-dirgd (x®¥)), ( M, x® ¢ xk 1D 2 !
Nous sommes dorenavant en mesure de demontrer lermb8cter.

Demonstration du Theoreme 3.4.7. DOabord,ﬁen appliquant le Lemme 3.4.2,
puisque la matrice f (®) est inversible ef ! C2(U,R"), il existeL > 0, M et
# > 0 veribpanM #/L < 1, tels que pour toux ! B (®,#), la matrice. f (x) est

inversible et 1

Lo

De plus, pourtouk,y !B (8 #),,. f(X)$. f(y),( M,x$vy,.

Dans un premier temps, nous souhaitons demontrer quescteamex ) est bien
depbnipourtowt ! N et ensuite que la suilé (x¥))) oo tend vers zero lorsqugend
vers IOinbni. Pour cela, nous raisonnons par recurrence.

Soitx, ! B (® #). Montrons que si le terme®) | B (®, #) pourk " 0, alors nous
avons aussk*tY | B (w,#). Tout dOabord en appliquant le Lemme 3.4.3, la valeur
xk+1) est bien debnie. Ensuite & I0aide dOun d eveloppenssmod¥dung a IOordre
deux de la fonctiori et en rappelant quie(®) = 0, il vient

O+ fxX@)y@s x®), (M, e x®, 2

Aussi, en utilisant la depPnition d&<*!), nous avons. f(x®)(x*+) $ ®), (
M,o$ x®, 2 Puis,

s e = f(x)Fx®)(x* Y $ ),
(. FxX¥) 0 fx®)(x&) $ w),
( % x9$ w2 (3.15)

et donc par debnition denous avonsx*+t) $ w, ( M#%/L ( # ce qui montre
bien quex**1) | B (®,#) et donc le premier point du Theoréme 3.4.7.

Notons que nous avons par la m&me occasion demontstei®@exiOune constante
C = M/L> Otelle que,x**) $ w ( C,x® $ w2 ce qui prouve la derniere
assertion du Theoreme 3.4.7.

Interessons-nous alors au deuxiéme point, cOest-&ldiconvergence de la suite
(x®)oe0. Pour cela posong® = M ,x® $ g, /L, il vient alors en multipliant
(3.15) patM/L

ekt ( [eM? ([ 1)]22 (. [e(o)]2k+l.

Or, en ayant choisi au prealakl® tel quee® = M |x©$ »|/L ( M#/L < 1,nous
montrons que la methode de Newton-Raphson est bien Icaieonvergente. !

Ce theoréme montre la convergence locale de la methadewten-Raphson,
cOest-a-dire que»sj est sufbsamment proche dOune soldt{@) = 0, alors la suite
(x®))4n converge verw. Concernant la convergence globale, nous en savons wes pe
et nous ne pouvons analyser que quelques cas de fonctioplesim
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Un exemple classique de conver-
gence globale est(®) = 0, ou
p! C, avec

f(z2)=2°$1 z!C

ou encore
- 0

x3$ 3xy?$ li

f(xy) =
3x’y $ y?

avecz = X + iy et pour lequel
|Oiteration devient
(kN3 FiG. 3.4 D Donnees initiales conver-
zk+D) = Z(K) @9°s 1 geant vers la.solution = 1 (noir),
6 3zY)? 5z = $(1$ 3y2(gris) etz =
K ($1% 3)/2(blanc).
3 2z + PR

Nous posons alors

8 ) 9
A(@= z! C, (z), convergevers |,

*
aveca = 1, ($1% i 3)/2racines def (z) = 0. Dans ce cas, nous veribons a
|Gaide dOun ordinateur que pour toutes valeugs I@&algorithme de Newton-Raphson
converge vers une solution (voir pour cela la Figure 3.4).
Dans la pratique, il arrive souvent que la forme analytigeiéadnatrice f (x) est
inconnue. Dans ce cas nous approchons les elgfihg(ts; de la matrice jacobienne
par

(fi
X, (X1,.--,%,) 0
en choisissant le paramettele IQordre de I0erreur dOarrondi.

Notons que beaucoup de methodes dites quasi Newton pesdition numerique
de systemes non lineaires consistent a trouver de nouakggorithmes qui ne necessitent
plus le calcul exact de la jacobienne. Nous renvoyons Ielect IQouvrage de J. E.
Dennis et R. B. Schnabel [12], qui dresse 10 etat de I0anedeedes de Newton-
Raphson et quasi-Newton tant du point de vue theoriquergtiqye.

fi(Xe, ..o+ #,..0,%) $ fi(Xe, ..., %,..., Xn)
# b




