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Liste des Exercices :

Exercice 6.4.1 Considérons le probleme de Cauchy suivant : trouver u € C1([0, 1], R) telle que

u'(t) = —150u(t) + 30

u(0) =1

Donner la solution exacte de cette équation. Ecrire le schéma d’Euler explicite vérifié par
(V™) nen, correspondant & cette équation et trouver une relation de récurrence entre vt — 1/5
et v — 1/5. En déduire la valeur de v". En prenant At = 1/50, calculer v™ et conclure.

Reprendre les mémes questions pour le schéma d’Euler implicite.

Exercice 6.4.2 (Les schémas 4 un pas) Soit f : [0,T] x R? — R? est une fonction continue et
lipschitzienne en la seconde variable.

Montrer que le schéma d’Euler implicite suivant est bien défini et est convergent d’ordre un

o = o 1 AL F(E" + At 0",

UO = up.
Supposons de plus que f € C'(Rt x R, Rd). Montrer que le schéma suivant est convergent et

d’ordre deux )
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UO = Uug.
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Application. Soit I’équation différentielle (k > 0)
y + ky? =0, y(0)=1.

— Résoudre cette équation différentielle. Quelle est sa limite ent — 0o ?
— Ecrire le schéma d’Euler explicite pour une approximation z" de y(t™) et étudier le comporte-
ment de (2")nen lorsque n tend vers Uinfini.

— Considérons le schéma
Zn+1_2,n+k Zn+1+2,n 2_0
At 2 -
Calculer la solution 2" en fonction de 2" k et At et en déduire une condition sur At pour

que le comportement de la solution numérique soit correct lorsque n — oo. Montrer que le
schéma est consistant d’ordre deux.
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Exercice 6.4.3 (Les schémas de type Runge-Kutta) Considérons by,bs,c,a € R avec 0 < ¢1 <
co < 1. Puis nous introduisons le point intermédiaire t™? = t" 4+ ¢ At et la valeur intermédiaire

V™2 =" 4 Ata f(t7,0")
Le schéma de Runge-Kutta explicite a deux points étages s’écrit alors

ot = " 4 At (61 fm o) + bgf(t”’Q,v”’Q)),
’LLO = Up.

Quelles valeurs des coefficients by, by, a et c faut-il choisir pour avoir un schéma d’ordre un et deux ?

Le schéma d’Euler modifié (6.21) entre-t-il dans ce cadre ?

Exercice 6.4.4 (Les systemes hamiltoniens) Intéressons-nous au systeme hamiltonien suivant

p'(t) = =VU(q(t))

oit U et T sont des fonctions C*(R%,R). De plus, VU et VT sont lipschitziennes.
Nous proposons le schéma suivant : d’abord (p°, ¢°) = (po, q0) € R?*® donné et

—pt = —ALVU(g")

"H— gt = +ALVT (")

Montrer que ce schéma peut s’écrire comme un schéma a un pas du type
" = ™ 4 At (", 0", At)

avec v" = (p", q"). Expliciter la fonction ¢.
Montrer que ce schéma est convergent.

Appliquer ce schéma au probléme du pendule ¥ = — sin(z).



