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Réglement – L’épreuve dure 45 minutes. Les documents et les calculatrices ne sont pas auto-
risés. Les téléphones portables doivent être éteints.

Entre crochets [ ] est indiqué le barème sur 20 points.

Exercice 1. [2 pts] – Demontrer (par l’absurde) que
√

2 n’est pas un nombre rationnel.

Exercice 2. [4 pt]
a) Soit x un nombre réel quelconque. Donner la définition de la partie entière de x, notée
E(x), et de la partie fractionaire de x, notée [x].

b) Montrer qu’il existe un N > 0 tel que

x−N < E(x) ≤ x pour tout x ∈ R.

c) En utilisant b), montrer que pour tout x ∈ R, x 6= 0, 1 on a(
E(x)

x

)2

≤ E(x)

x
et

(
E(x)

x− 1

)2

>
E(x)

x− 1
.

d) Soit x = n
m

un nombre rationnel, avec n entier quelconque et m entier positif non nul.
Soient q et r respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de n par m,
i.e. n = qm + r avec 0 ≤ r < m.
Montrer alors que E(x) = q et [x] = r

m
.

Exercice 3. [4 pts]
a) Donner la définition de sous-ensemble borné de R.
b) Soit A un sous-ensemble non vide de R. Donner la définition de la borne supérieur de
A, notée supA.

c) Soit A un sous-ensemble non vide et borné de R. Montrer (par l’absurde) que pour tout
ε > 0 il existe un a ∈ A tel que

supA < a + ε.

Exercice 4. [10 pts] – Exprimer les ensembles suivants comme intervalles ou union d’intervalles
de R. Pour chaque ensemble, trouver la borne supérieur, la borne inférieur et, s’ils existent, le
maximum et le minimum.

A =
{ 1

x
| x ∈ [−1, 1] , x 6= 0

}
B =

{ 1

|x|
| x ∈ [−1, 1] , x 6= 0

}
C =

{ 1√
1− x2

| x ∈]− 1, 1[
}

D =
{ 1

ln(1− x2)
| x ∈ [−1, 1] , x 6= 0

}
E =

{
x ∈ ]0,+∞[ | ex2 ≤ 2

}


