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Fonctions réelles usuelles

1 Fonctions, fonctions bijectives, fonctions monotones

Fonction réelle : Une fonction réelle d’une variable réelle est une loi (application) f qui associe & un nombre
réel z un et un seul nombre réel f(x). On appelle f{z) I'image de = et x antécedent de f(z). La [onction est notée
Fra— fln).
— Le domaine de f est le spus-ensemble maximale de R, noté Dy, contenant les @ € R tels que f(x) soit un nombre
réel, ie. Dp:={x € R | 3f(z) e R}. On note alors f: Dy —r R, 2 ++ f().
- L'tmage de f est le sous-ensemble de B, noté /; ou f(Dy), contenant les valeurs y = f(#) pour tous les 2 € Dy,
ie. Ir= f(Dj):={y € B |3z € Dy t.q. f(z)=1y}. On peut alors noter aussi f: Dy — I,z f(z).
- Le graphe de f est le sous-ensemble Ty = {(z,y) € R* | 2 € Dy, y = f(z) } de B> Le graphe d'une fonction est
une courbe du plan caracterisée par le fait qu'a tout valeur @ € D correspond un et un seul point (x, f(2)) de la

courbe. 5
Exemple : f(z) = % Dy =R*, I;=R* \

Restriction d’une fonction : Soit f une fonction de domaine Dy, pour tout sous-ensemble D C Dy on appelle
restriction de f & [7 la fonction x —+ f{x) définie seulement pour & & . La restriction est notée f: D — B, 2 — f(x).
- 8i D C Dy, I'image de D par f est ensemble f(D) := {y = f(z) € I; | x € D} C I;. On a alors une restriction
foD o f(DY, 2 flx). '
- 8i1 C Iy, lantécedent de I par [ est ensemble f~1(1) == {x € Dy | f{x) € I} C Dy. On a alors une restriction
Fif YD — Iz flz).
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Exemple : La fonction f:]0,+oo[ ~+ 10, 4o0], 2+ p est une restriction de la fonction fiz) = = définie sur R*.

Fonetion injective, surjective et bijective : Une fonction f s'appelle
1. injective si tout y € Iy a yun seul antécedent & € Dy, Autrement dit, si pour tout 2y,22 € Dy on a f(2) =
Slxa} == m; = 19, ce qui est équivalent & 1y = s == f{z1) # flza).
2. surjective sur J C R si tout y € I admet au moins un antécedent x € Df.  Autrement dit, si I C I.
3. bijective sur I C R, ou on dit que f est une bijection, si elle est injective et surjective sur 1. Autrement dit,
si tout y € I admet exactement un antécedent x € Dy, 2

=

Exemple : La fonction f(z) = 22 a domaine Dy =R et image J; = R*. Elle n'est pas injective, eile
n'est pas surjective sur B mais elle est surjective sur son image B™.
Sa restriction & D = Bt est injective et surjective sur B¥, done ¢'est une bijection.

Fonction (strictement) monotone : Une fonction f s’appelle £iz) A=)
) - croissante : 2y < o == f{1) < f{xa), \[\
1. monotone si elle est

- ou décroissante : ) < za = f(a} = f{z). 7 ' = | N

- strictement crolssante: o <1, = [f(z1) < flza),
— ou strictement décroissanﬂte Do < e = flxy) > flwa).

kS

2. strictement monotone 3si elle est

Exemples : z++ 22 nest pas monotone,
x — 2% est strictement monotone (croissante),
- '}E est strictement, monotone (decroissante).

Proposition : Une fonction strictement monotone est injective. Donc elle est bijective sur son image.

Preyve : En effet, soit f une fonction strictement monotone et supposcns gue ) &= a. o)
Alors s0it &y < Xq solt @e < @y. Si 21 < X9, puisque [ est strictement monotone on a

flar) < f(xa) ou bien flx) > f(xa) : dans les deux cas on a fa;) # flwa), et done f est

mjective. 51 @9 < ¢ le raisonnement est le méme. O

Le contraire n'est, pas vrai : une fonction injective n’est pas forcement monotone. Par exemple



2 Opérations entre fonctions
Soient f et g deux fonctions réelles, de domaine Dy et D,. Alors on pose :
Egalité : f = g si et seulement si Dy = D, = D et f(z) = g(x) pour tout z € D.

Opérations d’addition et soustraction :
- somme : [+ ¢ est la [onction définie par (f 4 g)(z) := f(z) +g(z), pour tout 2 € DyND,. Done Dy, p = DN D,

- zéro : 0 est la fonction définie par O{z) =0 pour tout € R. Donec Do =R. Ona: f+0=04Ff=f, V[

- opposée : —f est la fonction définie par (—f)(z) := —f(z} pour tout x € Dy. Donc D_y = Dy,
Ona: f+(—f)=(=f)+F=0,Vf.
- difference : f—g est la fonction définie par (f—g)(x) := f(z)—g{z), pour tout & € DyND,. Done Dy_, = DfND,,.
Opérations de multiplication et division :
- produit : f- g est la fonction définie par (f - g)(z) = f(z) - g{x), pour tout x € Dy N D, Donc Dy, = DyN Dy,
- umité : 1 est la fonction définie par 1{z) =1 pour tout z € R. Donc Dy =R. Ona: f-1=1-f=f,Vf.
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- inverse : — est la fonction définie par (T) (¢) ;== ——, pour tout € Dy tel que f(z) # 0. Donc Dy;5 = {x €

f f(x)’
Dy, f(x)#0}. Ona: [- ¥ =35 f=1,9f#0.
. ] f - . er s I N flz) , ' N L _
-~ quotient : = est la fonction définie par P {x) = E(—CLT)—’ pour tout & € Dy N Dy tel que g(x) # 0. Done Dy =

g
{z € Dyn Dy, g(z) # 0}.

Opérations de composition et inversion :
- composée : [ o g est la fonction définie par {f o g)(z) := f(g(2)), pour tout x € D, tel que g{z) € Dy. Donc
Doy = {# € Dy,g(x) € Dy}. La fonction composée f o g peut étre visualisée comme l'application d’abord de la
fonction g : Dy —+ I, © =+ g(z) et ensuite de la fonction f: J,N Dy — Ir,y = g(z) — fy) = f(g(x)).

~ identité : id est la fonction définie par id(x) := x pour tout z € R. Donc Dy =R. Ona: feid=idef = f, Vf.

— réciproque : si f: D — I, la réciproque est la fonction f =1. 1 — D définie par f~(y) = = tel que y = f{z),
pour tout ¥ € I ayant un seul antécédent x € Dy,
Si f~!existe,ona: flof=id= fo 7!, ie f~1(f(x)) =z pour tout 2 € D et f(f ' (y)) =y pour tout y € I.

Exemples :
1. La fonction h(z) = 22 +sinz est la somme des deux fonetions f(z) = a2 et g(2) = sinz.
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2. La fonction A(x) = pors est I'inverse de la fonction f(z) = at.

3. La fonction h(z) = sin (23 — 2) est la composée de g{z) = 2 — 2 et f(y) = siny.

Propaosition : La réciproque f~!: [ —+ D existe si et seulement si f: [ — I est bijective.

Preuve : Si f est bijective, alors tout ¥ € I a un seul antécédent z, donc la loi y — x est bien une fonction sur [.

Si f nest pas surjective, pour un y € I Wayant pas d’antécédent on ne peut définir le correspondant de y et f~1 n'est
pas définie sur I.

Si f n'est pas injective, alors il y & au moins une valeur y € [ ayant deux antécédents différents 1 # xa. Dans ce cas,
la réciproque devrait &tre définie en y par f~1(y) = z; et aussi par f~!(y) = 22, et donc ce n’est pas une fonction. O

Astuce : si f : D — I est surjective mais pas injective, on peut définir la réciproque d’une restriction de f qui soit
bijective sur la méme image I. Par exemple, si la restriction f: D' — I = f(D'} est bijective, avec I’ C D, on définie
la véciproque f~1:f — D' par f I (y) =2 <= zeDety=flz)el

Proprietés des opérations entre fonctions :

L. Les opérations d'addition et multiplication entre fonctions sont commutative, associative, ont I'élément neutre et
satisfont & la distributivité. De plus, toute lonction admet une opposée et toute fonction difiérente de la fonction
nulle admet Vinverse. Donc Pensemble des fonctions réelles est un corps commutatif.

2. La composition est associative et la fonetion identité en est 'element neutre, mais toute fonction n’a pas forcement une
récipraoque. Donc ensemble des fonctions réelles nest pas un groupe avec la composition.

3. Par conire, toute fonction bijective a la réciprogue, donc I'ensemble des fonctions réelles bijectives (de méme domaine
et image) est un groupe avec la composition. Puisque la composition n'est pas commutative (ie. fog# go f), le
groupe est non Abélien.




3 Fonctions polynémiales

Délinition : Une fonction polyndmiale est une fonction définie pour tout @ € R par la valeur f(x) = P(z) d'un
polyndme P(X) ol la variable X est remplacée par le nombre réel 2. Le domaine d’une lonction polynémiale est B.

Puissances parfaites :

(2 —a)® =a°—20z+a?
(z—a)® =a%—3a2°+ 3’z —a®
(=a)! =a—dea®+6a%2? — 4%z + 0!

gn—1)-- (n— k4 1)?:n_,rc

i a* -+ (-1)"a"

{z—a)" =a2"—~na""lad -+ (=1)

Factorisation des differences :

22 —a? = (x—a)z+a)

23— a® = (z-a)(z®+azx+e?)

zt—at = (z—a)(a®+az®+ ez +a%)

2t —a" =(r—a)z" T +ar" 4+ +a* P+ am ).

Exemples :
1. La fonction constante f(z) =7, et les fonctions g(z) = 2% + «® + 1 et A(2) = 2'°0% 4+ 1001 sont polynémiales.

o = s 3 .
2. Les fonctions f(2) = 2° + v et g{o) = 2% + —ne sont pas polyndmiales. .

ﬂ-?ﬁ-r
Puissances entigres : Pour tout n € M, la fonction f(z) = &” sappelle puissance n-iéme.

Son domaine est donc D = R et son image est T = B si 5 est pair, et / = R si » est impair. n tmpad
Proprietés des puissances entiéres : pour tout x,y € R et pour tout n,m € Non a

20 =1, ol =z, ™y = (zy)", ™ = ", (™™ = 2"
i1
Valeur absolue : La valeur absolue est la fonction | | : B — W™, définie pour tout
x € R par N
H.__{a; six >0
TH= - siz<0
Proprietés de la valeur absolue : pour tout 2,y € Rona:
| =0 et |z|=0&z=10, lz+y| < |z|+ |y| (inégalité triangulaire), lz-y| = 2] [y

Partie entiére : La partie entidre est la fonction F: B —s Z définie pour tout x € B comme le plus grand entier
F{2) qui soit inférieur ou egal & z, c’est-i-dire

E(z) =max{n € Z | n < 2} = unique nombre entier tel que E(z) < @ < E(x) + 1.

La partie entiére est une lonction & escalier, localement constante.

4 Fractions rationelles

Définition : Une fraction rationelle est le quotient de deux fonctions polyndmiales, ¢’est-a-dire une fonction da la

forme f(x) = le‘%, oll P et @ sont deux polyndmes & coefliecients réels. Cette fonction est définie pour tout & € B tel
que Q(x) # 0, donc son domaingest D= {r € R t.q. Q(x) £ 0}.
Exemples :
1 P+t +1 . -
1. Les fonctions f(2) = ———, g{#) = ————, et hA(x) = 2° -+ — sont des fractions raticnelles.
J(w) 3+ 3x 1 5() 22+ 2 (@) T

, 3 1 . .
2. Les fonctions f(z) = 2 + v et g(x) = — -+ /= ne sont pas des fractions rationelles.
r

Inverse d’une puissance entiére : Pour toutn € N, la lonction inverse de la puissance n-iéme est, la fraction rationelle

T T 7‘\ 'm'l'" ]\
Son domaine est D = R*, son image est 7 = R* sin est pair et 7 = B* si » est impair.
1 + ‘

3‘) _ 1 = g7, Mpo.ir i 'IW\PQJ:T




5 Réciproques des puissances n-iemes : les racines n-iémes

Définition ; Soit n € N*.
1. Si n est impair, la puissance n-idme = — 2™ est une fonction bijective, avec domaine D = R et image 7 = R. On
appelle racine n-i2me sa réciproque, c’est-a-dire la fonction /: R — R:y— /7 définie par la proprieté
vE n Iﬂ‘\POL\‘-

n

Yy=a <> y=uz" pourtoutz,yck

Par conséquence, on a aussi :

Yar=a pourtoutz€R et (gy)" =y pour touty € R.

2. Sin est pair, la puissance n-itme D =R — I = R* : > a™ n'est pas bijective, donc sa réciproque n’existe pas,
en tant que fonction 7 = BT — D = R, Toutefois, on peut rendre cette fonction bijective de deux fagons, qui
donnent lieu & deux differents choix de sa réciproque.

(a) Sion considére la puissance n-itme z = 2" restreine au domaine ) = R™, on obtient une fonction bijective
strictement croissante avec image I = R™. On appelle racine n-idme sa réciproque, c'est-a-dire la fonction
o Rt — R telle que

vy=x <<= y=2z" avecz,y€& R v
Par conséquence on a aussi : _C.
n " n )
Ve =z pourtout z € BY et (¢7)" =y pourtout y € R*. I raif
(b) Si, par contre, on considére la puissance n-idme x — z™ restreine au domaine D = R, on ]
obtient une lonction bijective strictement décroissante avec image [ = R™. Sa réciproque est : *
la fonction — ¢/ R* — R~ qui est exactement I'opposée de la racine n-ieme g/~ & image

dans BT,
En conclusion, pour la puissance n-iéme avec n pair, on parle de sa réciproque = ¢/ R+ — IB* avec le sous-entendu

quiil s'agit 1a de deux fonctions distinctes, avec differentes images.
Les racines n-iémes pour 2 pair ont donc les proprietés suivantes :

Ya» = |z] e Rt et - Var = —|z| e R, pour tout z € R (avec @™ € R puisque n est pair).

Proprietés des racines : Pour tout nn € N*, et pour tout 2 et y dans le domaine de définition de la racine considerée,
on a:

\!,/Emm, {‘/E{‘/jm {1/3"_'1: \"/E%z n_';i;'_r‘VE: ﬁ\‘/ {‘/E= n%-

Remarque : Les proprietés des racines sont une extention des proprietés des puissances entiéres au cas des puissance
fractionaires. A cause de ¢a, on denote la racine n-igme aussi par le symhol

L
v = Yz
Cette notation est trés pratique, et permet de reéerire comme suit les identités qui définissent la racine comme réciproque

de la puissance entiére :

n
Vi = (o) =t =at =2, e (9= (vF) ==y =y

Exemples :
1. Les fonctions f(z) = Va®+1, g(a) = /|sinz| et h(z) = ch({x) sont des fonctions composées de racines et
d’autres fonctions (polynomiales, circulaire ou hyperboliques).
2. La fonction f(z) = —va? — 42 + 622 — 4x + 1 semble la racine d'un polyndme (et bien sur elle I'est}, mais elle est
ausst une fonction polynomiale, car

fa)=—-Vri—dgd + 622~ dx+1=—/(z— 1)1 =—(z—-1) = -2 42z 1.

De méme, la fonction g{z) = ve2* semble la racine d'un exponentiel, mais en fait il s’agit d'un exponentiel tout
court, car

=

= g%,

2

gla) = Ve = (¢*7)’

4



6 TFonctions circulaires

Définition : les fonctions trigonométriques ou fonctions eirculaires sont les quatre lonctions suivantes :

{cosx, sinx)

1. cosinus + cosx D=R tels que {cosx,sinz) soient les coordonnées carte-
9 sinus @ sin g I=]-1,1] siennes du point du cercle de rayon 1 4 angle x :
3. tangente -+ tanz = Snr D= U ]—E—i—kw,i—e—im[, I=R.
COS T 2 2
keZ
4. cotangente o cobr = c.os::: = L D= ]krl, (h+ D [, =R
siny tanz
keZ
Graphes :
Sin X Lo x
NN NN
/. NS Lo NSNS
--——-————’—"‘—:‘_-_,.,-——- - --:l-_ —_— .
i o ; i o et x {
r 1 | | I
f I
1 | | { ‘ \
| : | { 1
( ‘ i { | - |
{ { ‘ { / ; i :
» X
| | | : (
‘ | | { { ‘
(
{ \ \ ﬁ ! {
I
¢
Valeurs particuligres :
cos(0) = 1, sin(0) =0, tan{0) =0, cat(0) = £oo
cos(m/6) = v/3/2, sin(7/6) = 1/2, tan{w/6) = v3/3, cot(7/6) = V3
cos(w/4) = v/2/2, sin(w/4) = v3/2, tan{w/4) = 1, cot(w/4) =1
cos(m/3) =1/2, sin(7/3) = v3/2, tan{x/3) = V3, cot{n/3) = Vv3/3
cos(m/2) =0, sin(#/2) = 1, tan{n/2) = oo, cot(w/2) =0
cos(mw) = —1, sin(w) = 0, tan{m) = 0, cot(w) = £o0
cos(3m/2) = 0, sin(3w/2) = 1, tan{3w/2) = ko, cot(3w/2) = 0.
Periodicité : pour tout k€ Zon a:
cos(x+ 2hkw) = cosw tan(x+ kw) = tanx
sin{x+ 2k7) = sinx cot (o km) = cotw
Fgalité :
cosz=cosy = x=y-+2kr ou x=-y+2kwr, YEeEZ
sing =siny <= x=y+2kr ou z=-y+(2k+1)w, YEEZ
tany = tany <+ ax=y+hw, Yhel
cotz=coty < ax=y+kw, VEeZ



Identité circulaire : cos?az +sinxz=1;

Expression de sinz et tanr en fonction de cosz et de cosz et cotx en fonction de ging :

sint = =+v1-cos*z cosz = +v1—sin’z
1 1

tanx = 5 -1 coty = +yf——F—-—1
cosx sm°z

Formule de puissance (Moivre) : (cosz +sina)™ = cos(nx) + sin(nz) pour tout n € N.

Formules d’addition :

coslz+y) = coszcosy —sinzsiny cos(x—y) = coszeosy+sinasing
sinft+y) = sinzcosy+cosasing sin(x —y) = sinzcosy ~cosasiny
tan(z +y) = tanx + tany tan(z —y) = tanx — tany

= 1—tanztany v o= 1+tanxtany’

Formules de duplication :

cos(2z) = cos?z—sinz=1—2sin’z=2cos?z—1
sin{2x}) = 2sinzcosx
2tanz
tan(2z) = —mmdp—
1 —tan®x

Expression de cosz, sinz et tanz en fonction de ¢ = tan(z/2) :

cos T -t i 2t tan 2t
P singz = = .
182 1+142 —
Formules de linéarisation :
1 N i
COS2COSY = ;;(cos(w + 1) + cos{z — y)) sinxsiny = a(cos(:n —y)—cos(z+ )
. I . : . 1, . :
coszsiny = a(sm(m + 1) —sin(z — y)) sinTcosy = ;3(5111{;1: +y} +sin(x ~ y)
1+ cos(22 _ Gos(2x
cos®z = 1+ cos(22) sin?p = 1 — cos(2z)
9 2
Formules de factorisation :
X ! r—1 . T 1 . r —
cosx + cosy = 2cos _;_J> cos( ,)J) cosa:—cosy=-251n( :';J sm( 9y>
, . . {x+ T—1 . . - T+
sin + siny =251r1( i-J)cos( 0") sma:-—smy=251n( Oy) cos( ‘)J)

Formules relatives aux angles associés ;

1. Angles opposés :
cos(—z) = cosx sin(—z) = —sinz tan(—x) = — tan .

Done la fonction cos est paire et la fonction sin esi impaire.
2. Angles supplémentaires :

cos(m — ) = —cosz sin(w — &) = sinaz tan{w — ) = —tanaz.

3. Angles complémentaires :

cos(Tr 1,) =sging sin (W ) =CosT tan (ﬁ :L) -
2 /T 2 B A2 " tana’
4. Angles “de différence 7" :

cos(x +7) = —cosz sin{z + ) = —sinz tan(z + 7} = tanz.



7 Réciproques des fonctions circulaires : les fonctions Arc

Les fonctions circulaires ne sont pas bijectives. Pour en définir les lonctions réciproques, on les restreint jusqu’d en
faire des foncticns bijectives. Les fonctions réciproques arceos, arcsin, arctan et arccot sont définies comme suit.
Définition :

1. Arc-cosinus : la fonction arccos : {—1,1] — [0, 7] est la réciproque de la restriction cos : [0,7] — [—1,1], et est

donc définie par l'identité
ArcCOSy = & <= = COSZ avecz € [0, 7] et y € [~1,1].

Par conséquent, on & aussi :
arccos{cosz) =2 pour tout = € [0, 7] et cos(arccosy) =y pour tout ¥ € [~1,1].

2. Arc-sinus : la fonction arcsin : [~1,1] — [-%, §] est la réciproque de la restriction sin: [-F, §] — [~1,1] et est
donc définie par I'identité
aresiny =2 4= y=sinz avec € [~%, Bl et y € -1, 1].
Par conséquent, on & aussi :

arcsin{sinz) = x pour tout ® € (-5, 3] et sin{arcsiny) =y pour tout y € [-1,1].

[CE|

3. Arc-tangente : la fonction arctan : B — [—3, F] est la réciproque de la restriction tan : {~%, ] — R et est

done définie par identité
arctany =a <= y=tanx avecz € [-5, Flet y € R.
Par conséquent, on a aussi

arctan(tanax) = ¢ pour tout x € [~F, 5] et tan(arctany) =y pour tout y € R.

4. Arc-cotangente : la fonction arccot : R — [0, #] est la réciproque de la restriction cot : [0, 7] — R et est donc
définie par I'identité
arccoty = @ <= y=cotx avec 2 € [0,7] et y € B.

Par conséquent, on a aussi

arccot({cotx) = @ pour lout € [0, 7] et cot(arccoby) ==y pour tout y € R,

Graphes :
aresiny ertfod X e .

-

S,

~I



Exemples (Détermination de arccosy, arcsiny et arctany) :

1. Pour mlculer arccos £+, on pose £ = arccos & et on applique la définition de arccos : z est donc I'angle tel que

2 ]
cosT = ? et x € [0,n]. Ainsi (2 I'aide du cercle trigonométrique) on trouve que & = § € [0, 7] est I'angle tel que
Cos § = 3.
.1 -
2. Pour calculer arcsin — 5> Onl pose T = arcsin 5. Alors sinz = 1et 2 €[, %] Ainsion trouve que x = § € -5, ]

est tel que sin & = %

T

3. Pour calculer arctan 1, on pose x = arctan 1. Alors tana = 1 et o €] — §, 5. Ainsi on trouve que z =
est tel que tan § = L.

o
D,
|
w2l
LE]

Composée des fonctions circulaires et de leur réciproques :

1. Fonctions composées cos o arccas, sin o arcsin et tanoarctan : les fonction cos{arccosz) et sin(arcsinz) n'ont de
sens que si x € [—1, 1]. Par contre la fonction tan{arctan2) a un sens pour tout € R. On a les égalités suivantes :

cos(arccosz) = a pour tout 2 € [—1,1],
sin{farcsinz) = & pour tout z € {~1,1],
tan{arctanx) = x pour tout x € R

2. Fonctions composées arccosocos, arcsinosin et arctanotan : les fonctions arccos(cos ) et arcsin(sinz) ont un
sens pour tout & € R et arctan{tan x) a un sens pour tout z € B et ¢ # 5+ km, avec k € Z. Cependant, les fonctions
Arc sont les réciproques de certeines fonctions circulaires restreintes, et on a done :

arccos{cosz) = a pour tout x € [0, 7],
arcsin(sinz) = a« pour tout = € [—F, §l,
arctan(tanz) = =z pour tout z €} —F, 5[,

alors que, en général, on a arccos(cos ) # =, arcsin(sinz) # z et arctan(tan z) # z. En effet, en dehors des domaines
restreints, et en toute généralité, on a :

arccos(cosz) = y telque cosz=cosyet y € [0,7],
arcsin(sinz) = y telque sinx=sinyety € [-F, 5]
arctan(tanz) = y telque tanz =tanyety €] - 5, 5[

3. Fonctions composées arccososin et arcsinocos : les fonctions arccos(sinz) et arcsin{cosz) sont définies pour
tout @ € R. On a les équivalences suivantes :
arccos(sinz) = y<=yc[0,7} et cosy=sinz

arcsin(cosz) = y+—==yE€ [—5, et siny = cosx.

T
5]

Exemples (Détermination de arccos(cosz), arcsin(sinz) et arctan(tanx)) :

1. Pour calculer arccos{cos(9%)), on pose y = arccos{cos(9%)} et on applique la définition de la fonction arccos : on a

cosy = cos(9%) avec y € [0, 7). Comme cos(95) = cos(§) et § € [0, 7], on obtient alors y = %

2. Pour calculer arcsin(sin(ﬂf[)) on pose y = arcsin(sin(9F)) : on a done siny = sin(9%) avec y € [—7/2,7/2}. Comme
sin(9%) = sin(§) et § € [-7/2,7/2], on obtient alors y = .

3. Pour calculer arctan(tan(9%}), on pose y = arctan(tan(9%)) : on a alors tany = tan(9%) avec y €] — 7/2,7/2[.
Comme tan{9%) = tan(§) et & €] —7/2,7/2[, on obtient alors y = .

Exemples (Détermination de arccos(sinz) et arcs'm(cos T)) :

1. Pour calculer arccos(sin(%)}, on pose ¥y = arccos(sin{%}) : on a alors sin(§) = cosy avec y € [0, 7). On trouve ainsi
3

y= g-
. Pour caleuler arcsin(cos(3£)), on pose y = arcsin(cos(3)) : on a alors cos(2E) = siny avec y € [-3F, 5], Comme
‘305(2;) = ;, on trouve ainsi y = —EZ.



8 Fonctions exponentielles

Les fonctions puissances entidres & — x”, leur inverses & — £ " et les racines z v+ T permettent de donner un sens
& toute puissance a9, oil ¢ € R est un nombre réel non nul, et g € @ est un nombre ratonnel de signe guelcongue. Pour
tout a > 0, on a donc une fonction g — a? de domaine D2 = () et image contenue dans BY., qui vérifie les proprietés des
puissance entiéres.

Délinition : Pour tout ¢ € B, avec a > 0, on appelle exponentiel de base a la fonction  — a® définie pour tout
z € B, qui est I'unique extention & 'ensemble IR de la fonction g — a? définie pour g € (@, verifiant les proprietés

a¥ =1, ol = a, a®a¥ = a* vV, {a®)WV = a™¥, pour tout ,y € R,
Sia et b sont deux bases reélles positives, on a aussi
a®b* = (ab)” pour tout z € R.

La fonction exponentielle de base ¢ > 0 a donc pour domaine 12 = IR, et pour image I =|0,+oo[si a # 1, et I = {1} si
a=1.

Graphes :
% D<a s & a=1 St a1
a
1 ! .
« x ®

Exponentiel de base e : On appelle nombre de Neper le nombre réel e qut peut &tre défini comme

o0 L300

— limite d'une suite ou d'une fonction : e= lim (1 + %}») " = lim (1 + %)I,
11 1 1 =1 ARy
- ou bien comme somme d’une série: e=1+4 0 + 5 + 3 + o o= n};(} = 1\}1_1}1;0; -
et approché desormais par des millions de chiffres décimales, dent voici les prémiéres 50 ;
e = 2, T1828182845004523536028747135266240775 724709360005, .

L’exponentiel de base e est la fonction exponentielle de hase e, notée exp : B —0, ccf: © — exp(z) = €®.
Puisque ¢ > 1, son graphe est

b
e

/




9 Réciproque de I’exponentiel : le logarithme

Pour tout nombre réel a tel que a > 0 et a # 1, la fonction exponentielle de base a, & — a®, est bijective (décroissante
5 0 < a < 1 et croissante si a > 1), avec domaine D = R et image J = 0,00l Elle admet donc une réciproque.

Définition : On appelle logarithme de base ¢ la réciproque de 'exponentielle de base a, c'est-d-dire la fonction
log,, : 10, co]— R définie par la proprieté

log,y=2 <> y=a pourtouta,ycRety>0.
Par conséquent, on a aussi
log,(a*) ==z pourtout z €R et a'°%¥=y pour touty € ]0,ocl.
Graphes :

?"S x pLact E"Sq" arA
a

Propriétés des logarithmes : pour tout a,b € R, a,b > O0et 2,6 # 1, et pour tout z,y €R, z,¥y >0, on a:

g, 1 =0, log,a=1,
log, = + log, ¥ = log, (zy), wlog,y = log,(y*), donc  log,x—log,y = log, (ﬁ)
log, 1 Inz
= I = 1 =T
log, = ogs 2’ donc og, b oz, a’ et 0ga & = | —

Logarithme naturel ou neperien : la réciprogue de I'exponentiel  — €” de base le nombre de Neper s'appelle
logarithme naturel et s'indique avec les symbols log ou In. Le logarithme naturel In : |0, co[— R est donc défini par
la proprieté :

Iny=a <= y=¢ pourtoutz,ycRety>0
et satisfait aux identités
In(e®) =2 pourtoutz€R et €"¥=y pour touty € ]0,o0l.

Son graphe est

Pruse

Elévation & une puissance entre fonctions : Si f et g sont deux fonctions réelles, et f est telle que f(z) > 0 pour
tout @ € Dy, on appelle puissance de f par g la fonction réelle f9 définie par

z =+ (F9)(2) := fla)9) = f(®) f=)

et qui a donc comme domaine ensemble Dye = Dy 0 Dy,

. . “ . . R . . . h h
Remarque : Cette opération n’est ni associative ni commutative, car en général on a (f9)" # f (a") et fY & g

1 1 x p 41
Exemples : g% =¢""% 27 =exm7 (14 1) = =in(1+3)
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10 Fonctions hyperboliques

Définition : On appelle fonctions hyperboliques les quatre fonctions suivantes :
et e "
CE

L

1. cosinus hyperbolique: c¢h: B — [1,00][: 2~ cha =

T T

2. sinus hyperbolique: sh:B —R:zw~—shz:= ¢ 98

. sha e —e™"

3. tangente hyperbolique: th:R—]-1,+1[: 2+ tha:= — = ~i—,
cha e*+e "

] - el i
4. cotangente hyperbolique: coth: B — | — oo, ~1[U] + I, 4+00[: & — cothy := — = 2 ﬂ—.
thz shzx e*—e 7

Graphes :

shx elx

Box cotbix

Quelgues valeurs particulidres :

ch(0) =1, sh(0)=0, th(0)=0, coth(0)= %o

Relation avec Vexponentiel : cha+shaz=¢" et chx—-shz=e"".

Identité hyperbolique : ch®z —sh®z = 1.

Expression de shx et tha en fonction de chx et de chx et cotha en fonction de shz :
she = £vchiz-—1 che = vshiz+1

1 1
the = £/1-— cothey = £/1+—5
ch” x sh™ 2

Formule de puissance : (cha +sh)" = ching) +sh{nz) pour tout n € N.
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Formules relatives aux variables opposés :

ch{—z)=che sh{—z) = ~shz th(—z) = —tha.
Bonc la fonetion ch est paire et la fonction sh est impaire.

Formules d’addition :

ch(z+y) = chechy+shyshz ch(z ~y) = chaxchy—shyshz
sh(zr+y) = shzchy-+shychz shiz—y) = shha:chy~shych:1:
tha +thy thz —thy
. = thi{z — et
th(z +v) 1+thathy (z - v) I —thxthy
Formules de duplication :
2tha
ch(22) = ch’z + sh’z sh(2zx) = 2shxche th(2z) = ———mg—
(20) (22] (20) = =
Formules de linéarisation :
o ch(2z) +1 o ch{2z) -1 .o ch(2r)-1
Chmw—T Sh&*T‘ i.h{l.'-—»m
Formules de factorisation :
_ T+ T—1Y
chz—chy = 2sh 5 sh 5
sha-+shy = 2sh mjy ch :U;y



