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Limites de fonctions réelles et fonctions continues

1 Limites d’une fonction

Point d’adhérence : Soit D < R un ensemble de nombres réels. Un nombre réel xo s’appelle point adhérent 4 D
si tout intervalle ouvert ]a, [ contenant xp a une intersection non vide avec D, ]a, b NDy # 0, c'est-a-dire si V e > 0,
dx e D hg. |r— x| < g, ou de maniére équivalente s°il existe une suite (z,), € D t.q. lim 2, = 20.

n—od

Limites d’une fonction : Soit f: Dy — R une fonction réelle, et soit 2p € B un point adhérent & Dy, ou bien
rg = oo st Dy contient des intervalles Ja, +cof ou ] — o0, bl On dit que f admet limite { € R ou +o0 en zq si:

1. mli?;(,f(:‘:):g @ f() x:zﬂif = Ve>0,36>0tq.VeeDy:jz—ao| <8 = |flz)-{]| <e.
2. mliﬂuf(a:)m+oo, = flx) v -+00 = VYA>0,20>0tqeeDr:lz—ao|<d = flz)>A
3. ml_'g};ﬂf(.r)=—-oo &  flz) oh T = VYA>0,3>0tqgzeDy:|z~z|<d = flz)<—A
4. xli}rﬂ@f(m}=€ = f(m)mﬁmf? == Ve>0,dB>0tqVeeDr:z>B = |fla)-{<e.
5. ﬂrl}rilm fl) =40 < f(2) oo, T = VA>0,dB>0tqvVezeD;:2>B = fla)> A

G Tlgr}}mf(m)m—oo = fla) A = VA>04IdB>0tqVeeDy:x>B = fla)<-—A

7 xi}riamf(w)=€ = f(:'.:)m_t}wf 4= Y>3, dB>0tgqVeeDra<—B = Ifz)-{<e.
8. E_lilzlcof(ﬂ,‘) =+4+co & flz) e TO0 = YA>0,IB>0tqVeeldyx<—B = f(z) > A

0. JETOQ f@y=—0 & fla) aThe T &= VA>0,IB>0tqVeeDy:2< -8B = f(r)<-A

On voit la limite lim f(&) sur le graphe de f, comme la valeur ol tend f{a) quand x se rapproche de plus en plus & zq.

I-rIn

Remarque : La condition “}& —xo! < §" signifie que 2 € |zg— &, wo+ 8}, i.e. que 2 est dans un intervalle ouvert autour
de xp. De méme, la condition *|f{x) — ] < &" signifie que f(z) € |{ —¢,{+¢[, i.e. que f(a} est dans un intervalle cuvert
autour de £. Par analogie, on peut interpreter “r > B” comme un intervalle ouvert autour de 400, et “z < ~B” comme
un intervalle ouvert autour de —~oc.

Exemples :

1. Eimg(.’l,“l +1)=5, lim— =4, im tho = +1, lim % =0, lim 2% = 400, lim 2% = —cc.
T ir x€T=

-0 X T+ Tt - O P Ee ] r—r—oa
2. La limite lim sinz n'existe pas, car la fonction sinz oscille entre —1 et +1 pour tout 2 € I}, et done aussi pour z
Ferhas v o]

qui grandit indéfinement vers I'infini. Pour la méme raison, la limite lm}) sin — n'existe pas non plus.
fi xr

Proposition (unicité de la limite) : Lorsqu’une fonction f admet une limite £ ou 400, cette limite est unicue.

Limites & gauche et & droite : Soit f: Dy — R une fonction réelle, et 2 € B un point, adhérent & Dy, On dit que
la limite & gauche ou & droite de f en ap est €51 :

1. limite & gauche (z < xg) :
lim fle)=¢ <« fla) — ¢ = Ve>0,d6>0tgVeeDfiap—d<ae<z = |fla)-{<ec.

Ty Tt

2. limite & droite (r > x¢) :

fim fla)y=1¢ <& f(z) — ( = Ve, 3dé>0tqgvVaeDliiamp<ae<a+d = |flz)—1{ <e.
:t:~+.'1:;r :r:—b:z:;' i
L1 .1 . 1 ; 1
Exemples: lim —=-—-m0 et fm —=+40c; limth==-1 et lim th—=1.
— a0 20t 2 z—0- T z=0+ T



Proposition (existence des limites) : Soit f : Dy —= R une fonction réelle, et o € R un point adhérent & Dy.
Alors Ta limite de f en zg existe, et elle vaut £ € B ou *oo, si et seulerment si les limites & gauche et & droite de f en xo
existent et elles ont la méme valeur ¢ ou too. Autrement dit :

dlim f(z)=¢ ou £ ey lim f(z)= lim* (€)=¢ ou o
r—a r—o~ 2+

1 1 . s
Exemples : lim — et lim th — n'existent pas, car les limites & gauche et & droite sont différentes.
—_— - z—0 3

2 Propriétés des limites

Opérations sur les limites : Si f et g admettent une limite en 2y (nombre réel ou +oo), et e € R, on a:

- Jim (@)= | lim (@)

[Ty

2. Jim (@)% 0(e)) = (Jim fa) % ( Jim o(z)).
3. Ili}rrzln (af(=z)) = a lim flx).
4. Jim (Fl)g(e)) = ( Jim /(@))( Jim o(z)).

5 lim f('L) _ h.m:r--%:cu f(:l’)
sz g(x) Mg Q(a’)

o g 1) = (g 10 )

7. On ne peut rien dire en général sur lim (f o g)(x), sans avoir une condition supplémentaire sur f (continue).
-}

Limite d’une fonction constante : f(z) = c € R pour tout 2 € Ja,b] = 3 lim (r) =cet 3 1'11}1 flx)=c
Tt e

Prolongement des inégalités & la limite : f{2) < g(a) pour tout z = mljilalz fla) < Ile gz},
[} Iy

Reégle des gendarmes @ 5i f(2) < gla) < h(z) pour tout z, alors mli)m flz)= lim h{z) =€ = 3 lim g(z)="¢
To

T—+Tn r—+Ig
Exemples :
1. J:l_i}nl?|sh(:r;)| =| @2s11(w)| = |sh(=2)| = | — sh(2)| = sh(2).
2. lim (2% + %) = (lima®) + (lima®) =22+ 2P =4 +8=12.
r—2 T-+2 x-32
3. lim (5v/2) =5lim vT=5-vV9=5-3 =15
r—9 o~+5
4 i 3 r) = i 3 i ) — . —
i igrll {(z°Inz) (mh_}mla: )(mlt_lm1 ]n:L) 1:0=0.
N lim sinax
5o fim 02 _amn 0
e Y lim T
et &1
8z ( lim 8—1) 87
i 1 T = i i Ty T e —_— 7?4 = | e ——
6. Jim (sinz) 7 = iy sinz) ()1 =(H) =2
. 1 .
7. Him sin 1 nexiste pas, mais lim zsin 1 =0car —z<ax sin— <zetlim—z= limaz=20
a0 i z—0 T x a0 x—:0

3 Fonctions équivalentes

e
&
R

Fonctions équivalentes : Deux fonctions f et g sont équivalentes en g :  f(x) ~ glz) <= ]En o)
Z—iLp T—+To s

Exemple : sh(z) ~ sin(z).

T—rI'y
Proposition :  f(z) o glz) et glz) ol hMz) = flx) s h(z).



4 Formes détérminées et indétérminées

Formes détérminées : Les opérations usuelles sur B se prolongent & doco comme suit :
1. (+o0) + (+oo) = {+o0) + € = +oc pour tout ¢ € R,

2. (—x) + (~o0) = {(~o0) + L= —x pour tout £ € B,
3. (+o0) - (+00) = (o0} - (—o0) = €+ (+20) = +20 pour tout £ € B tel que £ >0,
4. (+ea) - {(—nc) =1 {—0) = —~c pour tout £ € B tel que £ > 0,
5. L:iz() pour tout £ € R,
+oo —oo
6. 6~€-_—=+oo a -O-E_-=—oo pour tout £ € B tel que £ > 0,
7. 0® =0l = 10 =0=% = o pour tout £ € R tel que ¢ > 0,

8 00~ moo =m0 o 0 =0 pour tout £ € R tel que ¢ > 0.

Autrement dit, ces opérations entre limites ont toujours le méme résultat {celui indiqué), quelconcues solent les fonctions
considerdes qui tendent & ces limites.

Formes indétérminées (FI) : On appelle formes indétérminédes les opérations entre limites qui ont des résultats
différents selon les fonctions considerdes qui tendent & ces limites :
+o0 0 0 +
— o0, 0-{xx — -, oY, 1539,
o0 (o), oo’ 0

Dans ces cas, le résultat peut &re £ € B, +oo ou bien il peut ne pas exister, et doit étre détérminé au cas par cas.

Exemples (Limites indétériminées avec résultats différents) :

. 1
1L.FI w—o0: powrr—os,ona —(z+1)=-~1— -1 mais :]7—af2=—.’132(1—-§) — —x
1 .
2. FI 0-(koc): pouraz-+oo,0na a:-;:l—‘rl mais :1:2-;=2:~—+oo.
+oo 2 _ox? z 1
3. FI ——: pourz—oo,ona —=1—1 mais —=zr—0o0 e —J5=-=--—10
+00 z & = om
x .ol x 1
4 FI —: pourr—0,ona —=1-—1 mais —=x—+0 et -y=-~ nlexiste pas.
0 T X @ T
5 FI ol : pour & —+ 0o, On a 2% =% — =1 mais (em)ﬁl"fzerﬁr"?-~+6°°=oo.
i 1% _ 1y#2 RGN
6. F1 17" : pourz — oo, 0na (1 -+ I) — €  mais (1 + E) = (i + I) ) — £ = oa.
Remarque {Comment traiter les formes indétérminées) :
+oo oy PRI e s
1. FIL Teo : on utilise le Théoréme de de L'Hopital (qui nécéssite les dérivées).
0 +oo +oo
2. FI - : onseramenei la FI avec I'astuce suivante : — = (1) A~ = —.
0 0 (3) (§) £

Sinon, on utilise directament le Théoréme de de L' Hapital.

. . b Foo Taat L. . _ _1 _ +00
3. FI 0-(&oc): onserameneala FI T avec Pastuce suivante : 0 - {£00) = 0 (o) = oo

4. FI oo—oo: aucas par cas, en utilisant des astuces ad hoc. Parfois on peut se ramener au cas 0 - (to0), & donc

[i)

+ . . . .
al cas :Eg?—, en factorisant un oo : ow—oo=occ-(1— f(a)) =oc-0, la méthode marche si  flx) — 1.
o0

5. FI oo : on se ramene  la FI 0 - co avec astuce suivante : ool = 010100 o 0.0

6. FI 1T : onse ramene & la FI 0 - co avec 'astuce suivante : 170 = 00 - In1 — oo -0,

Limites indétérminds usuels :

. er . @ ] Inz . €
I lim — =400, lim — =10, et lim — =0, lim e = 400,
T—++o0 I T—4oo gf r—rdoo r-rtoo IN T
. o o In(t+x .ot —1
2. lim (zlnz) =0, lim DI+ _ 4 o him = L.
z—+0 T} T 0 r
. singz . tang . shx . the
3. lim = lim =1, et lim —— = im —— = 1.
0 T -0 3 x-20 z—0 T



5 Fonctions continues

Fonction continue ; Soit f: Dy — & une fonction. On dit que f est :
1. continue en un point &g € Dysi i) [ admet une limite finie { en zp, Le. 3 lmif\n flz)=feR;
T+ To
i} la valeur de f en mp est £, i.e.  flap) = L.
2. continue sur un sous-ensemble £ C Dy si f est continue en tout peint 2 € £.

Critére pratique : f est continue en £p  <==> le graphe de f ne fait pas de “saut” en xy,
c’est-d-dire qu'il se trace sans lever la main.

Exemples :

£=)
1. La fonction \_/ est continue en a;
n'est pas condinue en b car la condition 1) n’est pas satisfaite;

= nest pas confinue en ¢ car la condition i) n'est pas satislaite.

2. Voici une liste de fonctions usuelles qui sont condinues sur tout leur domaine de définition : les fonctions polyno-
miales (en particulier les fonctions constantes, la valeur absolue et les puissances n-iémes), les fractions
rationelles, les racines n-iémes, les fonctions circulaires, les fonctions Arc, les exponentiels, les loga-
rithmes et les fonctions hyperboliques.

3. La fonction partie entiére z — E(z) n'est pas continue en toul point eniier. [N.B. E(z) est polynomiale mais

seulement par morceaus!] En effet, en tout xo € Z la condition i) n'est pas satisfaite : lim E{z)=mp-1 et
Ttlg

lim F{x) =, donc lim E(x) nexiste pas.
:17**?:60 I

Proposition (Condition suffisante pour la continuité) : Soit f: Dy —+ R une fonction.

Si f est monotone sur un intervalle I C Dy et I'image f(J) est un intervalle, alors f est continue sur [.

6 Propriétés des fonctions continues

Opérations sur les fonctions continues : Soient, f et g deux fonctions réelles et a € R.
1. Si f et g sont continues en xg, alors les fonetions |f|, f+g. f —yg, af et f- g sont continues en xo.

b

. . 11 . .
Si, de plus, g(z) #£ 0, alors les fonctions — et i sont aussi continues en zg.
g

3. Si g est une fonction continue en @o € D, et f est une fonction continue en yo = g(zo) € Dy, alors la fonction fog
est continue en xg.

4. Si f est une fonction qui admet la réciproque f~1, et f est continue en zp, alors f~! est continue en yo = f(xo).

Opérations sur les limites de fonctions continues : Si f et g sont deux fonctions telles que

- ¢ admet une limite finie £ en x € Dy, i.e. 3 lmi+n1 glz) =R,
T a

(), alors  lim (fog)(zx) = f( lim g(z)) = f(¢).

T—Tg T~k

— f est définie et continue en £, ie. €& Dy et limej'(y) =
Y-+

=)
Théoréme de Weierstrass :  Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] A
non vide, fermé et borné. Alors l'image f([a,b]) a un minimum m et un maximum M, ekl I N
ie. Jedefn,b ta m=flo)<fle) < fd=M VYze€lab. ®
Théoréme des valeurs intermédiaires :  Soit f une [onction continue sur un in-
tervalle I. Pour tout a,b € I tel que f(a) # f(b), on a: =
; 1 o , JY0% B MRS SN
pour tout y compris entre f{a) et f(b), il existe & € la, §] tel que y = f(2). yth\a- -/ :
Autrement dit, l'image f(7) d'un intervalle [ par une fonction continue est un intervalle. » U X b N
0} brue m
Remarques :

— Par conséquent, si f est continue sur un intervalle T = [a, 5] (non vide) fermé et borné, I'image f({a, b]) est aussi un
intervalle fermé et borné :  f{[e, 8]) = [m, M.

~ 8i f est continue sur un intervalle I = [a,-+oo] ou |- o0, b] fermé mais non borné, alors 'image f(I) est un intervalle
mais pas forcement fermé. Par exemple, pour f(z) = 1 sur I = [1,+oc[, on a f({) =0, 1].

— 81 [ est continue sur un intervalle |a, b[ borné mais mmm.t alors Fimage f(f) est un intervalle mais pas forcement
fermé ou ouvert. Par exemple, pour f(x) = 2% sur I =] — 1,1, on a f(I) = [0,1]

Proposition (Condition suflisante pour la monotonie) :

Une fonction f injective et continue sur un intervalle 7 non vide est strictement monotone sur 1.
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