Math I Analyse
Feuille 3 : Suites réelles

1 Existence et calculs de limites

Exercice 1. En n’utilisant que la définition d’une limite, montrer que :

. . . n . 3n—1 3
lim — =0, lim 2n = +oo, lim — = 400, im = —.
n——+o0o n n—-—4o00 n—-+oo 2 n—-+oo 2n + 3 2

Exercice 2. Etudier 'existence d’une limite pour les suites suivantes.

5nt+7ns
2. up = ganr?
_ 3n2+2
3. up = 5n+1
P N . R . .
4. u, = ﬁ, ou P et @) sont deux polynémes a coefficients réels

Uy = sin(n)+7(bfl/2)n

u, = (V2-1)"+(1/3)"
2
un =1+ 55 + (zm0) ++ (wm) "
up, =vn+1—4/n
9. u, =ncosn—+ 2n

10. uy, = n?* sin(n?n/2).

© N o o

Exercice 3. Montrer que toute suite réelle convergente est bornée.

Exercice 4. Montrer que pour tous réels a et b, ||a] — |b|| < |a — b|. En déduire que si une suite wu,
tend vers [, la suite |u,| tend vers [I|. La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 5. (Suites arithmétiques) Soit » € R fixé et (u,) définie par ug € R fixé, et Vn €
N, upy1 =up +r.

1) Calculer uy,ug, us.

2) Calculer explicitement le terme général u,, en fonction de n.

3) La suite (uy) est-elle monotone? Si oui, préciser si elle est croissante ou décroissante en

fonction du signe de 7.

4) La suite est-elle convergente ? Bornée ?

On définit la suite (vp)n>0 par v, = > p_( Uk-

5) Calculer le terme général v, en fonction de n. La suite (v,) est-elle convergente ?

Exercice 6. On étudie la convergence d’une suite géométrique de raison a.



1) i) Rappeler la formule du binéme de Newton.
ii) Soit @ > 1. En écrivant a = 1 4 b, avec b > 0, montrer que a" > 1 + nb.
iii) En déduire que lirf a" = +o0.
n—-+0oo

2) En déduire que si 0 < a <1, lim a" =0.

n—-+o0o
3) Sia >0, conclure que u,, = a™ est convergente si et seulement si 0 < a < 1.

Exercice 7. (Suite arithmético-géométrique). Trouver le terme général de la suite u, définie par
la récurrence up1 = auy, + b ot a et b sont deux réels.

Exercice 8. Soit u la suite réelle définie par récurrence en posant ug = 1 et up+1 = 1+ up, si
n € N*,
1. Montrer que (uy) est croissante et majorée.

2. Montrer que (uy,) converge vers le nombre réel positif I qui vérifie 'équation 12 —1 —1 =0 et
calculer [.

Exercice 9. 1) Soit (uy) une suite réelle.
i) On suppose : 3ng € N, k €]0,1[: Vn > ng, |upt+1| < k|u,|. Montrer que lim w, =0
n—-—ao
ii) On suppose : (uy,) est a valeurs strictement positives et I ng € N, k> 1:Vn > ng, upy1 >

ku,. Montrer que u,, — +o0.
n

a
iii) Application : montrer que Va € R, lim — =0.

n—soo n!
2) Généralisation : on considere (uy,) suite & valeurs dans R telle que (

i) Sil>1, up, — +oc.

ii) Sil <1 alors u, — 0.

Indication pour i) (respectivement pour ii)) : montrer qu’il existe k > 1 (respectivement k < 1),
no € N tels que Vn > ng, upt1 < kuy, (respectivement w,1 > kuy,).

Un+1

72) converge vers [.

Exercice 10. Montrer que les suites (u,) suivantes sont convergentes, et calculer leur limite :

Up = e ——, Uy, = —_—
T2+l n?+2 nf+n’ Lk

Exercice 11. (Développement décimal)
On considere la suite réelle (u, ), de terme général
SR T
O T TR T
1) Montrer que la suite (uy) converge, et calculer sa limite.
2) Calculer la limite des suites (5uy,) et (9uy,).



Exercice 12. Le théoreme de Césaro
n

Soit (uy)n>1 une suite réelle, on définit la suite (v,) par v, = — U.
= n

1) On suppose que (uy) converge vers 0. Soit £ > 0.
i) Justifier qu’il existe N € N* tel que Vn > N, |u,| <

n
€
ii) En dédui >N, |- < =
ii) En déduire que Vn > | Z <3
k=N+1
1 ' y €
iii) Montrer qu’il existe N' > N : Vn > N’, Zuk < 5

iv) En déduire que Vn > N'| |v,| < e, et conclure que (vy) converge vers 0.
2) On suppose que (uy,) converge vers [, montrer que (v,) converge vers [. Indication : considérer

la suite u,, — [ et appliquer le 1).
3) Que peut on dire de v, lorsque u, tend vers +oo?
4) Le lemme de l'escalier : soit (u,) une suite telle que (up4+1 — uy) soit convergente de limite .

Montrer que (%) est convergente de limite /.
Indication : apphquer le théoreme de Césaro a la suite (up4+1 — up).

2 DMonotonie, suites extraites, critere de Cauchy

Exercice 13. Dans les cas suivants, la suite (uy) est-elle monotone ? Sinon, a-t-elle des sous suites

monotones 7

a) u, = (—=1)"
b) u :n+( )"
) up=1+1

d) un:n-l—l

D

) Up =
f) up =n + 2sin ( 5 ), (on pourra calculer et comparer ug, u1, ug, us).

Exercice 14. a) Soit (uy) telle que les suites extraites (ugy) et (ug,+1) convergent vers une
méme limite [. Montrer qu’alors u,, converge vers [.
b) Soit (uy,) telle que (ugy,), (u2n+1) et (usy,) soient convergentes (cette fois sans hypotheése sur
la valeur de leur limite). Montrer que les trois limites sont en fait égales, et que u,, converge vers

cette limite.

Exercice 15. Le nombre e :
On considere les suites (up)n>1 €t (vy)n>1 définies par

1

1 1
un—l—i-l—}- top ot et un =up

3! n! n.n!
a) Montrer que (un)n>1 €t (vn)n>1 sont adjacentes. On admettra que leur limite commune est e.

b) Montrer que e est irrationnel.
Indication : raisonner par I’absurde : on suppose que e =
que e.q! est entier, montrer que e = u, et expliquer en quoi c’est absurde.

B alors ug < e < vy, en utilisant le fait



sin 1 sin 2 sinn

Exercice 16. On définit la suite (uy) par u, = 3 + 32 +- TR Montrer que la suite
(up) est de Cauchy. Conclure.
Exercice 17. Série harmonique.
n
1
Soit (Hy,) définie par Hy = 0, et pour n > 1: H, = T
k=1

1) Etudier la monotonie de H,.

2) Montrer que Vm € N, Homt+1 — Hom > %

3) End&bHeH@nzzg4—LpuBVn,EFW,E&/2——@g2n+1)
Indication : utiliser m tel que m < logy,n < m + 1, et remarquer que pour m ainsi défini,
Hom < Hy.

4) Conclure : la suite (H,,) diverge vers +o0.

5) Conclure directement en montrant que (H,) n’est pas de Cauchy.

| —

Exercice 18. Autre série de Riemann.
En utilisant le critere de Cauchy, montrer que la suite de terme général

ppip by
Up = — — —
" 49 (n+1)2

converge.



