Math I Analyse
Feuille 5 : Fonctions dérivables

1 Concepts élémentaires

Exercice 1. Soit I un intervalle ouvert et non vide de R, soit f : I — R et soit o € I. Les
propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1. Si f dérivable en z( alors f est continue en x.

2. Si f continue en xg alors f est dérivable en xy.

3. Si f est dérivable sur I, alors f’: I — R est continue.

4. Si f n’est pas dérivable en x(, alors f n’est pas continue en xg.
Exercice 2. Dire en quels points les fonctions suivantes (définies sur R et & valeurs dans R) sont
dérivables, dérivables a droite, dérivables a gauche, et donner leurs dérivées.

1. fi(x) = cos(cos x)

2. fao(z) = /Jsinz]

3. f3(z) =1+ cosz

Exercice 3. Etudier la dérivabilité, sur leur domaine de définition, des applications suivantes :

f:0,0[—= R, f(z)= m, g:[-1l,oo[— R, g(z)=zVx+1lsinzx,
h:R =R, h(x):%m, i:R—>R, i(x)=uxl|z,
j:0,00[= R, j(z)==zsin(lnz),

Exercice 4. Soit f: R — R la fonction définie de la maniere suivante :

( x —T
% si <0
1
f@)={ T4 si xel0,1]
2—Inz
1 si xz>1

1. En quels points la fonction f est-elle continue ?

2. En quels points est-elle dérivable? En chacun des points, donner la valeur de la fonction
dérivée.



2 Prolongement de fonctions : continu, ou plus régulier ?

Exercice 5. Soit f:[0,1] — R la fonction définie de la maniere suivante :

1
) g si nggé,
xr) = X
20 + Az?  si %<x§1

1. Déterminer, s’ils existent, les A € R pour que f soit continue sur [0, 1].

2. Déterminer, s'ils existent, les A € R pour que f soit dérivable sur [0, 1].

Exercice 6. Pour chacune des fonctions ci-dessous, déterminer I’ensemble des points ou elles sont
continues, dérivables, ainsi que I’ensemble des points ou leur dérivée est continue.

sin(1/x) si «x rsin(l/x) si z 22 sin(l/z) si =z
oy = { ) S 2 AO gy Lol s w0, ) [t/ S kO

0 si =0, 0 si =0, 0 si x=0.

3 Regle de I’'Hopital

Exercice 7. En utilisant la regle de I’'Hopital, calculer les limites suivantes :
(1+sinx)2—cos
02 -
2z+sin(2z—2)—2
x cos x—cos z+sin(x—1)

1. lim,_,

2. limmi)l

4 Autour des théoremes de Rolle et des accroissements finis

Exercice 8. Démontrer que I’équation z™ 4+ ax + b = 0, pour a,b € R, a au plus trois solutions
réelles. Donner des exemples de n, a, et b pour lesquelles elle en a exactement 0,1,2, et 3.

Exercice 9. Soit f :[0,1] — R une fonction dérivable sur [0, 1] et dont la fonction dérivée est
continue sur [0,1]). On suppose que f(0) = 0, et que pour tout = € [0,1], on a f'(x) > 0. Montrer
qu’il existe un m > 0 tel que pour tout x € [0, 1], on ait f(z) > ma.

Exercice 10. Soit f : [a,b] — R une fonction infiniment dérivable (on dit que f est de classe
C*). On suppose que f s’annule n + 1 fois, en les points ag = a, aq, ..., ap—1, a, = b.

1. Montrer que pour tout 0 < ¢ < n — 1, la fonction f’ s’annule au moins une fois sur I'intervalle
Jai, a;+1]. En particulier, elle s’annule au moins n fois.

2. Montrer que la fonction f s’annule sur ]a, b].
Exercice 11. Démontrer les inégalités suivantes :
1. |sinz — siny| < |z — y| pour tous z,y € R.

2. g <1In(1 + x) < z pour tout z €]0, 1].



5 Probléemes

Exercice 12. Soit f : R — R une fonction strictement positive, dérivable, qui tend vers 0 en +oo
et en —oo. Montrez qu’il existe ¢ € R tel que f/(¢) = 0.

Exercice 13 (Examen 2007). Pour tout n € N, n > 0, on définit la fonction f, : Rt — R par :
x
fnlx) = exp(—g) -2(1—-1x).

1. Dans cette question, 'entier n > 0 est fixé.
a. Montrer que la fonction f,, est strictement croissante sur RT.
b. Montrer qu’il existe un unique z,, €]0,1[ tel que f,,(z,) = 0.
c. Montrer que f11(x,) > 0.
2. On consideére maintenant la suite (zp)p>1.
a. Montrer a l'aide de la question précédente que la suite (z,,), est décroissante.
b. En déduire qu’elle converge. On notera z sa limite.

3. Il s’agit ici de calculer =z.

x
a. Montrer que —— — 0.
n n—-+oo

b. Conclure.

Exercice 14. Pour tout n entier supérieur ou égal a 2, on consideére la fonction polynomiale de
degré n définie sur R par :

Pyz)=z"4+z" 422+ —1.
1. Soit n > 2 : Montrer que P, a une unique racine réelle positive que ’on nommera a,.

2. Montrer que la suite (ay)n>2 est croissante puis qu’elle converge vers une limite que l'on
notera a.

3. Montrer que « est racine du polynéme X2 + X — 1. En déduire sa valeur.



