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QCM. [5] — Répondre par “vrai” ou “faux”, sans justifier.
1. [1] — Le sous-ensemble D = {(z,y) € R? | 22 + y* # 1 } du plan est simplement connexe.

Rép. — FAUX.

L’ensemble n’est pas connexe, donc il ne peut étre simplement connexe.

2. [1] — Soit w une 1-forme différentielle définie sur un sous-ensemble D de R2.
Si D est simplement connexe et w est fermée alors w est exacte sur D.

Rép. — VRAL

C’est le lemme de Poincaré.

3. [1] — Soit w une 1-forme différentielle définie sur un sous-ensemble D de R2.
Si D n’est pas simplement connexe et w n’est pas exacte sur D alors w n’est pas fermée.

Rép. — FAUX.

Si w n’est pas exacte, elle peut étre fermée ou non independement du domaine. Par exemple, sur D = R2, la forme w(z, y) = %
est fermée (mais n’est pas exacte) et la forme w(x,y) = jg;j; n’est pas fermée.

4. [1] — Soit v une courbe plane fermée ayant un point d’auto-intersection (un “huit” avec deux lacets). Pour

tout point P qui ne se trouve pas sur le support de v, le nombre de tours de v par rapport a P est nul.

Rép. — FAUX.
Si un des lacets du “huit” passe autour de P, le nombre de tours de v par rapport & P vaut +1. Il suffit de tracer une demi-droite

partant de P pour le vérifier.

5. [1] — Soit v la courbe a “huit” de la question précédente. L’indice de ~y est nul.

Rép. — VRAL
Les vecteurs tangents unitaires parcourent les trois quarts du cercle unitaire, mais ils reviennent sur eux-mémes avant de fermer le

cercle : le nombre de tours de ces vecteurs autour de (0,0) est nul.

Exercice 1. [3] — Soit w = (2zy — y?) dx + (2 — 22y) dy une 1-forme différentielle sur R2.
a) [1] — Demontrer que w est exacte.

Rép. — On calcule dw et on trouve dw = 0, donc w est fermée. Puisque R? est simplement connexe, par le lemme de Poincaré w est

exacte.

b) [2] — Trouver une primitive f de w sur R2.

Rép. — Cherchons une fonction f sur R? telle que df = w :

g—Qxyff et ﬂ:x2723cy — flz,y) = 2%y — zy° + c.
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Exercice 2. [7] — Soit D = {(z,y) e R? |0 <z <1, 0 <y <1-—2?} un sous-ensemble de R%

a) [1] — Calculer aire de D en utilisant une intégrale double.

1 1—2? 1 1 15
Rép. — Aire(D) = // dedy = / / dy | da = / (1—-2°)de = |:$E - facg] =_.
D o \Jo 0 3 1y 3

b) [2] — Calculer l'aire de D en utilisant la formule de Green-Riemann.

Rép. — Puisque dz A dy = d(zdy) et D est simplement connexe, par le théoréeme de Green-Riemann on a Aire(D) = // dzdy =
D

/ zdy. Le bord de D est I'union de trois courbes orientées, et on a :
oD+

a={(z,y) ER’|0<z<1, y=0 }, orientée par z allant de 0 a 1, (donc dy = 0)
B={(z,y) eER*|0<a<l,y=1-2"}, orientée par z allant de 1 40, (donc dy = —2xdz)
'y:{(gv,y)GR2 |z=0,0<y <1}, orientée pary allant de 140, (doncz=0).

0 1
Onaalors/a:dy:O, /xdy:/ (—2x2)dw: {gx?’} = g, /mdy:Oet Aire(D):/xdy—i—/a:dy-i-/a?dy: g
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c) [2] — Soit w = xdx A dy une 2-forme différentielle sur R2. Calculer / / w.
D

1 1—2? 1 1 1 1 1
Rép.f//w:// xdmdy:/ T / dy d:r:/ (w—xS)dx: {,f_,m‘l] ==,
D D 0 0 0 2 4 |, 4

d) [2] — Peut-on appliquer la formule de Green-Riemann pour calculer / / w ? Pourquoi ?
D

Rép. — La 2-forme w est surment fermée (car dw est la seule 3-forme possible, celle nulle). Puisque R? est simplement connexe, w
est aussi exacte : elle admet une primitive 7 telle que dn = w. Puisque le domaine D est simplement connexe, on peut donc calculer

I'intégrale de w sur D en utilisant la formule de Green-Riemann : / / w= / 7.
D aD+

Pour completer ce calcul, il suffit de trouver une primitive 7 de w = z dz A dy. On trouve par exemple n = %m2 dz, ou bien n = —zydz,

ou d’autres 1-formes plus compliquées.

Exercice 3. [5] — Soit 7 : [0,27] — R? la courbe en coordonnées polaires donnée par y(¢) = (5 + sin(3¢)) €.
a) [2] — Calculer le nombre de tours de v par rapport au point O = (0,0).
Rép. — Puisque ||7(¢)|] = |5 + sin(3¢)| > 4 pour tout ¢ € [0, 27], la courbe « ne passe pas par O = (0, 0).

On peut écrire v = a + B, ol a(p) = 5 € et B(p) = sin(3p) e?. Puisque ||B(¢)|| < 1 < 5 = ||a(p)|| pour tout ¢ € [0,27], on a

N(v,0) = N(a,0) =1 car le support de « est un cercle simple centré en O et orienté dans le sens anti-horaire.

b) [3] — En sachant que d—‘fpei“" = ¢ ¥*32) | calculer I'indice de 7.
Rép. — L'indice de 7 est Ind(y) = N(v/,0), ot O = (0,0) et 7'(¢) = 3cos(3¢) e + (5 + sin(3¢)) a2
On peut écrire v = o+ 5+ 4, ol

o(p) = Beos(3p) €%, B(p) =5 D, §(p) = sin(3p) D),
Pour tout ¢ € [0,27], on a :

la(p)l = [3cos(Bp)| <3 et [[B() + ()|l = |5 +sin(3p)| =4,  donc ||af| < |5 +4][;
6(p)ll = Isin(3p)| <1 et [[B(p)l[ =5,  donc [|5]] <[B]].

En conclusion, on a donc :

Ind(y) = N(v',0) = N(a++6,0) = N(B+6,0) = N(B,0) =1
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