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Exercice 1 1. Déterminer la nature de la quadrique de R3 d'équation

x2 + 3xy − 2y = 0.

2. On considère la courbe de R3 passant par le point (1,−1, 1) et inscrite sur
la surface d'équation {

x2 + y2 + z2 = 3
x2 + 3xy − 2y = 0.

(a) Déterminer la tangente à cette courbe en tout point.
(b) Déterminer le plan osculateur de cette courbe en tout point.
(c) Déterminer le centre de courbure de cette courbe en tout point.

Exercice 2 Soit I un intervalle réel, et ∆t une famille de droite dépendant d'un
paramètre α ∈ I d'équation

x cos t + y sin t− p(t) = 0,

où
p : I → R

est une fonction C∞. Soit
γ : I → R2

t → γ(t)

une courbe plane birégulière, enveloppe de la famille de droite ∆α, (c'est-à-dire
que pour tout t ∈ I, la tangente en t à γ est la droite ∆t). Soient i = (1, 0) et
j = (0, 1) la base canonique de R2. On pose

u = (cos t)i + (sin t)j;
v = (− sin t)i + (cos t)j.
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1. Pour tout t ∈ I, exprimer γ(t) en fonction de p, p′, u, v.
2. Pour tout t ∈ I, exprimer le centre de courbure C(t) de γ en γ(t) en

fonction de p′, p′′, u, v.
3. Soit O l'origine du plan. Déterminer une famille (non triviale) de courbes

planes γ telles qu'en tout point t, l'angle γ(t)OC(t) soit droit.

Exercice 3 1. Soit U un ouvert de Rn, muni d'une base (�xe) (e1, ..., en).
On note χ(U) l'espace des champs de vecteurs sur U , c'est-à-dire l'espace
des applications C∞ de U dans Rn. On dé�nit l'opérateur

∇ : χ(U)× χ(U) → χ(U),

en posant, pour tous champs de vecteurs C∞

X =
n∑

i=1

Xiei et Y =
n∑

j=1

Y jej

dé�nis sur U ,

∇XY =
n∑

j=1

(
n∑

i=1

Xi ∂Y j

∂xi
)ej .

Soit f : U → R une fonction C∞ sur U . Montrer que
(a) l'opérateur ∇ est indépendant de la base (e1, ..., en) servant à le dé-

�nir.
(b)

∇XfY = X(f)Y + f∇XY.

Le but des questions qui suivent est de généraliser l'opérateur ∇ aux va-
riétés di�érentiables.

2. Soit M une variété di�érentiable. On note TM la variété des vecteurs
tangents à M et π : TM → M la projection canonique. On note χ(M)
l'espace des champs de vecteurs dé�nis sur M , c'est-à-dire l'espace des
applications X : M → TM telles que

π ◦X = IdM .

Soit
∇ : χ(M)× χ(M) → χ(M),

une application véri�ant les propriétés suivantes :

∀X,Y, Z, T ∈ χ(M),∀f ∈ C∞(M),





∇X+Y Z = ∇XZ +∇Y Z;
∇X(Z + T ) = ∇XZ +∇XT ;
∇fXY = f∇XY ;
∇XfY = X(f)Y + f∇XY.
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Soit p ∈ M , et V un ouvert de M contenant p.

(a) Soit q un point de M . Montrer que si Y1 et Y2 sont deux champs de
vecteurs sur M tels que Y1(q) = Y2(q) en tout point q ∈ V , alors

(∇XY1)(q) = (∇XY2)(q),

en tout point q ∈ V .

Pour résoudre cette question, on pourra admettre le résultat classique
suivant : Si K est un compact de M et U un ouvert de M contenant
K, il existe une fonction ψ C∞ sur M égale à 1 sur K et dont le
support est inclus dans U .

(b) Soit p un point de M . Montrer que si X1 et X2 sont deux champs
de vecteurs sur M tels que X1(p) = X2(p), alors pour tout champ de
vecteurs Y sur M ,

(∇X1Y )(p) = (∇X2Y )(p).

(c) Soit maintenant une carte (x,U) de M , telle que p ∈ U . Si ( ∂
∂x1

, ..., ∂
∂xn

)
désigne une base de TU , on pose, pour tout i, j, 1 ≤ i, j ≤ n,

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
=

n∑

k=1

Γk
ij

∂

∂xk
.

Si
X =

n∑

i=1

Xi ∂

∂xi
, Y =

n∑

j=1

Y j ∂

∂xj
,

calculer ∇XY en fonction des Xi, Y j et leurs dérivées, et des Γk
ij .

(d) On suppose dans cette question que U = Rn et que la base ( ∂
∂x1

, ..., ∂
∂xn

)
est la base �xe de la première question. En reprenant les notations
de la question 2c, déterminer les coe�cients Γk

ij .
(e) On suppose maintenant que M est une sous-variété de dimension n

de Rn+m. Si X et Y sont des champs de vecteurs sur M , on note X̃
et Ỹ des champs de vecteurs dé�nis sur Rn+m qui étendent X et Y 1.

(f) On pose alors, pour tout point p ∈ M

(∇XY )(p) = pr|TpM (∇X̃ Ỹ )(p).

i. Montrer que ∇XY ne dépend pas des extensions X̃ et Ỹ .
ii. Montrer que l'opérateur ∇ ainsi dé�ni véri�e les quatre proprié-

tés de la question 2.
1c'est-à dire que la restriction de X̃ à M est égale à X et la restriction de Ỹ à M est égale

à Y
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iii. On considère l'opérateur h dé�ni sur χ(M) × χ(M) en posant
pour tout X, Y ∈ χ(M),

h(X, Y ) = ∇XY −∇XY.

Montrer que h est bien dé�ni et que c'est un opérateur symé-
trique.

(g) Expliciter ∇ et h lorsque
i. M est un n-plan a�ne de Rn+m ;
ii. M est une sphère de dimension n de Rn+1.
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