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Les documents sont autorisés mais les calculettes sont interdites (car in-
utiles). Les deux problémes sont indépendants. Il sera tenu compte de la qua-
lité de la rédaction pour l’attribution d’une note.

Probléme 1. — Soient R > r > 0 et f : R? — R3 la surface paramétrée

donnée par :
(R4 rcosyp)cost

(0,p) — < (R+rcosp)sind
7 Sin ¢
1) Montrer que f est réguliere et déterminer en tout point (€, ¢) une normale
unitaire N (6, ¢).

Rép.— On a
of —TSi'n(pCf)SQ of —(R+rcosp)sind
30 = —rsingsiné et 20 = (R+ rcosg)cosb
¥ T COS (P 0
d’on ;
— COS ¢ oS
gi ggZT(R—‘y—TCOS(p){ cosgolsinf)
—singp
et 5 P
H%/\a—g||:r(R+rcosgo)>0.

Alinsi, f est réguliére et une normale unitaire est donnée par N (6, ¢) = (— cos ¢ cos 8, cos psinf, —sin p).

2) Montrer que le support S de f est invariant par toute rotation d’axe (Oz).
Reconnaitre S.

cosf —sinf O R+ rcosyp
fO,0) =1 sinf cosf O 0 .

0 0 1 rsin @

Rép.— On a



Par conséquent le support de f est engendré par la rotation par rapport a 'axe (Oz) d’un

cercle de rayon r et de centre (R,0,0) du plan (Ozz). L’image de f est donc un tore.

3) Montrer que le plan tangent & S en f(6, ) passe par l'origine si et seule-
ment si cos p = — 5.

Rép.— D’apres la question précédente, on peut restreindre la recherche aux points (0, ).
Il s’agit de résoudre

of of
0 =—(0 —(0,9) =0
I ,w)+ua¢( ) +v5(0,0)
ol les inconnues v et v sont dans R. Ceci conduit au systeme :
R+7rcosp—ursing = 0
v(R + rcos) =0
rsin ¢ + ur cos ¢ = 0

Notons que si ¢ € §Z, ce systéme n’a pas de solution. Supposons donc maintenant ¢ ¢ 5 7.
Il est alors équivalent au systeme

R+ cos ¢
7 sin ¢

0

_ rsing
T COS @

e <
|

Au bilan,

OeTf(Oga)S Rtrcosp . rsing

rsin ¢ T COS

< cosp=-—p.

4) Montrer que si le plan tangent a .S en f(6, ) contient l'origine alors il est
également tangent a S au point f(0+ m, —¢) (un tel plan est dit bitangent).

Rép.— Un rapide calcul montre que

of _of
20 20

0]
(9a<p) et %(9+7T,—§0)

_of

9 — = =
0+ m, —p) 90

(0, 0)

ainsi

Tto+n,—)S =Tr0,0)S

D’aprés la question précédente, si Tg,,)S contient I'origine alors —4 = cos ¢ et puisque
cos(—p) = cos @, on en déduit que T¢(g4x,—,)S contient 'origine. Au bilan, on a donc

T(0,0)5 = Tt(04+m,—0)S-



5) Soit € = +1. Quel est le support la courbe paramétrée . : [0, 271] — R?

donnée par
VR? —r2sint
Ye(t) = ¢ €(Rcost+r) ?
rsint

Rép.— Soit e := 7W. On a
Ye(t) = ereg + R(ecost ex +sint e).

Ainsi le support de 7, est un cercle de centre ). = eres de rayon R.

6) Soit ¢ € [0, 7] tel que cosp = —%. Montrer que f(0,¢) = 7.(¢) puis que,
pour tout ¢ € [0,27], on a (V.(t), N(0,¢)) = 0. En déduire que le support de
e est contenu dans le plan bitangent T'g,)S.

Rép.— Puisque cosp = —% et ¢ € [0, 7] on a donc singp = %\/ R? —r2. Ainsi

’76(90) = (\/RQ ; TQ%\/RQ - T27 Oa rsin @)
= (R—";,0,rsinp)
= + rcosyp,0,rsin
R w,0,rsinp
= f(0,9).
D’autre part
t), , = - — 1< costcosy — rcostsin
Ye(t), N (0, VR? —r? @ in
= —r<scost—rsyv —r<cost
R2 217"% Ilz R2 2
= 0.

On en déduit que la courbe paramétrée 7, est incluse dans le plan f(0,¢) + N(0,¢)*
c’est-a-dire le plan tangent & S en f(0, ).

7) Montrer que le support de 7. est contenu dans S.

Rép.— Soit t € [0,27]. Le point ~.(¢) appartient & .S s’il existe (8, ) tels que

(R+rcosp)cosf = R?—r2sint
(R+rcosp)sind = e(Rcost+r)
rsing = rsint

Ainsi, f(0,t) = v.(t) si et seulement si

(5) { (R+rcost)cosd = +R?2—r2sint
t

(R+rcost)sind = e(Rcost+r)
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Notons que

(VRZ —r?sint)? + €2(Rcost +71)2 = (R+rcost)?

par conséquent, il existe 6 := 6(t) solution de (3;) et donc ~.(t) € S.

villarceau. jpg

Cercles de Villarceau

Nota.— Les cercles v, et v_ sont donc a l'intersection de S et du plan bitan-
gent Ty(o,,)S : ils sont appelés cercles de Villarceau.

Probleme 2. — On considere la surface paramétrée suivante, dite surface
romaine! :

f: [0,7] x[0,27] — R3

U, vV —  (x,y, 2) = (sin 2u cos v, sin 2u sin v, sin? u sin 2v
(u,v) (z,y,2) = (

1. Car étudiée par Steiner lors d’un séjour & Rome en 1844.



steiner. jpg

Plusieurs vues d’une surface romaine

1) Déterminer les coefficients E' G et F' de la premiere forme fondamentale
de f et montrer que

EG — F? = 4 cos® 2u sin® 2u + sin® 2u sin? 2v + 4 cos? 2u cos? 2v(1 — cos 2u)?.
Rép.— On a
fu = (2cos2ucosv,2cos 2usinv,sin 2usin2v) et f, = (— sin 2usinv, sin 2u cos v, 2 sin” u cos 2v).
D’ou
E = 4cos? 2u+sin? 2usin® 2v, F = 2sin 2usin 2vsin ucos2v, G = sin? 2u+4sin? u cos? 2v.
et, puisque 2sin?u = 1 — cos 2u, on a aussi

F = sin 2u sin 2v cos 2v(1 — cos 2u), G = sin” 2u + cos? 2v(1 — cos 2u)?.



D’ou

EG — F? = (4cos?2u + sin® 2usin® 20)(sin? 2u + cos? 2v(1 — cos 2u)?) — sin? 2u sin? 2v cos? 2v(1 — cos 2u)?
= 4cos? 2usin® 2u + sin* 2usin® 2v
44 cos? 2u cos? 2v(1 — cos 2u)? + sin? 2u sin? 2v cos? 2v(1 — cos 2u)?
— sin? 2u sin® 2v cos? 2v(1 — cos 2u)?
= 4cos? 2usin® 2u + sin? 2u sin? 2v + 4 cos? 2u cos? 2v(1 — cos 2u)?

2) Résoudre dans [0, 7| x [0, 27| P'équation EG — F? = (.

Rép.— Ona EG — F? =0 ssi

cos? 2u sin? 2u =0
sin? 2u sin? 2v = 0
cos? 2ucos? 2v(1 — cos2u)? = 0
—
sin 2u = 0 o cos2u = 0
cos? 2v(1 —cos2u)? = 0 " sin2v = 0
<~
. sin2u = 0
b sin2u =0 ou Yo{ cos2u = -1 ou Xj C.OSQU =0
cos2u = 1 9 sin2v. = 0
cos“2v = 0
On a
e (u,v) solution de ¥ ssi u =0 ou u = 7.
3 5 7
e (u,v) solution de ¥g ssi (u,v) = (g, %) ou (g, Zﬁ) ou (;T, Zﬂ-) ou (g, %)
3
o (u,v) solution de X3 ssi (u,v) = (%,0) ou (Zég) ou (Z;r) ou (%, g) (;’u (%,277)
T Ty T T 3
ou (1::7’0) - (ZaO) ou (Za 7) ou (Zaﬂ-) ou (Z7 2 )
ou (777727r).

3) Soit S = f([0, 7] x [0,27]). On note Irr C S I'ensemble des images par f
des points (u,v) € [0, 7] x [0,27] tels que (EG — F?)(u,v) = 0. Montrer que
lorigine O = (0,0, 0) est dans Irr et que les autres points de Irr forment les
sommets d'un octogone régulier.

Rép.— On a f(0,v) = f(m,v) = (0,0,0). Donc toutes les solutions de X1 sont envoyées
sur Porigine de R3 et donc O € Irr. On a

J(G+0) = (0,0,5in20)



donc les solutions de ¥o donnent les deux points distinets (0,0, +1). Enfin

1 3 1
f(%,v) = (cosv,sinv, 5811127}) et f(zﬂ,v) = (—cosv, —sinw, 5sin2v)

et les solutions de X3 produisent 4 points distincts : (+1,0,0) et (0,41,0). Au bilan, ex-
cepté 'origine, les points de Irr se répartissent sur un octogone.
4) Soit
g: [0,7] x[0,2r] — R?
(u,v) — (X,Y,Z) = (sinusinv, sinu cos v, cos u)
la paramétrisation usuelle de la spheére S2. Déterminer

o : S* — S
(X,Y.Z) — (2,y,2) =P(X,Y,2)

telle que f =P og.

Rép.— On a
r =sin2ucosv = 2sinucosucosv = 22Y, y=sin2usinv = 2sinucosusinv = 22X

et

2

2 =sin2usin2v = 2sinvcosvsin®u = 2XY.

Il suffit faut donc prendre

O(X,Y,Z) = (2Y Z,2ZX,2XY).

5) Soit P un point quelconque de S. Montrer que f~!(P) contient au moins
deux éléments.

Rép.— Notons que si (X,Y,Z) € S alors (—X,—Y,—2) € S? et que de plus
B(X,Y,Z) = B(~X,-Y,~2).

Donc pour tout P € S, ®~1(P) contient au moins deux éléments. Puisque f se factorise

par ® nécessairement f~1(P) contient au moins deux éléments.

6) Montrer que S est invariante par les trois retournements
r(z,y, 2) — (x, =y, —2), 12t (¢,y,2) — (—x,y,—2) et r3 : (2,y,2) —>



(—ZE, —-Y, Z)
SUGGESTION.— Passer par ¢!

Rép.— Soit (X,Y,Z) € S%. Notons qu’alors (—X,Y, Z) € S? et qu'on a
O(-X,Y,Z)=(2YZ,-2XZ,-2Y X) = r(®(X,Y, Z)).
Puisque ®(S?) = S, il s’en suit que S est invariante par r;. Raisonnements similaires pour

ro et rj3.

7) Montrer que S est invariante par les trois réflexions
S1 ¢ ([L’,y,Z) — (yaxaz)a S2 ¢ (I,y,Z) — (Z,y,l‘) et S3 ¢ (I,y,Z) —
(z,2,y)
Rép.— Soit (X,Y,Z) € S2. Notons qu’alors (Y, X, Z) € S? et qu’on a
(Y, X, Z) = (2XZ,2Y Z,2Y X) = 51(9(X, Y, Z)).

Puisque ®(S?) = S, il s’en suit que S est invariante par s;. Raisonnements similaires pour

So et s3.



