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GEOMETRIE ANALYTIQUE DU PLAN ET DE L’ESPACE

1 Géométrie analytique du plan

1. Coordonnées cartesiennes des points et des vecteurs du plan :

Ji
0.17)= o7

e Repére cartesien ou orthonormal direct (o.n.d.) : o 75 savec 7Ll7 et |[7|| =[7|=1.

e L’ensemble {7,7 } forme une base de lespace vectoriel des vecteurs du plan appliqués en O, donc tout vecteur
—
U = OP est combinaison linéaire de 7 et 7.

e Coordonnées cartesiennes : P = (z,y) € R? — 7= OP = 27 +y] = (';), b,
PII

RN ,l_}’

) e=loP - . T v~
ol = longueur des projections orthogonales de ¥ dans les directions 7 et 7 : P’

T

—
y=[OP"| ?
N . 2 . =~ 7
e Plan + repeére cartesien = R®, car tout point P = vecteur OP = deux coordonnées z et y.

— — —
e Attention : Vecteur affine: PQ =P+ OQ—-OP =P+,

o U= (xq—rp) 7+ (yo—ypr)J

. . . - T\
2. Calcul vectoriel en coordonnées cartesiennes : si v = ( ), v =

T - 4 1
e addition : U—H)_(y—i—y/)’ ex. (2>—|—

tx
(ty)’ ex. 3

e produit par scalaire : v

e vecteurs orthogonaux: 717 <& z2/+yy =0, ex <1> € <_2>
r_

e vecteurs paralleles: 7 || ¢ < { z =t t#£0 < E/ =Y e (;) | <2>
= x

! ! 5x1—-1x0
e projection orthogonale : Pr(v') = % U, ex. Prz ( o ) =————7=57= (5)
2 +y



3. Droite (affine) : A= {P = (z,y) |ax +by+c= O} avec (a,b) # (0,0).

A
. a c N
Si b # 0 alors y:fg:vfgzmx+p oi m =tanf [ //

b A '
Sia # 0 alors acz—fy—f.

a a

Attention : une droite est un espace vectoriel de dimension 1 si et seulement si elle passe par O, i.e. ¢ = 0.

—a

e Vecteur directeur de A = < b )

e Vecteur orthogonal ou normal & A = (Z
. . Ui B -~

e Droite passante par A = (a1,a2) et L @ = ( > : AP-u=0
A={(@y) | wle—a)+us(y —az) =0}

<~  wz + ugy — (u1ay + ugaz) = 0.

. - V1 - .
e Droite passante par A = (a1,a2) et || 7= <v ) : AP || ¥
2

A:{P:(x,yno_ﬁ:(ﬂﬂa, teR}

= t . : be
RN { T = a1+ tn éq. parametrique de parametre t € R

y = ag +tvg
= rmo_ Y- @ éq. cartesienne
U1 U2
—_—  —
e Droite passante par A = (a1,a2) et B = (by,b3): AP | AB K
T — a1 Yy — as
A= { z, - } A
L e =
— —_— —
4. Distance : dist (P, P') = |PP'|| = ||OP' — OP| = \/(z — /)2 + (y — ¥/)2. P
Si P’ est la projection orthogonale de P sur la droite A, alors A
. . + by +c | P!
dist (P, A) = dist (P, Py — |92 Ty tel
(P8)=dit (B P) = =0
_— — D
5. Aire du parallelogramme de sommets A, B, C, D = | AB - AD*|. o
- AD x a5 ! AL -y . / / AQ
Si AB = et AD=1", |, alors AD- = , | et Aire = | xy’ — ya/|. B
Y Y €T
6. Conique = intersection d’'un cone de ’espace avec un plan :
C= {(m,y) | ax? +bxy+cy? +dr+ey+ f = 0} ou (a,b,c)#(0,0,0).
Exemples :
e Cercle: (v—a)?>+ (y—b)?2=1r2centre (a,b), rayon r.
. @y .o
e Ellipse : el + »2 1, centre (0,0), axes7 et J.
z2 g2 b
e Hyperbole: — — 7= 1, centre (0,0), axes7 et , droites asymptotes y = +—x,
a a
ou bien: y= 27 centre (0,0), droites asymptotes 7 et j, axes = bisectrices des quadrants.
x

e Parabole: y=az?+br+c, axe7

oubien: z=ay’?+by+c, axed.



2 Géométrie analytique de I’espace

1. Coordonnées cartesiennes des points et des vecteurs de ’espace :

K7
e Repére cartesien ou orthonormal direct (o.n.d.) de l'espace : (O,i’,jl;) = o ,
avec 7LljLlkL7 et |7|| =17l =k =1 v
- A
e L’ensemble {7,7,k } forme une base de I'espace vectoriel des vecteurs de l'espace o
appliqués en O, donc tout vecteur ¥ = OP est combinaison linéaire de 7,7 et k.
e Coordonnées cartesiennes : - P
R . z 0
P=(2,9,2) ER} < T=0P = a7+yj+zk =y |, P
—
z = [[OP'| v
oil _op" = longueur des projections orthogonales de v P’
y= = dans les directions 7, 7 et & :
—
== |0P”|
e Espace + repére cartesien = R, car tout point P = vecteur O—>P = trois coordonnées x, y et z.
e Attention : Vecteur affine : PQ P+ OQ OP = P+ (zg—2xp) T+ (yo—ypr) 7+ (20—2p) k.
x
2. Calcul vectoriel en coordonnées cartesiennes : Siv= [ y v = et t € R, alors
z
x+ 1 3
e addition: 7+ =|y+vy |, ex 21121 = O
242 3 1 2
tx 1 -1
e produit par scalaire : tv= |ty |, ex. —| 2| =| -2
tz 3 -3
2 -1
e produit scalaire : -9 = x2’' +yy' + 22 ex. |3 |- 2 |=-2+6+4=8
4 1
e longueur : ||7]| = /2?2 + y? + 22
yz' — 2y 2 -1 3-8 -5
e produit vectoriel : AV = | —z2'+22" |, ex. |3 |A| 2 |=|-2-4]=]| -6
xy —yx’ 4 1 4+ 3 7
e produit mixte : [U,0,0"] = x(y'2" — 2'y") —y(a'2" — 2'2") + z(2'y" — y'2"),
1 -1 1
ex. 21,1 2 |, -2 =(2-3)—-2(-3-1)4+3(2-2)=-1+8=7
3 1 3
1 -2 —1
e vecteurs orthogonaux : v.1¢ << a2’/ +yy +22'=0, ex. [2] L 1 ou 2
3 0 -1
=tz . .
e vecteurs paralleles: 7 || ¥ & =t Vi#0 <& y =ty & - = E/ =,
Z =tz v Yy o
xy' = ya' . . 1 -3
alternative : o || ¥ & AT =0 & y' =zy & — = E/ =—, ex. (2] || [ -6
I __ ’ x Y z
T2 = zx 3 -9
e projection orthogonale :
1 0
rr+y'y+ 2z 1x0+2x5+3x%x0
A — R _ - -
Pl =" & o P2 RNt



3. Plan (affine) : = = {P =(z,y,2) |ax +by+cz+d= O} avec (a,b,c) # (0,0,0).

Attention : un plan est un espace vectoriel de dimension 2 ssi il passe par O, i.e. d = 0. o
a
e Vecteur orthogonal ou normalan® = | b
c
Uy
— -3 —
e Plan passant par A = (a1,a2,a3) et L 4= | us | : AP-4=0
u3
T = {(as,y,z) | ui(z —a1) + uz(y — az) + us(z —az) = O}.
v V]
. = — - Jr—
e Plan passant par A = (aj,az,a3) et |ad= w2 | et ¥ =0y |: [AP,7,0]=0

V3 U3

x —ap =tvy +t'v)

—
F:{P:(I,y,Z)|AP:t17+t/17/, t,tleR} < y—azztUQ-’—t/U/Q
z—az = tug +t'vf

éq. parametrique
de parametres t,t' € R

— (2 —a1)(vevh —v3vy) — (y — a2)(v1vh —v3v)) + (2 — a3)(vivh —vev]) =0  éq. cartesienne

—_— — —
e Plan passant par A = (a1, a2,a3), B = (b1,b2,b3) et C = (¢1,¢2,¢3): [AP,AB,AC] =0

7 = comme ci-dessus.

. ) _ ;L _ ar+by+cz+d=0 } A
4. Droite (affine) : A=7mnNxn'= {P— (z,y,2) | Az by +cz+d =0
avec (0,0,0) # (a,b,c) }t (d/,V', ") # (0,0,0).
Attention : une droite est un espace vectoriel de dimension 1 ssi elle passe par O, i.e. d =0 et d' = 0.

V1 .
av= (v |: AP|¥

U3

e Droite passante par A = (a1,a2,a3) et

. r—a; =tv
Az{Pz(x,y,zHAPztU,tGR} = Yy —ag = tvg
z —ag = tug

éq. parametrique
de parametre t € R

T—a Yy —ag Z—ag . .
<~ = = éq. cartesienne
U1 V2 U3

—
e Droite passante par A = (a1,as,a3) et B = (by,be,b3): AP || AB, A comme ci-dessus.

s
5. Distance : dist (P, P") = |PP'|| = \/(z —2')2 + (y — y')2 + (z — #)2. P
Si P’ est la projection orthogonale de P sur le plan 7, alors
_ax + by + cz +d|

dist (P, ) = dist (P, P’) = . D
Va2 + b2 4 c?

—_— — —— A
6. Volume du parallelepipéde de sommets A, B, C, D, etc = ‘ [AB7 AC, AD] ‘ B
€T x/ 1
- D A ’ an " ™7 1,01 10 7 1,01 7
Si AB=|y |, AC=| ¢/ | et AD=| y" |, alors Volume = |z(y' 2" —2'y")—y(a'z" —2'2" )+ z(a'y" —y'2")|.
z Z/ z//
7. Quadrique : Q= {(gc,y,z) | P(z,y,2) = 0}, ou P(z,y,z) est un polynome de degré 2.
Exemples :
2?2 g2
e Sphere: 22 +y?+ 22 =12 e Ellipsoide : — + 5+ 5 =1
a b2 2
e Hyperboloide & une nappe : z2+32—22=1 e Paraboloide : z =uzy

e Hyperboloide & deux nappes: z2—y?—22=1

e Cylindre : 22+ y? =r?



