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REGLE DE LEIBNIZ ET REGLE DE LA CHAINE

Presentations des “dérivées” d’une fonction de plusieurs variables:

1. Si f:R™ — R est une fonction réelle différentiable sur un domaine D C R™, pour tout ¥ = (z1,...,z,) € D on a:

of of

e les dérivées partielles 8711(5)” a—zn(f) sont des nombres
0 0
donc —f7 - —f :D— R sont des fonctions réelles,
0x1 oz,
of .,
87:101(@
e le gradient ?f(f) = : est un vecteur de R"
of
87%(55)
donc ? f:D—R" est une fonction vectorielle,
s of . of - e
e la différentielle dfz = a—(w) dzy + -+ a—(x) dzx,, est une application linéaire R” — R
T Tn
donc ’ df : D — Lin (R™,R) ‘ est une fonction & valeur dans les applications linéaires,
. - of of - o :
e la Jacobienne J¢(Z) = 87(37) 87(1‘) est une matrice & une ligne et n colonnes
1 n
donc ’ Jg: D — Mia(R) ‘ est une fonction a valeur dans les matrices.

2. Si f:R™ — R™ est une fonction vectorielle de composantes f = (fi, ..., fi), différentiable sur un domaine D C R™:

af of :D— R™

axl,...,axn : N

les dérivées partielles sont des fonctions vectorielles:

of _ (81‘1 Ofm

our tout 1 =1,...,n;
8xi aﬂl‘i’ ’ 81‘1> b ’

le gradient “ef” n’existe plus;

la différentielle est une fonction & valeur dans les applications linéaires: df : D — Lin (R",R™),

mais les applications linéaires de base “dz;” (i =1,...,n) n’existent plus;

la Jacobienne est une fonction a valeur dans les matrices: Jy : D — M, (R):

0f1 df1

o .
Jy = : : :

O fm O fm

0x1 o ox,



Dérivées de la somme et du produit de deux fonctions:

Sif,g:R* —

e La somme f + g est aussi différentiable et

€f+g

e Le produit par scalaire A f est aussi différentiable et

YO f)

e Le produit fg est aussi différentiable et on a la régle de Leibniz

et donc aussi

V(fg) =

(?f) g+ f (?g) sim=1,

R"™ sont deux fonctions différentiables sur D C R™, et A € R, alors:

of+yg) _9of 9y .
oz 0w, oz pour tout ¢ =1,...,n
Vi+Vg sim=1, d(f+g)=df +dg et  Jpg=Jr+J,.

:)\?f sim=1,

et donc aussi

Dérivées de la composée de deux fonctions:

Sif:
v=(y1, -

d d(gof) - dgf(z) Odf’c

R™ — R™ est une fonction différentiable en @ = (x4, ...,
s Ym) = f(Z), alors go f : R™ — RP est aussi différentiable en & et on a:

(composition d’applications linéaires),

o0\ /) =A of pour tout t =1,...,n et donc aussi
dX fy=Xdf et Iy =X Jg.
o(fg) _ of g -
9z, — oz g+ f oz, pour tout i =1,...,n
d(fg)=(df) g+ f (dg) et Jrg=(Jy) g+ F (Jy).

Zn) et g : R™ — RP est une fonction différentiable en

o Jyos(Z) = J4(f(Z)) - T (Z) (produit de matrices).
o Sif=(f1,sfm), 9= "(91,.-,9p) €t go f = ((g °of)1,.(go f)p), on a la régle de la chaine:
a(9°f>j o 0g5 .\ Of1 09j /.,y Of2 Jy; — Ofm pour tout i =1,...,n
ox; (7) = Tm(f(x)) ox; @) + 67y2(f($)) ox; (@) 8@;7(f($» 0x; (@) et pour tout j =1,...,p
En particulier, on a:
e Pour f:R? — R, (z,y)— f(z,y) =zet g: R— R, 2+ g(2):
a(g © f) / of
(g0 1), =9 (F@) dfiay, 5@y =9 ((@y) 5-(x.y)
ie.
_ d(go 0

Joes (e,) = o (F(,3) Jp(a,) 9D (0) = ¢ (1(00) o)

e Pour h: R?2 — R?: (u,v) = h(u,v) = (z,y) et f:R? — R, (2,9) — f(x,9):
A(foh) of Ox of oy
d(foh) . = @) © dhwe) g (W)= g (Al v) 5w v) + 5 (A, v)) 50 (u.0)
ie.
u,v) = U, v U, v I(foh 0 0 0 0
Tpon(u,v) = J¢ (h(u, v)) Ju(u,v) ({% )(u,v) = a—i(h(u,v)) a—i(u,v)—l—a—g(h(u,v)) a—g(u,v)
e Pour v:R—R?: tsy(t) = (z,y) et f:R? — R, (z,y) = f(z,y):
d(f o), = df+) © de N 9
t e | (7o) () = 9L (3(0) #'(0) + 9 (4(0) o/ 1)
Tyon(t) = T (v(t)) J5(t) Y




