Math2 — Chapitre 2
Dérivées, Taylor, extrema locaux
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1. Limites et continuité

Dans cette section:

e Rappels sur les fonctions d'une variable
e Limites de fonctions

e Fonctions continues

Limites et
continuité

Partielles
Directionnelles
Gradient
Différentielle
Jacobienne
Resumé

Regl

Hessienne

e la chaine

Taylor

Extrema



Rappels sur les fonctions d'une variable

Limites et
continuité

Rappel — Si f : R — R est une fonction d’une variable, Pl
avec domaine Dy, on dit que:

e la limite de f en un point a € Dr U 0Dy est la valeur
lim f(x) a laquelle tend f(x) quand x s’approche de a;
X—a

e f est continue en un point a€ Dr si  lim f(x) = f(a).

X—a

—

. lim # lim lim = lim # f(a
continue gauche ~ droite gauche  droite ( )




Limites des fonctions

Limites et
continuité

Définition — Soit f : R” — R™ une fonction de plusieurs Partilles

Directionnelles

variables, de domaine Ds . Gradient

Différentielle

e La limite de f en un point 3€ Dy U 0Ds est la valeur a chaine
laquelle tend f(X) quand X s'approche de & par tous les

chemins possibles dans Ds.

On la note

F(X).

li
> =
X—a

La limite peut ne pas exister, mais si elle existe elle est unique.



Fonctions continues

e La fonction f est continue en 3 € Dr si

Limites et
continuité

_I‘Imﬁf()_(’) = f(g) Partielles
X—a

Directionnelles

Gradient

Différentielle

e La fonction f est continue sur le sous-ensemble D — Df Jacobienne
si f est continue en tout point de D. :

chaine

Taylor
Extrema

Le graphe d'une
fonction continue
n'a pas de “sauts”!

continue

non continue non continue



Quelles fonctions sont-elles continues ?

Théoreme — Toutes les fonctions de plusieurs variables
obtenues comme somme, produit ou composée de fonctions
continues d’'une variable sont continues.

Quelques fonctions continues —

e Les fonctions polynomiales de plusieurs variables sont
continues sur R”.

e Les fractions rationnelles, les racines, les exponentielles et

les logarithmes, les fonctions circulaires, les fonctions

hyperboliques et leurs réciproques sont continues sur leur

domaine de définition.

Limites et
continuité

Partielles
Directionnelles
Gradient

Différentielle

chaine

Hessienne
Taylor
Extrema



2. Dérivées partielles

Limites et
continuite

Partielles
Directionnelles
Gradient
Différentielle

Jacobienne

e la chaine

Dans cette section:

Taylor

Extrema

e Rappels sur les fonctions d'une variable
e dérivées partielles

e fonctions (continiiment) différentiables



Rappels sur les fonctions d'une variable

Rappel — Si f : R — R est une fonction d’une variable, la
dérivée de f en x € Dy est la limite

F(x) = )11“0 f(x+ hl)7 — f(x)

si elle existe et est finie. Dans ce cas, f est dérivable en x.
La fonction f est dérivable sur D c Ds si elle est dérivable en
tout point x € D.

Propriété — Une fonction dérivable est continue.

Le contraire est faux:

e L~ L

/] /] /]

non continue continue, non dérivable dérivable

Limites et
continuité

Partielles

Directionnelles

Gradient



Dérivées partielles

Limites et

Définition — Soit f : R” — R™ une fonction. o
artielles
Directionnelles
o Les dérivées partielles de f en X € Dr sont les limites coden
of ) f(xl,...,x;+h,...,x,,) — F(X1y ey Xn)
— (X1, .oy Xp) = lim
0X; h—0 h

pour i = 1,...,n (si ces limites existent).

o Les dérivées partielles de f sont les fonctions

of
— R —R™:
0X;

—

of

Xr—>a—XI(

—

X

)

pouri=1,...,n

définies sur I'ensemble de points X ou les dérivées g—xf(f)
1

existent.



Fonctions (continiiment) différentiables

e La fonction f est (contindment) différentiable sur
D < D¢, ou de classe C! sur D, si toutes les dérivées

partielles

ﬁ'DC]R”—»]R'"

Xi
existent et sont des fonctions continues en tout point X € D.
Propriété — Une fonction différentiable est continue.

Le contraire est faux: le graphe d'une fonction différentiable
n'a pas de “sauts” et en plus ne change pas son allure
“brusquement”!

continue

non continue non différentiable différentiable

Limites et
continuité

Partielles
Directionnelles
Gradient

Différentielle

chaine

Hessienne
Taylor
Extrema



Exemples de fonctions différentiables

Exemples —

e Pour f(x,y)=xy>+3x ona
of
0x

qui sont continues sur R?, donc f est C! sur R2.

2
e Pour g(x,y,z) = (Xy z—; 3X> on a

g (y*+3 g (2xy
ox 0 ’ dy o 0
donc g est C! sur R3.

e Pour h(r,p,0)=¢*+rsin ona

of <in 0 of
a a _
or ’ O

donc h est C! sur [0, 0[x[0,27[x [0, 7].

2p et

of
—(x,y) = y2+3 et E(x,y) = 2xy

Limites et
continuite

Partielles

Directionnelles

(0
€ 0z \2z

of

i rcos6



3. Dérivées directionnelles

Limites et
continuité

Partielles
Directionnelles
Gradient
Différentielle
Jacobienne
Resumé

R
H

Dans cette section: Taylor

Extrema

e la chaine

enne

e Dérivées directionnelles

e Croissance et décroissance des fonctions réelles



Dérivées directionnelles

Soit f : R" — R™ différentiable sur un ensemble D < R".

Limites et
continuité

Partielles

Définition — Pour tout vecteur vV = (vy,...,v,) € R"”, on Directionnele
appelle dérivée directionnelle de f dans la direction V la e
fonction
oyzf : D — R™
2 b 2\ — of of (2
X +— va(X) =V TXI(X) + + Vn 5Xn( )
Nota —

Dérivées partielles = dérivées directionnelles dans la

c'est-a-dire

direction des vecteurs
& =(0,...,1,...,0),

ol 1 est en jeme position,




Exemples de dérivées directionnelles

Exemples — Cherchons la dérivée directionnelle des fonctions
suivantes, dans la direction d'un vecteur générique V.

o f(x,y) = xy? + 3x

La fonction f : R2 — R a dérivées partielles

of ) of
5(&)/) =y +3 et @(X,y) = 2xy.

Alors, pour tout vecteur de direction vV = (u,v) € R?, la
dérivée directionnelle de f est la fonction

0yf :R> —R
qui vaut, au point (x,y) € R?,

Oef(x,y) = (y* +3)u+2xy v.

Limites et
continuité

Partielles

Directionnelles




Exemples (suite)

d g(X)y7Z) = (Xy2 + 3X,y22) Limites et

Partielles

La fonction g : R3 — R? a dérivées partielles Bistnmls

g (y*+3 g (2xy ot g (0

ox 0 T 0x 72 0z 2yz |
Pour tout v = (u, v, w) € R3, la dérivée directionnelle
0y : R® — R? vaut donc

2
+3 2x 0
ovg(x,y,z) = (y 0 ) u+ ( Zzy) v+ <2yz> w

_ (Y2 +3)u+2xyv
Z2v 4 2yzw '

Différentielle

A noter que si on écrit g = (g1,8), on a

ovg = (0vg1, Ovgn)  R® —> R,



Exemples (suite)

o h(r,p,0) = ©? + rsing =T
La fonction h: [0, 00[x[0,27[x[0, 7] — R a dérivées Codent
partielles

oh of of

— =sinf, — =2 t — = 0,

5, = sin, 2% p et o5 =rcos

donc pour tout ¥ = (u, v, w) € R3, la dérivée directionnelle de
h est la fonction

dyh : [0,00[x[0,27[x[0, 7] — R
qui vaut

Oyh(r,p,0) =sinfu+2pv+rcosfw.



Croissance et décroissance des fonctions réelles

Limites et
continuité

Théoréme — Soit f : R" — R une fonction réelle de classe Partielles

Directionnelles

Cl sur D cR". Pour tout X € D et tout Vv e R", on a: Gradient

Différentielle

e Si | 0yf(X) >0 | alors f est croissante au point X
dans la direction de V.

eSi | 0;f(X) <0 | alors f est décroissante au point
X dans la direction de V.

De plus:
e forte croissance <= grande dérivée positive

o forte décroissance <= grande dérivée négative

Nota — On ne peut rien dire sur la croissance de f si 0yf(X) =0 !



Exercice

Enoncé — La fonction f(x,y) = xy? + 3x est-elle croissante
ou décroissante au point (3,1), dans les directions (1,1),
(1,2), (1,-1) et (1,-2) 7

Réponse — Pour tout vecteur v = (u,v), on a

Osf(x,y) = (Y> +3)u+2xyv Extrema

et donc
0yf(3,1) = 4du+6v

d'ou
® 01,1)f(3,1) =10 = f croissante en direction (1,1)
® 012)f(3,1) =16 = f croissante en direction (1,2)
e 01,-1f(3,1) = -2 = f décroissante en dir. (1,-1)
® 01,-2f(3,1) = -8 = f décroissante en dir. (1,-2)



Exercice
Enoncé (suite) — Parmi ces quatre directions, quelle est celle """
de plus forte croissance et celle de plus forte décroissance 7 e

Directionnelles
, . f . Gradient
Réponse — Pour comparer la croissance d'une fonction en Di
différentes directions, il faut calculer les différentes dérivées
directionnelles avec des vecteurs ayant tous la méme longueur,

par exemple 1.

Directions croissantes —

10
cILVI=v2 = 01qyf31) = 72
16

o [(1,2))=vE = a%@(1,2)7((3’ 1) = NG

Or % < % car  (10v/5)? = 500 < (16+/2)? = 512.

Ainsi, au point (3,1), le fonction f croit plus rapidement dans
la direction (1,2).



Exercice

Directions décroissantes —

2
I -DI=vV2 = 2y pyf31) = -5

8
-2 =VvE = 14 5f(31) = -7
On a —% > —% car ceci se vérifie ssi % < %,

ce qui est vrai car  (2v/5)% = 20 < (8v/2)% = 128.

Ainsi, au point (3,1), le fonction f décroit plus rapidement
dans la direction (1, —2).




4. Gradient

Dans cette section:

e Gradient des fonctions réelles

e Interpretation géométrique du gradient

Limites et
continuité

Partielles
Directionnelles
Gradient
Différentielle
Jacobienne

Resumé

e de la chaine
Hessienne
Taylor

Extrema



Gradient d'une fonction réelle

Définition — Soit f : R” — R une fonction réelle
différentiable sur D < Ds .

Lum es et
té

es
Directionnelles

e Le gradient de  en un point X € D est le vecteur de R” Gradnenvt; )
of of %(})
grad (%) = VF(X) - —(R) &+ 3 () &, = :

5 &)

ol le symbole V se lit nabla.

e Le gradient de f est la fonction vectorielle

of
ﬁxl

gradf=VF=| : |:DcR"—R"
gf

Pour tout v € R" on a alors oyf = <?f, vy =Vrf-v




Exemples de gradient

Exemples —

2
o f(x,y) = xy’ +3x = vf(x,y) = <y2)j;/3)

Par exemple: ?’f(o,o):(é) et ﬁf(3,2)=<172>.

o f(x,y,2) =sin(xy) +In(x*> + 2?) =

y cos(xy) + ngifzg

?f(x,y, z) = x cos(xy)
e
-
Par exemple:  VF(0,7,1) = [ 0

2



Interprétation géométrique du gradient

Limites et
continuité

Partielles
Directionnelles
Gradient

Différentielle

Théoreme — Soit f : RZ2 — R une fonction de deux variables,
différentiable sur D < R2. Pour tout X € D on a alors:

e Le gradient Vf(R) est orthogonal 4 la ligne de niveau L,(f)
avec a = f(X).

e Le gradient VFf (X) indique la direction de la pente de plus
forte croissante du graphe I'r en X.



Exemple: interpretation géométrique du gradient

Exemple — f(x,y) =4/1—-x2—y? =

domaine Df = Dp(1) = disque unitaire fermé
ligne de niveau L,(f) = cercle de rayon v/1—2a2, ol a € [0,1]

f est différentiable sur D = Dp(1) = disque unitaire ouvert, et

—X
1 x2—_y2 1
Vf(x,y) = o =5y
1—x2—y2
direction

croissante

Pour tout a €]0,1[, ce
vecteur est orthogonal
au cercle L,(f) au point
(x,y) et est dirigé vers

t‘ A q A
7
le centre du cercle. /@

gradient v

Limites et
continuité

Partielles

Directionnelles

Gradient
Différentielle
Jacobienne

Resumé




5. Différentielle

Dans cette section:

e Différentielle des fonctions
e Différentielle des fonctions réelles: dx, dy et dz

e Différentielle des coordonnées cylindriques et sphériques:
dp, dy, dr et df

Limites et
continuite

Partielles
Directionnelles
Gradient
Différentielle
Jacobienne
Resumé

Regl

Hessienne

e la chaine

Taylor

Extrema



Différentielle d’une fonction en un point

Soit f : R" — R™ une fonction différentiable sur I'ensemble
D < R". Par définition, pour tout X € D, |'application

Ouf(x): R" — R™
Vo— GfR) =E®vu+ o+ LX) v

est linéaire dans la variable v.

Définition — Cette application linéaire de R"” vers R™
s'appelle différentielle de f au point X.

Il est d'usage de la noter dfy: R" — R™.

En somme, pour tout v = (vq,...,v,) € R", on a donc
) )

_ of of
df;?(V) = ai)q(X) V1+"'+6X

(%) v = Of(R).

Lum tes et
té




Différentielle en un point: cas particuliers

Cas particuliers —

e Si f : R"” — R est une fonction réelle, la différentielle
dfz : R” — R s’écrit au moyen du gradient de f:

Vv eR", dfi (V) = (VF(x), ?)

eSif=(f,..,fm) R —> R™est une fonction
d’une seule variable x, la différentielle df, : R — R vaut:

Vv e R, dfi(v) = (fl/(x)v ooy fr(x) v)

Limites et
continuité

Gradient

Différentielle
ac e



Exemples de différentielles

Exemples —

ef(x)=x*-x5 = f:R-R Directionnells
Gradient

= df, :R—> R est donnée par dfi(v) = (2x — 5x*) v. prb—

e flx,y)=x?y>—-T7y = f:R> >R

= dfixy): R? — R est donnée par

dfi ) (U, v) = 2xy3 u + (3X2y2 —T7)v.
Par exemple:
dfix)(2,1) = 4xy® +3x%y% — 7
df(171)(u, v) =2u
df1)(2,1) =0 (quelle coincidence !)



Exemples de différentielles (suite)
2

f(x,y) Xi - LR
° s = . 2 3
X2y dfixy) ' RE =R
y? 2xy y2u+2xyv
2x —2y 2xu—2yv Extrema

2 .3 2
_(xy f:R°—-> R
b f(XyY>Z) - (yz3> = df(x,y,z) :R3 N ]R2
y? 2xy 0
d;‘(X7y7Z)(u, v,w) =u 0 +v 3 +w 3y22

B y2u+2xyv
S\ ZBv+3y2w



Applications linéaires élementaires

Remarque —

Limites et
continuité
Partielles

e Les n applications linéaires (pour i =1, ..., n)

Directionnelles

Gradient

dxi :R" — R, V= (v1,...,vp) —> dx;(V) = v; ‘

Hessienne

formant une base de I'espace vectoriel L(R",R). Taylor

Extrema

e Par conséquent, toute application linéaire L : R" — R
s'écrit comme combinaison linéaire des dx;:

L=ajdq+---+andx, aveca; €R.
e |l n'y a pas n applications linéaires
"dx!" : R" — R™ (pouri=1,...,n)

qui forment une base de I'espace vectoriel L(R",R™), parce
que cet espace a dimension n x m !



Différentielle

Définition — Soit f : R” — R™ une fonction différentiable
sur D < R". L'application

DcR" | —s L(R",R™)

X — df;

s'appelle différentielle de f et est notée df.

Corollaire — Si f : R” — R est une fonction réelle, alors:

e La différentielle dfy : R" — R en X € D s'écrit

of of
dfy = o (R da+ o+ o

ox1
e La différentielle df : D — L(R",R) s'écrit

(X) dxp.

of of
df:aindX1++aixnan




Exemples: écriture usuelle des différentielles

Exemples —

Directionnelles

o f(x) =x>—x> = dfi = (2x—5x*)dx. e
Jacobienne

Par exemple: dfi = —3 dx.

o fx,y)=x2y3 -7y = dfixy) = 2xy3 dx + (3x%y%—7) dy.

Par exemple: df(; ;) = 2dx —4dy.

o f(x,y,z) =x°y3z —Tyz> =
dfixy,z) = 2xy3z dx + (3x2y2z — 72%) dy + (x°y® — 14yz) dz

Par exemple: df(;11) =2 dx—4dy —13 dz



Exercice

Limites et

Enoncé — Pour la fonction f(x,y) = In(1 — x2 + 5y): e

Partielles

Directionnelles

1) Déterminer I'ensemble D od f est différentiable. Gradient

Différentielle

2) Déterminer la différentielle en tout point (x,y) € D.

3) Calculer df(, ) en les vecteurs 7 = (1,0), 7 = (0,1),
v=(11)etd=(3,-3).

Réponse —
1, 1

1) D={(xy)eR |y>x -}

portion du plan au-dessus de la parabole d'éq.

Y= s



Exercice (suite)

2) Pour tout (x,y) € D, on a

dfieyy = SL(xy) dx+ EL(x,y) dy
—2x 5
1-x215y X T 1 5015, ¥
3) Ainsi
—4 5 4
df(2,0) 11 4dx+71_4dy=§dx—§dy
et
dfag)(7) = (2,00 =3%
dfp0)(7) = %;(ZO) =3

= dfi20)(3,-3)




Exercice : dx, dy, dz, dp, dp, dr et db

Limites et
continuite

Partielles

Enoncé — On note (X,y, Z), (p7 v, Z) et (r7 ©, 6) les ZJZ(Cit‘:JCWWS
Différentielle

coordonnées cartesiennes, cylindriques et sphériques des points o

Resumé

de R3. On rappelle que

X = pCcosy

. p €]0, 0]
y = psing
S p € [0,2n]
et
X = rcospsinf r €]0, 0]
y = rsingsind € [0,2n]

z = rcosf 0 €]0, 7|



Exercice (suite)

Limites et

Montrer que continuité

Partielles
Directionnelles
Gradient

dx = cos (2 dp —pP sin (2 d(p Différentielle

i)< dy =sinp dp+ pcosy dp

dz = dz
dp = cosp dx + sinp dy
iy pdp = —sinp dx + cosp dy

dz = dz

Formules de passage cartésiennes «<—— cylindriques



Exercice (suite)

Limites et
continuite

Partielles
Directionnelles
— 1 _ 1 1 Gradient
dx = cosp sinf dr — rsiny sinf dy + rcospcosf db Coden

Jacobienne

Resumé

i) dy =sinp sinf dr + rcosp sinf dy + rsing cosf df

dz = cosf dr — rsinf df
dr = cos sinf dx +siny sinf dy + cosf dz
i) < rsinf dp = —sinp dx + cosp dy

rdf = cosp cosf dx +sing cosf dy +sinf dz

Formules de passage cartésiennes «—— sphériques



Exercice (suite)

Limites et
continuité

Partielles
dr =sinf dp + cosf dz Dieciomeles
Différentielle

Jacobienne

ass Resumé
(III) dQO = ng Regle de la chaine
Hessienne
Taylor
rdf = cos dp —sinf dz e

dp =sinf dr + cosf df
(iii"){ dp =dy

dz = rcosf dr — rsin@ do

Formules de passage cylindriques «—— sphériques



Exercice (suite et fin)

Limites et

Réponse — |l suffit d'écrire les différentielles des applications contnue
de changement de variables. Par exemple la différentielle du Drectioneles
changement de variables cylindriques — cartésiennes donne les Diféreniele
formules /): S
Hessienne
dx = dp+ 5 do+ 0’( dz Exvers
= cosgp dp — psm<,0 d(p
dy = dp —I— dcp + 2 dz
= smgo dp + cos dcp
0. 0z
dz = & dp+az dp + &2 dz
dz

Les formules i) s'obtiennent en inversant le systéme 7). On
proceéde dela méme facon our les autres formules.



6. Jacobienne

Dans cette section:

e Rappel sur les applications linéaires et les matrices
e Matrice Jacobienne et déterminant Jacobien

e Jacobien des changements de variables

Limites et
continuite

Partielles
Directionnelles
Gradient
Différentielle
Jacobienne
Resumé

R
H
Taylor

e la chaine

enne

Extrema



Rappels sur les applications linéaires et les matrices

Limites et

Rappel — Toute application linéaire L : R" — R se s
représente come une matrice A = (a;;) € Mpmn(R) (avec m
lignes et n colonnes) telle que, pour tout Vv = (vi, ..., vp) € R",
ona

L(Vv) = AV (produit matrice par vecteur)
a1 a2 - adin vi
aml a4m2 "  dmn Vn

aiy vi+ -+ 3ain Va

aml V1 + -+ 3amn Vn



Matrice jacobienne

Définition — Soit f ;: R” — R™ une fonction diff. sur D.

e La matrice Jacobienne de f est la matrice Jr € M,
associée a df, c'est a dire telle que

’ dfz(V) = Jr(X) v ‘ pour tout X € D et tout v € R".

Si (fi, ..., fm) sont les composantes de f, on a alors

0 (X) 0 (X)
0x1 o OXn
Jr(X) = : : € Mmn(R)
Ofm(X) Ofm(X)
o 0%

e Si la matrice Jacobienne est carrée (n = m), son
détérminant Jac f = det Jr s’appelle Jacobien de f.

Limites et
continuité

Gradient
Différentielle

Jacobienne

Resumé




Exemples de matrices jacobiennes

Limites et
continuité

Exemples —

Partielles

Directionnelles

eSi f:R2—R, (x,y)— f(x,y) = x%y, el
Jacobienne

on a Resumé

Regle de la chaine

Hessienne

of (x, of (x, Taylor
sy = (TEX D) (2 ) € Mia(®)

une matrice ligne.

oSi yiR— Rt y(t) = (1(t),72(t) = (2t, £ + 1),

Jg(t) = (%Eg) - (352) € Mar(R)

une matrice colonne, c'est-a-dire un vecteur.

on a



Exemples de matrices jacobiennes

eSi h:R?2_— R?

Limites et

(u,v) = h(u,v) = (hi(u, v), ha(u, v)) = (u®v,3u), i
on a Directionnelles
ohy  Oh il
a a 2 Resumé -
In(u,v) = uooveo <23“V ‘6 > € Mxn(R)
ohy  Ohy
ou Ov
. ohy Ohy  Ohy Oh
oy 2 1
h(u,v) = 5252 — 220 = 3,2
Jac h(u, v) du ov Ju dv 3u

eSi g:R— R, z— g(z) =sinz,
one Jg(2) = (g’(z)) = (cosz) € Mu(R)
et

Jacg(z) = g'(z) =cosze R



Exemples: Jacobien des changements de variables

e Polaires : h(p,¢) = (pcosp, psinp)

_[cosp —psing
Jh(p,so)—<siw pcos(p>

Jac h(p, @) = pcos® o + psinp = p

e Cylindriques :  h(p,¢,z) = (pcosp, psinp, z)

cosp —psingp 0
In(p.p,z) = | sinp  pcosp 0
0 0 1

Jach(p, p,z) = pcos? ¢ + psin® o = p



Exemples: Jacobien des changements de variables

Limites et
continuité

e Sphériques :  h(r,p,0) = (rcosesin@, rsinpsinf, rcos) Partelles
Directionnelles
Gradient
Différentielle
. . . Jacobienne
cospsinf —rsinpsinf  rcospcosf Feume
In(r,0,0) = | sinpsind  rcospsind  rsinpcosf

cos 0 —rsinf

Jac h = cos@( — r?sin @ sinf cos§ — r? cos? gosin@cos@)
— rsin t9<rcos2 @sin? @ + rsin? psin? 0)
= —r?sinfcos®H — r’sin®0

= —r?sind



Exercice

Enoncé — Calculer le gradient, la différentielle et la matrice
. . . L Limites et
Jjacobienne de la fonction f : R3 — R donnée par continuité

Partielles
Directionnelles
H Gradient
f(X,_)/, Z) =Zz S|n(X}/)~ Différentielle
Jacobienne

Resumé

Regle de la chaine

Hessienne
Taylor

Extrema

Réponse — On a

yz cos(xy)
vf(x,y,z) = | xz cos(xy)

sin(xy)

df(x,y.z) = ¥z cos(xy) dx + xz cos(xy) dy + sin(xy) dz

Jr(x,y,z) = (yz cos(xy) xz cos(xy) sin(xy) )



Exercice

Limites et

Enoncé — Calculer la différentielle et la matrice Jacobienne .
de la fonction f : R3 — R? donnée par e
Différentielle
) Jacobienne
Z sin x
flxy.z) = (2507,
zsiny

Réponse — Pour tout vV = (u,v,w) € R3, on a

Z COS X 0 sin x
dfixy.z) (U, v, w) = ( 0 ) Ut (z cosy) v <siny) W

Je(x,y,2) = Z COS X 0 sin x
Y, 2) = 0 zcosy siny



7. Resumé sur les dérivées

Dans cette section:

e Resumé sur les dérivées des fonctions réelles

e Resumé sur les dérivées des fonctions vectorielles

Limites et
continuité

Partielles
Directionnelles
Gradient
Différentielle
Jacobienne
Resumé

Reégle de la chaine
H
Taylor

enne

Extrema



Resumé: dérivées des fonctions réelles

Si f: R™ — R est une fonction réelle diff. sur D —« R" :

Limites et
continuité

Par

Lo . of of .
. derlvee§ partielles 0 o D—R s
= fonctions réelles Direnile
« dérivées directionelles | dyf : D — R |
= fonctions réelles f— g Of of S
avf =WV Ox1 + + Vn OXn I.\,‘ﬂm
of
&xl
e gradient ’ Vi:D—R'| VF=| :
= fonction vectorielle of
OXn
o différentielle | df : D— L(R"R) |
= fo.nct|.0n a.vale.ur df — %dxl Tt %dxn
applications linéaires
¢ Jacobienne ’ Jr: D — Mi,(R) ‘
= fonction a valeur J = (af i)
matrices ligne o OXn



Resumé: dérivées des fonctions vectorielles

Si f=(f,...,fm) : R" — R™ est fonction vectorielle diff. sur D:

Limites et
té

o dérivées partielles o4 LD —R
) ) X1 OXn
= fonctions vectorielles of _ (oh o
ox; ~ \0x;’ " Ox;
Regle de |
* dérivées directionelles | dyf : D — R™ \ e
) ) e
= fonctions vectorielles of = v b 67‘ v, aé’)f

e gradient “Uf" n'est pas défini

o différentielle | df : D— L(R",R) |
= fonction a valeur mais les " dx;" n'existent pas
applications linéaires
e Jacobienne ’ Jr: D € R" — Mpmn(R) ‘
= fonction a valeur of e of
0x1 0xn

dans les matrices
Jr = : : X
0x1 0xn



8. Regle de la chaine

Dans cette section:

e Dérivées de la somme et du produit de fonctions

e Dérivées de la composée de fonctions
e Transformation des dérivées partielles: g—x

0 0
or et 3

Limites et
continuite

Partielles
Directionnelles
Gradient
Différentielle
Jacobienne
Resumé

Reégle de la chaine
Hessienne

Taylor

Extrema



Dérivées de la somme de fonctions et du produit

par scalaire

Proposition — Sif, g : R" — R™ sont différentiables, on a :

o(f + g) of og )
—-—= 4= tout i =1,...
. o o pour tout i | o

Par conséquent V(f—kg) = vf—kvg (sim=1),
d(f+g) =df +dg, Jrg = Jr + Jg

f f
o) A d pourtouti=1,...n ol AXeR

oxi ox

Par conséquent V(A f)= AV (sim=1),
dAf) =Xdf, Ir=AJs



Dérivées du produit de fonctions

Proposition — Si f, g : R" — R sont des fonctions réelles
différentiables, on a la regle de Leibniz:

Reégle de la chaine

Hessienne

f f Tr,v\\o‘r
e) = o g+f % pour touti=1,....n Frtrem
OX; OX; OX;

Par conséquent V(fg) = (?f)g—i— f(ﬁg),
d(fg) = (df)g+f(dg).

Jrg=(Jr)g +1f(J)



Exemple : regle de Leibniz

Exemple — Soit f : R? — R définie par f(x,y) = xy? .
Le calcul de la différentielle de f peut se faire directement au
moyen de la formule

o7 e”)

d(xy2 exy) - 0x T

ou en passant par la regle de Leibniz

d(xy2 exy) = d(xyz) e + xy? d(eXy)

= (y2 dx + 2xy dy) e
+xy? (y eY dx+ x e¥ dy)

= (y2 + Xy3) e dx + (2xy + x2y2) e dy

Limites et
continuité

Partielles

Directionnelles

Jacobienne
Resumé

Reégle de la chaine



Dérivées des fonctions composées

Proposition — Pour deux fonctions

f=(f,...fm): R" > R™ différentiable en X € R"
g = (&1,---.8p) : R™ — RP différentiable en y = f(X) € R™

la composée g o f : R" — RP est différentiable en X et on a la
régle de la chaine :

(3(gof)_‘ a . af B 6 .
. TX’J()O = Ti(f(x)) a—):;'(x)+...+ ayigin(f(x»

Ofm
2 %)

pour tout i =1,...nettoutj=1,...,p,.

Par conséquent, on a aussi :
d(g o f))? = dgf(z) o df,  (composition d’applications linéaires)

Jgor (X) = Jg(f(X)) - Jr(X)  (produit de matrices)

Reégle de la chaine

Hessienne



Cas usuels de fonctions composées
e Cas usuel 1 —
Si f:R?>—R, (x,y)— f(x,y)=1z
g§:R—R, z—g(2)
gof :R? —R, (x,y) = g(f(x,y))

on a
A& () = 2 (Fr)) L)
dlgof of
€20 () = & (1) S e)

Res
Reégle de la chaine
Hessienne

Taylor
Extrema



Exercice: cas usuel 1

Enoncé — Soit f : R2 —> R une fonction dont on connait

of(x.y) _ 2y et ofx.y) _ 2 2.
0x (?y Rest X
F F T
Pour F(x,y) =Inf(x,y), calculer gx et gy Extrems

Réponse — Si on pose g(z) =Inz, onaF =gof etdonc

OF (x,y) _ dg of  2xy
D) ss(ron) Lon - 2L
OF (x,y) dg of x2 — 2y

oy f(x.y)



Cas usuels de fonctions composées

e Cas usuel 2 — Limites et
S| f . R2 — R, (X,y) > f(X,y) }r;lyrcl“:“‘:mw\»g
h:R? —R2, (u,v) — h(u,v) = (x(u,v),y(u,v)) socobranne.
foh:R2—R, (u,v)— f(x(u, v), y(u, v)) Fesle de o chne
on a o
o(f o h) of 0x of oy
= (hn o DT i(n 9y
£y (u,v) 5X( (u,v)) au(u,v) + ay( (u,v)) au(u,v)
o(f o h) of 0x of oy
= 2 (h el D in 4
20 0m) = L (b)) ) + () v

d(f o h)(u,v) = dfh(u,v) o dh(u,v)

Jron(u,v) = Jr (h(u,v)) Jp(u,v)



Exercice: cas usuel 2

Enoncé — Soit f : R2 —> R une fonction dont on connait

of (x, of (x,
Pour G(u,v) = f(v,uv?), calculer (Lf,; et %C/;'

Réponse — Si on pose h(u,v) = (v,uv?) = (x,y), c. ad.

x=vety=uv’, ona G=foh etdonc

0G(uv)  of 5 0x of 2y 9y
o a—x(v, uv®) é’u(u'v) + 5(‘/7 uv®) %(u,v)
=2vuv?- -0+ (V2 — 2UV2) v
= (1—2u)v*
0G(uv) _of  , ox o w2y Y
5 = aX(v, uve) aV(u,v) + 0y(v’ uv?) av(”"’)

=2vuv? -1+ (v2—2uv?) - 2uv

= 4uv?(v — u)

Limites et
continuite

Partielles
Directionnelles
Gradient

Resumé

Reégle de la chaine
Hessienne
Taylor

Extrema



Cas usuels de fonctions composées

e Cas usuel 3 —
Si f: ]R2 — ]R’ (X,y) — f(X,y)
v R—>R2, t»—>"y(t) = (X(t),y(t))

Régle de la chaine

o1 R— R, £ (0. /(0)
d(fo
(df)(t) - Z)C(V(t)) x(t) + 2; (v(1)) y(t)




Exercice: cas usuel 3

Enoncé — Soit f : R2 —> R une fonction dont on connait

Limites et
continuite

Partielles

<9fg;y) —2xy et 6f(a>;y) — x2 —2y. Dieciomeles
Jacobienne
Pour H(t) = f(t2,3t), calculer <H®). L.
Hessienne
Taylor
Réponse — Si on pose 7(t) = (t?,3t) = (x,y), Fens
N x = t?
c. ad. { ,ona H=Ffo~ etdonc
y =3t
dH(t) _ d(foy)(t)
dt = T~ dt

of of .
= 5(£.30) %(1) + 5 (£.30) (1

=2t23t -2t + (t* —6t) - 3
= 24t* — 18t



Exercice

Enoncé — Soit f : R2 — R la fonction f(x,y) = xy?.

1) Soit g : R — R une fonction telle que g'(z) = \/z.
2 2
Calculer %8Ly7) et M
Ox oy

Réponse — On veut calculer les dérivées de g o f, donc on
applique la régle de la chaine:

og(xy?) P NC )
= \/xy? y?
og(xy?) by %)
2 =g'(xy%) 2

Resu
Reégle de la chaine
Hessienne




Exercice (suite)

2) Soit  (x,y) = h(u,v) = (x(u,v),y(u,v)) un changement
de variables dont on connait la matrice Jacobienne

ox  0x z -

(e a y_ [0 1 Diftrentiee
Jh(U,V) = ( (}7}/ (-7\7}/ ) = ( V2 2uv >a Jac
(?U ~ Res!

ov Rés\e de la chaine
: oF oF
et soit f =foh. Calculer a(u,v) et a(u,v). Fee
Réponse — On applique la regle de la chaine:
of of ox dy

S) = S hu) 50w + 5 () el
Yo 0 (o)

of _of Ox of dy
E(UvV) = afx(h(U:V)) R(UvV) + oy L

= y(u,v)2 -1+ 2x(u,v)y(u,v)2uv



Exercice (suite)

Réponse (suite)-

En alternative, on peut passer par les matrices Jacobiennes.

Puisque

Jr(xy) = ( af(a)i'y) af%’}’” ) = ( y? 2xy )7

on a
Jp(uv) = Je(h(u,v)) - Jp(u,v)
= (0P 21y )- (3 o, )

ve 2uv

Z(y2'0+2XY'V2 y2-1+2xy-2uv)

= ( 2v2 x(u,v)y(u,v) y(uv)? + 4uv x(u,v)y(u,v) )

Limites et
continuite

Partielles
Directionnelles
Gradient

Resumé

Reégle de la chaine

Hessienne
Taylor

Extrema



Exercice (suite)

3) Soit ~(t) = (x(t),y(t)) une trajectoire dans R?
dépendante du parameétre t. Calculer la dérivée en t de la -
fonction t— f(x(t),y(t)). Feste dela chaine

Réponse — On veut calculer la dérivée de la fonction f o,
donc on applique la regle de la chaine:

MX(SW = %(xu),y(t)) () + 2 (x(1), () 30



Exercice : transformation des dérivées partielles

Enoncé — Soient (x,y, z) les coordonnées cartesiennes des
points de R3, (p, , z) les coordonnées cylindriques et (r, p, )
les coordonnées sphériques. On rappelle que

X = pcosy X = rcospsinf
y = psing et y = rsinpsinf
z=12z z =rcosf
avec | [
r €|0, 00
{ P i]([)éoggr[ et { pel0,2n]
vels 0 €]0, [

I H Jd 0 0 0 0 0
Montrer que les derivées partielles {5, & 5} {0— £ —}

o 0 0 ; : .
et {37 FL %} satisfont aux formules suivantes :

Limites et
continuité

Partielles
Directionnelles
Gradient

Diff tielle




Exercice (suite)

=
YRR RS

Sihe

Limites et
continuité

Partielles
Directionnelles
Gradient

2 i 0 érentielle

Cosp gx TSNy 5y srcoenne
Resumé
Régle de la chaine

—sing &+ cos ay Hessienne
Taylor

07 Ex}renm

0z

cosgo s —smgo pa@

sin gp + Ccosp - p a(p

2

0z



Exercice (suite)

Limites et
continuité

Partielles

Directionnelles

Gradient
0 _ Différentielle
5, = cos¢p sin 0 < tsing sin 0 y T cos 9 i
1 a . . a a Réf\:{ji la chafne
(”) rsin@% = —siny ox +COS$0 @ }T‘w\or
Extrema
10 _ 2 ; 2 _cinfh &
+9 = cosp cosf o +sing cost 5 sinf 3
2 = cospsinf & —sin + cospcosh 12
0x b or ¥ Tsin 9 (?cp ¥ r o0
= sinpsin® < + cos L0 | sinpcosh 12
¥ or ¥ Tsing ) e r 00

—~
=
=

;
=
SRR

cosG < —smB rae



Exercice (suite)

(iii")

=
SR R

_ 2 _cing O
= cosf % sind 0

Limites et
continuité

Partielles
Directionnelles
Gradient

= sin 6 + cos 0 5 Différentielle

Jacobienne
Resumé

Reégle de la chaine
Hessienne

G
%\‘”

Taylor
Extrema

(?
sind +cos€ rae

1 0
rsinf dp

a
cos & —sm9 rao



Exercice (suite)

Réponse — Montrons (/). Pour cela on applique la réglede la ...

continuité

chaine 3 la composée f = f o h oli (x,y,z) = h(p, ¢, z) est le Particles

Directionnelles

changement de variables des coordonnées cylindriques en Gradent
. Différentielle
coordonnées cartésiennes. On a alors: Jacobienne
Resumé

Reégle de la chaine

oF  _ of ox 4 Of Oy | Of 0z s
op ~—  0x Op Jdy Op 0z dp sy
_ o | ainy Of
= COsp 5 tsing &
oF  _ of ox | 0f dy | of 0z
dp — Ox Op dy O¢ 0z Op
— _raqi of of
= rsing == + rcosy dy
of  _ of 9x | of dy | Of 0z
0oz —  0Ox 6z+8y (7z+6z 0z
- o
- oz

d'ou suivent les formules (/). Les formules (i") en découlent
par inversion du systéme.



Exercice (suite)

e Pour montrer les formules (ii), on applique cette méthode a

Limites et

la composée f = fohou (x,y,z) = h(r,p,0) est le contni
changement de variables des coordonnées sphériques en el
coordonnées cartésiennes. On a alors: St
Resumé
ﬂ _ ﬁ al + ﬂ (37_)/ + ﬂ Q Reégle de la chaine
or ~ 0x or oy Or oz or Hessienne

Taylor

Extrema

_ ing of 1 o ing of of
= cosp sinf 5 +sinp sinf oy + cos0%;

of  _ of ox 4 of Oy | of oz
op ~ 0x O oy O¢ 0z Op
. . Of . Of
= —psing sinf 5- + pcosy smég—y
of _ of ox , Of dy | of oz
@ “ox o0 v oy a0 T oz o

= rcos¢p cosf % + rsing cosf g—; —rsind %

e On inverse le systeme (ii) pour obtenir (ii’).
)

e On combine les (i) a (ii") pour obtenir (iii) et (iii").



9. Hessienne

Limites et
continuite

Partielles
Directionnelles
Gradient
Différentielle
Jacobienne

Re

mé

Dans cette section: Regle de Ia chaine
Hessienne
7 v 7 y Y Taylor
e Dérivées d'ordre supérieur g

e Théoréme de Schwarz
e Matrice Hessienne

e Laplacien, fonctions harmoniques



Dérivées partielles d'ordre supérieur

Définition — Soit f : D < R" — R différentiable. Si les Limites et

continuité

dérivées partielles % :D c R" — R sont a leur tour e

Directionnelles

1
différentiables, on peut calculer leurs dérivées partielles.

e Pour tout k € N, les dérivées partielles d’ordre k de f
Hessienne

sont les fonctions qu'on obtient en dérivant f succéssivement i
Extrema
k fois:

okf o of

aX,'1 cee aX,'k 5X,'1 aX,'k '

Par exemple, si f : R2 — R est fonction de (x,y), on a:
Rf _ 2 of  Pf _ o of 2f o of  Pf _ 2 of

0x2 T Ox0x' 0x0y ~ Ox oy’ 0yox — dy Ox' oy2 — Oy dy-

e La fonction f est de classe C si ses dérivées d’ordre k
existent et sont des fonctions continues. La fonction f est
lisse ou de classe C® si elle est CX pour tout k € N.



Théoreme de Schwarz

Limites et
continuité
Partielles

°f [ Directionnelles
('/’X,@Xj existent et sont ——

continue en un point X, pour tout i,j =1, ..., n, alors

Théoreme — Si les dérivées secondes

Différentielle

Regle de la chaine
*f o *f L e
—(X) (X) pour tout i # j. S

OXi0X; - OXj0Xi

Corollaire — Si f est une fonction de classe C¥ (ou lisse),
alors toutes ses dérivées mixtes jusqu'a l'ordre k (ou )
ayant le méme nombre de dérivées en chaque x;,
coincident indépendement de I'ordre dans lequel elles sont
calculées.




Exemple : dérivées secondes

Exemple — f(x.y) = 'y’

af 2 2 :;(‘:UOMTD )
A \K =3 h‘(ohmn:;k
Ox (x:y) = 3<%y o
of , .
_— X’ = 2X Extrema
ay( y) y

0 f 0 f

a2(><y)*6><y xdy ———(x,y) = 6x%y

0 f 02f

dyox (X )/) = 6x° y aT/Q(XaY) = 2x°

L'on constate que les dérivées partielles sont continues (donc f
est de classe C?) et que les dérivées mixtes sont identiques.



Exercice

Enoncé — Soient F,G:R — R de classe C? et soit c € R*. Lt ot

continuité

Montrer que le fonction u(x, t) = F(x — ct) + G(x + ct) est
solution de I'équation des ondes

1 0%u 0%u
?ﬁ(x, t) — 2 (x,t) =0 pour tout (x, t) € R?. Hesseane
Extrema

Réponse — La fonction u est de classe C? car composée de
fonctions C2. On a

Wix,t) =F(x—ct) LoD 4 6 (x + ct) LG
= F'(x —ct) + G/(x + ct)

@(x, t) = F'(x—ct) a(xa_td) + G'(x + ct) a(xt;:d)

—cF'(x —ct) + ¢ G'(x + ct)




Exercice (suite)

Ainsi

F"(x — ct) a(x Ct) + G"(x + ct)
F"(x — ct) + G”(x + ct),

—cF'(x — ct)
(—c)? F"(x
1 52u

O(x—ct)
ot

o02u

7(X7 t)

ct) + c? G"(x + ct).

= 0.

O(x+ct)
ox

O(x+ct)

+cG'(x +ct) =55

Limites et
continuité

Partielles
Directionnelles
Gradient

Hessienne

Taylor
Extrema



Matrice Hessienne

Définition — Soit f : R” —> R de classe C2 en X.

e La matrice Hessienne de f en X est la matrice carrée de
taille n contenant toutes les dérivées secondes de f en X:

Pf (o Pf (2 RPf (o
9712( ) 0x10x2 ( ) T Ox10xn ( )
— 0%f (= 0f (o 2f /=
He(X) = 8;25x1 (X) 3722()() T a;2axn (X)
2F o EF o PF (s
0Xn0OX1 ( ) 0Xn0x2 ( ) e Oxn2 ( )

Cette matrice est symétrique par le théoreme de Schwarz.

e Son déterminant s'appelle le Hessien de f

] Hess f (%) = det H¢(X) \

Limites et
continuité
Partielles
Directionnelles
Gradient
Diffé

ntielle

egle de la chaine
Hessienne
Taylor
Extrema



Exemple: matrice Hessienne

Exemple — Limites et
continuité
. . Partielles
Pour g(x,y,z) =xsiny +ysinz, ona Dnectonnelis
siny
Vg(x, y,z) = | xcosy +sinz Heemne
y cos z e
puis
0 cos y 0
Hg(x,y,z) = | cosy —xsiny cosz
0 cosz  —ysinz
d'ou
det Hg(x,y,z) = —cosy ( —ycosysinz — 0)

= ycos? ysinz



Exercice

Enoncé — Montrer que le Hessien de la fonction

Limites et
continuite

Partielles

f(X7 )/) = Sin(X — _y) Directionnelles

Gradient

est nul en tout point (x,y) € R2.

Hessienne

Taylor

Réponse — On a Extrema

gf(&y):( cos(x — ) >

—cos(x —y)
puis

[ —sin(x—y) sin(x—y)
He(x,y) = ( sin(x —y) —sin(x —y) >

d'ou

det He(x,y) = (— sin(x —y))2 — (sin(x —y))2 =0



Laplacien

Limites et
continuité

Définition — Soit f : D « R” —> R une fonction C2 au
point X € D.

e Le Laplacien de f en X est la trace de la matrice Hessienne
o Hessienne
Hf (X): Taylor

Extrema

2f 2f
=5+ 67,72()()

Af(X) p

e La fonction f est dite harmonique si

’ Af(X)=0 ‘ en tout point X € D.

Re, de la chain



Interprétation géométrique du Laplacien

Proposition — Soit f : D © R> — R de classe C?. Si
o C est un carré de taille h x h contenu dans D, et
e u(f, C) est la valeur moyenne de f sur C,

alors, pour tout point (a,b) € C, on a

w(f, C) = f(a,b) + Z Af(a, b) + O(h%)

1
N.B. Moyenne au Ch.3: u(f,C) = 2 ff f(x,y)dxdy.
C

Remarque — Cela signifie que la différence f(a, b) — u(f, C)
est proportionnelle a Af(a, b), et que la constante de
proportionalité ne dépend que de la taille du carré ol on
calcule la moyenne u(f, C).




Exercice

Limites et
continuite

Enoncé — Trouver les valeurs de c € R* pour lesquelles Ia Partielles

fonction u(x,t) = x> — c®t> est harmonique. et
FURAIES

Réponse — On a R
Toer

2X Extrema
Vutxo) = (5%, )

Hu(x,t) = < g _gcz )

Au(x, t) =2 —2c?,

puis

Par conséquent

donc Au(x,t) = 0 si et seulement si ¢ = +1.



Exercice

Enoncé — Soient f : R —> R une fonction de classe C2 et

F(x,y) = f(\/x? + y?).

1) Déterminer le Laplacien de F en tout point (x,y) # (0,0).

Réponse — |l s’agit de calculer AF =

PF | PF

> T 57

En utilisant la régle de la chaine on trouve:

OF(x,y) __ 0f(\/x2+y?)

0x - Ox

= fI(ftyr) Y

Ox

X

= () s

OF(xy) _ Of(/x*+y?)
oy o dy

Y

= F(yry) .

Limites et
continuite

Partielles
Directionnelles
Gradient
Différentielle
Jacobienne

R

Regle de la chaine

mé

Hessienne
Taylor

Extrema



Exercice (suite)

Limites et

Puis, en utilisant aussi la regle de Leibniz, on trouve: continuité

Partielles
Directionnelles

PFly) _ 0 o
% = 5 (f/(\/m) X:+y2> Différentielle

Jacobienne

Resumé

o (/2 4y2) ; e e b e
S T P () L

2 m—x 2 2

__ £ / "
—f«&ﬁﬁmvggg + ()

2

Y y
= (Ve +y?) 2+y2 ) (P+y2)y/x2+y?

et de la méme facon

2

*F(x, S
SRR = W) o+ ) e




Exercice (suite)

On a donc Limites et
continuité
32 F (92 F Partielles
AF(X,y) = ai);’y) + ai);’y) D::convm‘Hfg
— (. /22 x*+y? 1 /o212 x?4y?
f ( xry ) X2+y2 - f ( Xy ) (X2+y2) V X2+y2 H;;{\:—;;mhms
Hessienne
= "(V/x2+y?) + (/X2 +y?) \/)(21_1_7}/2 e

Enoncé (suite) —
2) Trouver les fonctions f telles que AF(x,y) = v/x2+y2.

Réponse — En termes de f, I'équation s'écrit

f"(\/ X2+ y2) + ' (\/x2 + y?) i;—&- % =4/x2 4 y2

et dépend de la seule variable réelle r = \/x2+y2 > 0.



Exercice (suite)

e Finalement, on doit résoudre |'équation différentielle du
2eme ordre non homogene et a ceefficients non constants

(E) f'(r) + % f'iry=r

Hessienne

e Pour cela, on transforme (E) en un systéme d'équations
différentielles du ler ordre: wer

f'(r) = g(r) (E1)
g'(r)+7eln=r (E2)
On trouve g avec (E2) puis on reporte dans (E1) et on trouve f.

e Les solutions de (E2) sont de la forme g = go + gp, ol g
est la solution générale de I'équation homogene associée

(E29)  gh(r) + - gofr) =0

et gp est une solution particuliere de (E2) obtenue par la
méthode de la variation de la constante.

Re, de la chain



Exercice (suite)

e Explicitement, pour tout A€ R, on a
(E2%) go(r)=Xe {19 = xenr=)en(?) = A
e

Alr)

e On pose g,(r) =

1
(E2) g[',(r)+; g(r)=r <
On peut choisir A(r) = ? d'oli gp(r) = 5.
e Onadonc g(r)=go(r)+gp(r) = %—i—’—; pour tout A € R.

(r
e Enfin, les solutions de (E) sont celles de (E1) :

A 2 r3
(E1) f/(r):7+— <= f(r):)\ln(r)—i-a—l—,u

pour tout A, i € R.



10. Taylor

Dans cette section:

e Dévéloppement de Taylor

e Approximation et erreur relative

Limites et
continuité

Partielles
Directionnelles
Gradient
Différentielle
Jacobienne

Resumé

e de la chaine
Hessienne
Taylor

Extrema



Théoreme de Taylor

Théoreme de Taylor —

Toute fonction f : R" — R de classe C¥ autour d’un point 3 Lft
peut étre approximée en tout point X proche de 3 par un ireci
polynéme de degré k en X — 3, appellé polynéme de Taylor,
avec coefficients dépendant seulement des dérivées de f en 3.

Taylor
Extrema

Rappel — Si f : R — R est une fonction de classe C? sur un
intervalle | © R qui contient a, alors pour tout x € / on a

f(x)=f(a)+f'(a)(x—a)+ %f”(a) (x —a)® + o((x — a)?).

Par exemple, voici le graphe de
f(x) = €e* (en bleu)

et celui de son polynéme de Taylor
de degré 2 en a = 0,

p(x):1+x+x2/2 (en rouge). T R R T TR



Formule de Taylor en deux variables

Théoréme de Taylor — Soit f : R> — R une fonction de
classe C2 sur un disque D = R? qui contient un point (a, b).
Alors, pour tout (x,y) € D, on a

f(x,y) = f(a,b) + LB (x—a) + L2L(y_p)

2f(a 2f(4 52F(a
PIEE) (x—a)? 4 ZHED (x—a)(y—b) + 3710 (yp)?

+o(|l(x—a,y=b)|P?)

+

ol o(h) est une fonction qui tend vers zéro plus vite de h — 0.

Ecritures alternatives:

terme a l'ordre 1 = df(, y)(x—a,y—b) = Jr(a, b) <;:Z) ’

T _1 . . X—a
terme a l'ordre 2 = 3 (X ay b) He(a, b) (y—b)'

Limites et
continuité

Taylor
Extrema



Exemple

x—1

3 et (a, b) = (Ov 0)' Limites et

Exemple — Soit  f(x,y) =

Partielles
On calcule £(0,0) =1, puis Directionnelles

Gradient

Différentielle

Jacobienne

;) dan 0= (-1 1)

Hessienne

1 x—1
y—1 (y—1)

i) = (

Taylor

Extrema

Enfin

1
° Thoe
He(x,y) =
1 2(x — 1)
(y — 1) (y—1)3
d'ob

H¢(0,0) = ( f)l _21 )

o x—1
Ainsi: ﬁ:1—X+y—X}/+}/2+0(||(X7}/)H2)-



Exercice

Limites et

Enoncé — La pression P d’un gaz parfait est fonction de la ot
temperature T et du volume V selon la loi Directionnelles
Gradient
T Différentielle
Jacobienne
P(T,V)=nR —, esumé
\/ a chaine
\ s 3N Taylor
ou n est la quantité de matiére (moles) et R est la constante Extrema

universelle d'un gaz parfait.

On voudrait connaitre la pression du gaz qui se trouve a I'état
(T, V), mais la mesure de cet état nous donne les valeurs (T, V)
avec une erreure relative

'T—To
0

V-VW
0

< 0.002 %.

< 0.005 % et ‘

Quelle est I'erreure relative induite par cette mesure sur la valeur
P(Vo, To) de la pression?



Exercice (suite)

Réponse — On cherche une borne supérieur pour ‘P;—Opf’

P = P(T7 V) et PO = P(To, Vo)

, ol

Pour cela, on utilise le dévéloppement de Taylor de P(T, V) a
I'ordre 1, autour de ( Ty, Vp):

P—Py =~ dP(7, vy (T—To, V—Vo)
= 22(To, Vo) (T—To) + 25(To, Vo) (V—\Vp)

_ To(V—V,
=nR TVOTO — nR Dol 0)

4
On a alors
P—P, T—-Ty To(V—Vp) T-Ty V-V,
~ nR T nR 5 T = -
Po Vo nR 2 VG nR To Vo
d'ou suit

PPy _
Po

T— To
Ty

V—VW
Vo

< 0.005 % + 0.002 % = 0.007 %.

Limites et
continuite

Partielles
Directionnelles

Jacobienne

Resumé

Regle de la chain

Hessienne
Taylor
Extrema



11. Extrema locaux

Dans cette section:

Rappels sur les fonctions d'une variable

Extrema locaux

Points critiques et critere pour trouver les extrema locaux
Points cols

Points plats

Limites et
continuite

Partielles
Directionnelles
Gradient
Différentielle
Jacobienne
Resumé

Regl

Hessienne

e la chaine

Taylor
Extrema



Rappels sur les fonctions d'une variable

Rappel — Si f : R — R est dérivable en a et non constante, la
croissance ou décroissance de f en a est décelée par le signe de f'(a) by

(positif ou négatif). Dhaionnelis

Gradient

e Que se passe-t-il si  f'(a) =0 (point critique) ? oiffé

ntielle

chaine

Si f’(a) = 0, la tangente au graphe de f est horizontale, on est dans

nne

) . )
I'un des cas suivants: e
Extrema
ne | o - | u | N
1 1 1
7 ™2 2 a2
minimum local maximum local point d’inflexion

Pour savoir lequel, on regarde la convexité (minimum local) ou la
concavité (maximum local) donnée par le signe de ”(a) (positif ou
négatif).

e Que se passe-t-il si  ”(a) =0 (point plat) ?

Si f”(a) = 0, on continue a dériver: si la premiére dérivée non nulle
est d’ordre pair, on a un min ou un max local (selon le signe).
Si elle est d'ordre impair, on a un point d'inflexion.




Minimum et maximum locaux
Définition — Soit f : R2 — R une fonction. On dit qu'un e
point (a, b) € Dr est un extremum local de f s'il est e

Directionnelles

Gradient

e soit un minimum local: ’ f(a,b) < f(x,y) ‘ il

pour tout (x,y) dans un voisinage de (a, b),

e la chaine

Hessienne

Taylor

e soit un maximum local: ’ f(a,b) > f(x,y) ‘ Extrema

pour tout (x,y) dans un voisinage de (a, b).

minimum local maximum local



Points critiques et critere pour extrema

Si f: R?2 — R est de classe C? en (a, b), le signe de ses dérivées en

Lum es et
té

(a, b) permet de trouver les extrema locaux.

Définition — On dit que (a, b) est un point critique de f si

Tf(a, b) (8)

Proposition — Si (a, b) est un point critique de f, le plan
tangent au graphe de f au point (a, b, f(a, b)) est horizontal.

Extrema

Théoreme — Soit (a, b) un point critique de f.

Si ’ det Hr(a, b) > 0 ‘ alors (a, b) est un extremum local:
e c'est un minimum local si %(a, b)>0 ou fzf(a b)>0
Oy?
e c'est un maximum local si %(a7 b)<0 ou gj/f(a b) <




Exemple de minimum local

Exemple — Montrons que la fonction
flx,y) =x*+y?

a exactement un minimum local en (0,0).

e Cherchons d'abord les points critiques:

wre-(3)-(2) —

ainsi (0,0) est le seul point critique de f.

e Cherchons sa nature:

O*f
ox2

Hie) = (55

ainsi (0,0) est un minimum local.

e En effet, le graphe de f est:

(X7Y) = (070)

2 0> det Hf(0,0) =4>0
donc
(0,0)=2>0

Limites et
continuite

Partielles

Directionnelles

Gradient
Différentie
Jacobienne
Resumé
Regle de
Hessienne
Taylor
Extrema

le

la chaine



Graphe de f(x,y) = x> + y?

2 Dérivées

- - S
Rl N D'\rec.t\'onne\les
2 { R N g\rfaf:::ttlelle
1 ,6001 1 '.Jl “ JRZCSZI:‘?"E
: R Regle de la chaine
1,20023 1 U, - - -~ Hessienne
'y ’ i
g 0,8003451{
0,40046
0,000574548"
,6'\\5 ‘
Y, 0,2".\ | ‘l
7(’51_ _0'2}\ ‘ :
06 7 e 1
AT 02 02 OF

Axe X

Graphe de f(x,y) = x® + y?



Points selle

En un point critique, la fonction f a un plan tangent horizontale. Si

Limites et

le point n'est pas un extremum local, quelle est la forme de f 7 continuité

Partielles

Directionnelles

Définition — Soit (a, b) un point critique de la fonction f.
Si en (a, b) la fonction f a un minimum dans une direction et

un maximum dans une autre, le point (a, b) s'appelle point e
col ou point selle: Lol

o ¢
/4 A\
/ ¢ (aa b)

point selle

Théoréme — Soit f : R? — R une fonction C? et soit (a, b)
un point critique de f.

Si ’ det He(a, b) <0 ‘ alors (a, b) est un point selle.




Exemple de point selle

Exemple — Montrons que la fonction

Limites et
continuite

fx,y) =x* = y?
a exactement un point selle en (0,0).

e Cherchons d'abord les points critiques:

Taylor

V(x,y) = < 2x ) _ (8) — ()= (0.0)

72}/

ainsi (0,0) est le seul point critique de f.
e Cherchons sa nature:

He(x,y) = (g _g) donc det Hf(0,0) = —4 <0

ainsi (0,0) est un point col.

e En effet, le graphe de f est:




Graphe de f(x,y) = 2 —y

AxeZ

g 59982311 e 1 )
0,199943'

-0,1 99943;1
-0,5998284
l i
0999713
0 5 r 4
4—\’9 0 2_ - . 0 2 0 6
¥ 0 20 6 e :6,5 0,2 N(ex

Graphe de f(x,y) = x*> — y?

2 Dérivées
L.‘miFeS_et
continuité
Partielles
Directionnelles
Gradient
Différentielle
Jacobienne
Resumé

Regle de la chaine
Hessienne
Taylor
Extrema



Points plats

Définition — Soit f : R> — R une fonction C? et soit (a, b)
. . . . Limites et
un point critique de f. Par exclusion, on dit que (a, b) est un continuit

Partielles

point plat si Directionnelles

Gradient

’ det Hr(a, b) =0 ‘ Différentiell

Jacobienne

Re la chaine

Un tel point se trouve au croisement de directions ou f a Hessienne

Taylor
Extrema

e soit au moins une direction plate (cylindre),
e soit un minimum et un maximum au méme temps (selle),
e soit des inflexions (selle de singe).

/

point plat point plat point plat
de type cylindre de type selle de type selle de singe

On distingue ces types avec les dérivées d'ordre supérieur a 2.



Points col et points plat

Un point col non plat (z = x> — y?) ou plat (z = x* — y*)

Un point plat a selle de singe (z = x> — 3xy?)

2 Dérivées
Limites et
continuité
Partielles
Directionnelles
Gradient
Différentielle
Jacobienne
Resumé
Regle de la chaine
Hessienne
Taylor
Extrema



Exercice

Enoncé — Déterminer les points critiques de la fonction

Limites et
continuité

fx,y) =40 +y?) — (% + y?)?

et, si possible, leur nature. T

Regle de la chain

Hes:

Réponse — Cherchons d'abord les points critiques: Tyt

B 8x — 4x(x? + y?) (0
V(x,y) = ( 8y 4y(x + y?) > = <0>

x(2—-x2—y?)=0 < soit (x,y) = (0,0)

y2—-x2—y>) =0 soit x2 + y? =2

Par conséquent, f a
e un cercle de points critiques d’équation x> + y? = 2
e et un point critique isolé de coordonnées (0, 0).




Exercice (suite)

Cherchons la nature de ces points critiques: Limites et
8—12x2—4y? —8xy r;;iﬁ:;f?m
Hf(X7 .y) = 2 2 ! e

—8xy 8—12y°—4x o

e Pour le point (0,0), on a Tolor

Extrema

8 0 *f
det H¢(0,0) = det (0 8) =64>0 et ﬁ(0,0)—8>O

donc (0,0) est un minimum local.

e Pour les points (x,y) tels que x?> +y?> =2, on a

—8x%  —8xy )

det Hr(x,y) = det
bo) ( —8xy —8y?

donc tous les points du cercle x> + y? = 2 sont plats.



2 Dérivées
i Limites et
| T continuité
Partielles

Directionnelles
Gradient
Différentielle
Jacobienne

i Resumé
72,05309 Regle de la chaine
{ Hessienne

Taylor

! N
{ 3 Extrema
,0,106%6

£184066

QI .
Axey o :

Graphe de f(x,y) = 4(x% + y?) — (x* + y?)?
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