
Université Claude Bernard Lyon 1 PCSI L1 UE Math2
Année 2016-2017 Resp. : V. Borrelli, A. Frabetti, K. Niederkrüger
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REPÈRES MOBILES ET CHAMPS DE VECTEURS

CONVENTION STANDARD ISO 80000-2

http://en.wikipedia.org/wiki/ISO 80000-2

Coordonnées Coordonnées Coordonnées
cartesiennes cylindriques sphériques

Point P (x, y, z) x, y, z ∈ R (ρ, ϕ, z)

 ρ ≥ 0

ϕ ∈ [ 0, 2π[

z ∈ R
(r, ϕ, θ)

 r ≥ 0

ϕ ∈ [ 0, 2π[

θ ∈ [0, π]

Changement
coordonnées


ρ =

√
x2 + y2

ϕ =
{

arctan y
x

si x, y > 0
etc sinon

z = z


x = ρ cosϕ

y = ρ sinϕ

z = z


x = r cosϕ sin θ

y = r sinϕ sin θ

z = r cos θ
r =

√
x2 + y2 + z2

ϕ = idem

θ = arccos
z√

x2 + y2 + z2


r =

√
ρ2 + z2

ϕ = ϕ

θ = arccos
z√

ρ2 + z2


ρ = r sin θ

ϕ = ϕ

z = r cos θ

Repère en P (P ; ~ı ,~j,~k)


~ı =

∂

∂x

~ =
∂

∂y

~k =
∂

∂z

(P ; ~eρ, ~eϕ,~k )



~eρ =
∂

∂ρ

~eϕ =
1

ρ

∂

∂ϕ

~k =
∂

∂z

(P ; ~er, ~eϕ, ~eθ)


~er =

∂

∂r

~eϕ =
1

r sin θ

∂

∂ϕ

~eθ =
1

r

∂

∂θ

Changement
repère


~eρ = cosϕ~ı + sinϕ ~

~eϕ = − sinϕ~ı + cosϕ ~

~k = ~k


~ı = cosϕ ~eρ − sinϕ ~eϕ

~ = sinϕ ~eρ + cosϕ ~eϕ

~k = ~k


~ı = cosϕ sin θ ~er − sinϕ ~eϕ

+ cosϕ cos θ ~eθ

~ = sinϕ sin θ ~er + cosϕ ~eϕ
+ sinϕ cos θ ~eθ

~k = cos θ ~er − sin θ ~eθ

~er = cosϕ sin θ ~ı + sinϕ sin θ ~
+ cos θ ~k

~eϕ = − sinϕ~ı + cosϕ ~

~eθ = cosϕ cos θ ~ı + sinϕ cos θ ~
− sin θ ~k


~er = sin θ ~eρ + cos θ ~k

~eϕ = ~eϕ

~eθ = cos θ ~eρ − sin θ ~k


~eρ = sin θ ~er + cos θ ~eθ

~eϕ = ~eϕ

~k = cos θ ~eρ − sin θ ~eθ

Vitesse du
repère sur
une courbe


~̇ı(t) = 0

~̇(t) = 0

~̇k(t) = 0


~̇eρ(t) = ϕ̇(t) ~eϕ(t)

~̇eϕ(t) = −ϕ̇(t) ~eρ(t)

~̇k(t) = 0


~̇er(t) = ϕ̇ sin θ ~eϕ + θ̇ ~eθ

~̇eϕ(t) = −ϕ̇ sin θ ~er − ϕ̇ cos θ ~eθ

~̇eθ(t) = −θ̇ ~er + ϕ̇ cos θ ~eϕ

Vecteur
position ~x(t)

x(t) ~ı + y(t) ~ + z(t) ~k ρ(t) ~eρ(t) + z(t) ~k r(t) ~er(t)

Vecteur
vitesse ~̇x(t)

ẋ(t)~ı + ẏ(t)~ + ż(t)~k ρ̇(t) ~eρ(t) + ρ(t)ϕ̇(t) ~eϕ(t) + ż(t)~k
ṙ(t) ~er(t) + r(t) sin θ(t) ϕ̇(t) ~eϕ(t)

+r(t)θ̇(t) ~eθ(t)



Coordonnées Coordonnées Coordonnées
cartesiennes (x, y, z) cylindriques (ρ, ϕ, z) sphériques (r, ϕ, θ)

Champ de
vecteurs ~A Ax ~ı +Ay ~ +Az ~k Aρ ~eρ +Aϕ ~eϕ +Az ~k Ar ~er +Aϕ ~eϕ +Aθ ~eθ

Gradient
−−→
grad f = ~∇f ∂f

∂x
~ı +

∂f

∂y
~ +

∂f

∂z
~k

∂f

∂ρ
~eρ +

1

ρ

∂f

∂ϕ
~eϕ +

∂f

∂z
~k

∂f

∂r
~er +

1

r sin θ

∂f

∂ϕ
~eϕ +

1

r

∂f

∂θ
~eθ

Divergence

div ~A = ∇ · ~A ∂Ax
∂x

+
∂Ay
∂y

+
∂Az
∂z

1

ρ

∂(ρAρ)

∂ρ
+

1

ρ

∂Aϕ
∂ϕ

+
∂Az
∂z

1

r2
∂(r2Ar)

∂r
+

1

r sin θ

∂(sin θ Aθ)

∂θ
+

1

r sin θ

∂Aϕ
∂ϕ

Rotationnel

(
∂Az
∂y
− ∂Ay

∂z

)
~ı

(
1

ρ

∂Az
∂ϕ
− ∂Aϕ

∂z

)
~eρ

1

r sin θ

(
∂(sin θ Aϕ)

∂θ
− ∂Aθ

∂ϕ

)
~er

−→
rot ~A = ~∇× ~A +

(
∂Ax
∂z
− ∂Az

∂x

)
~ +

(
∂Aρ
∂z
− ∂Az

∂ρ

)
~eϕ +

1

r

(
∂(rAθ)

∂r
− ∂Ar

∂θ

)
~eϕ

+

(
∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y

)
~k +

1

ρ

(
∂(ρAϕ)

∂ρ
− ∂Aρ

∂ϕ

)
~k +

1

r

(
1

sin θ

∂Ar
∂ϕ
− ∂(rAϕ)

∂r

)
~eθ

Laplacien
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂f

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2f

∂ϕ2
+
∂2f

∂z2
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂f

∂r

)
+

1

r2 cos θ

∂

∂θ

(
cos θ

∂f

∂θ

)
∆f = ~∇ · ~∇f

= div (
−−→
grad f) +

1

r2 sin2 θ

∂2f

∂ϕ2

Laplacien
vectoriel ∆ ~A ∆Ax ~ı + ∆Ay ~ + ∆Az ~k (affreux...) (horrible !)

Notations : ~∇ =
∂

∂x
~ı +

∂

∂y
~ +

∂

∂z
~k ∆ ≡ ∇2 =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
~∇× ~A =

∣∣∣∣∣∣∣∣
~ı ~ ~k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Ax Ay Az

∣∣∣∣∣∣∣∣~A · ~∇ = Ax
∂

∂x
+Ay

∂

∂y
+Az

∂

∂z
( ~A · ~∇) ~B = Ax

∂Bx

∂x ~ı +Ay
∂By

∂y ~ +Az
∂Bz

∂z
~k

Proprietés :
−−→
grad (fg) = (

−−→
grad f)g + f(

−−→
grad g)

−−→
grad ( ~B · ~A) = ( ~B · ~∇) ~A+ ( ~A · ~∇) ~B + ~B ∧ −→rot ~A+ ~A ∧ −→rot ~B

div (f ~A) = (
−−→
grad f) ~A+ f(div ~A) div ( ~B ∧ ~A) = (

−→
rot ~B) · ~A− ~B · (−→rot ~A)

−→
rot (f ~A) = (

−−→
grad f) ∧ ~A+ f (

−→
rot ~A)

−→
rot ( ~B ∧ ~A) = (div ~A) ~B − ~A (div ~B) + ( ~A · ~∇) ~B − ( ~B · ~∇) ~A

∆(fg) = f ∆g + 2
−−→
grad f ·

−−→
grad g + ∆f g

Identités :
−→
rot (
−−→
grad f) = ~∇× (~∇f) = ~0 div (

−→
rot ~A) = ~∇ · (~∇× ~A) = 0

−→
rot (
−→
rot ~A) = ~∇× (~∇× ~A) = ~∇(~∇ · ~A)−∆ ~A =

−−→
grad (div ~A)−∆ ~A

Théorème de Poincaré : Sur D ⊂ R3 simplement connexe : ~A =
−−→
grad f ⇐⇒ −→

rot ~A = 0

Sur D ⊂ R3 contractile : ~A =
−→
rot ~B ⇐⇒ div ~A = 0

Théorème de Stokes : Si ~A =
−→
rot ~B :

¨
S+

~A · ~dS =

˛
∂S+

~B · ~d`

Théorème de Gauss : Si S+ = ∂Ω est une surface fermée :

‹
S+

~A · ~dS =

˚
Ω

div ~A dx dy dz

Corollaires : Si ~A =
−−→
grad f et C+ est une courbe fermée :

˛
C+

~A · ~d` = 0

Si ~A =
−−→
grad f et C+ est une courbe qui relie P à Q :

ˆ
C+

~A · ~d` = f(Q)− f(P )


