Math2 — Chapitre 3
Intégrales multiples

3.1 — Intégrales de Riemann (rappels de TMB)
3.2 — Intégrales doubles
3.3 — Intégrales triples

3.4 — Aire, volume, moyenne et centre de masse



3.1 — Intégrales de Riemann (rappels de TMB)

Dans cette section:
e Subdivisions, somme de Riemann et intégrale de Riemann
d'une fonction d’une variable
e Aire sous le graphe d'une fonction

e Primitives et techniques d'intégration



Subdivision, somme et intégrale de Riemann
Rappels — Soit f : [a, b] — R une fonction d'une variable:

e subdivision de [a,b]: S,={a=a <a1 <---<a,=b}

e somme de Riemann de f aux points x; € [aj_1, a;]:
f(x)
a
Rs(fi {xi}) = > f(xi) 6. 3
i=1

— _l’_ —

e intégrale de Riemann de f sur [a, b|:

b f(x)
ff(x) dx = lim Rs(f;{x}) W
a tré;;o)o(,' X

si la limite existe, est finie, et ne dépend pas des x;.




L'intégrale donne |'aire sous le graphe
Rappels -

b
. J f(x)dx = aire "algébrique” sous le graphe de f

a

b
. f |f(x)| dx = aire sous le graphe de f (positive)
a

y=£f 1 =y If]

£

Exemple: L’aire du disque

+

D={(xy)eR?| x*+y* <1}

se calcule comme une intégrale:

1
Aire (D) = 2 Aire (D) = ZJ V1—x2dx
-1



Primitives et techniques d'intégration

Pour connaitre I'intégral, il suffit de connaitre une primitive:
e Une primitive de f sur [a, b] est une fonction F dérivable telle que
F’(x)=1f(x) pour tout x€ [a, b]. On note F(x) :ff(x)dx.
e Théoreme fondamental:

b

J f(x) dx = F(b)—F(a) = [F(x)]5.

a

e Intégration par changement de variable: x = h(t)
Jf(x) dx — ff(h(t)) W (t) dt,

ou h est un difféomorphisme  (bijection dérivable avec

réciproque h~! dérivable).
e Intégration par parties:

f F(x) g'(x) dx = F(x) g(x) — Jf’(x) g(x) dx.

Probléme — Pas d’analogue pour les fonctions de plusieurs variables!



Exemple: aire d'un disque
Aire d’un disque —

D={(x,y) e R [ x*+y* <1}

1
Aire (D) = 2Aire (D") = ZJ V1= x2dx
-1

Calcul par changement de variable: x = sint pour t € [-7, 7], car
V1 —x2=cost. Alorsdx =cost dt et

/2
Aire (D) = 2J cos® t dt
—7/2

/2
_ 2f cos(2t) +1 dt



3.2 — Intégrales doubles

Dans cette section:

Subdivisions des domaines du plan

Sommes de Riemann des fonctions de deux variables

Intégrale double

Volume sous le graphe d'une fonction

Théoreme de Fubini

Théoreme du changement de variables



Subdivisions d'un domaine du plan

Soit D = R? un ensemble borné, avec bord oD lisse (au moins par
morceaux).

Définition — Pour tout § > 0, on appelle subdivision de D
I'ensemble S; des carrés K; de coté § du plan qui couvrent D dans
n'importe quel grillage de pas 6.

En particulier, on considére deux recouvrements:

D Sext

e un a I'extérieur S,

Sim: v
R

e un a l'intérieur S§".

T oD

Puisque D est borné, les subdivisions contiennent un nombre fini
de carrés, et on a S;™ < S

Les carrés dans SPT\S/" couvrent exactement le bord dD.



Sommes de Riemann d'une fonction de deux variables

Soit f : D — R une fonction de deux variables.

Définition — Pour tout choix de points (x;, y;) € Ki n D, on
appelle sommes de Riemann de f associées aux subdivisions

ngt/f"t et aux points {(x;, yi)} les sommes

RSl = 3 Fla) 0%
K;GS;Xt/im

ol chaque terme f(x;, y;) 62
représente le volume
algébrique (= + volume)

du parallélepipede de base
K; et hauteur f(x;, y;).




Intégrale double

Théoreme — Si les limites 5“”}) R;Xt/int(f; {(xi,yi)}) existent et

elles sont indépendantes du choix des points (x;,y;) € Ki n D, alors
elles coincident.

Définition — Dans ce cas:
e on appelle intégrale double de f sur D cette limite:

[ #ey oy = fim RE 8 (G
D

e on dit que f est intégrable sur D selon Riemann si I'intégrale
fj f(x,y) dx dy est finie (= nombre, pas +0).
D

Proposition — Toute fonction f continue est intégrable selon
Riemann sur un ensemble D borné a bord lisse (par morceaux).




Signification géométrique de l'intégrale double

Corollaire —

. Jf f(x,y)dxdy = volume “algébrique” sous le graphe de f.
D

. ff\f(x,y)\ dx dy = volume sous le graphe de f.
D

positif  négatif



Exemple 1: volume d'une boule

Volume d’une boule — Le volume de la boule
B = {(X,y,z)eR3 | x2+y2+z2<1}
est deux fois le volume de la demi-boule
BT = {(x,y,z)€R3 | x> +y2+ 22 <1, y;O},

. V4
qui se trouve sous le B+

graphe de la fonction

z=1/1—x2—y2
X
On a alors Vol (B) = 2ff\/1 —x2 —y? dxdy
D

ot D = {(x,y) € R? | x? + y? < 1} est le disque unitaire.




Propriétés des intégrales doubles
Propriétés — 1) Pour tout \,u € R, on a

Jf ()\f—l—ug) dxdy = /\ijdxdy—l—,uffgdxdy.
D D D

2) Si D = Dy u Dy et D1 n Dy = courbe ou point ou 5, alors

H f(x,y)dxdy = ” f(x,y)dxdy + ” f(x,y) dx dy.
D D, oy

3) ‘H F(x, y) dx dy‘ < H\f(x,y)\ dx dy.
D D

4) Si f(x,y) < g(x,y) pour tout (x,y) € D, alors

H f(x,y)dxdy < ”g(& y)dxdy.
D D



Théoreme de Fubini sur un rectangle

Théoréme de Fubini sur un rectangle — Soit f : D — R une
fonction continue et D = [a, b] x [c, d] un rectangle. Alors on a

b d
gf(x, V) dsdy - J d (fb F(x,y) dy) d
_ f U F(x,y) dx> dy
f * fxy) dy> dx

b d b
Notation — J dxf dy f(x,y) = J (
a c a <

Corollaire — JJ fi(x) h(y)dxdy = J
[a,b] % [c,d] ?

b d
i (x)dx j fy)dy

C



Exemple 2: calcul d'intégrales doubles

Exemples —

ff x cos y dx dy J xde cosy dy

x[0,7/2]
1 5,71 2 1
=[], [snv]; =3
foy—l dx dy fdxfxy—l
1 y=t
zfdx fxzyz—y
_ 2 y=0
—J L x?2—1) dx = Ex3—x1 S
—)\2" |6 ., 3



Théoreme de Fubini
Lemme — Soit D = R? un ensemble borné quelconque.

e Pour tout (x,y) € D
il existe a, b e R
tels que a < x <

e Pour tout x € |
il existe c(x),d
tels que c(x) <

Au final:

Théoreme de Fubini sur D — Soit f : D — R une fonction
continue, alors

ff f(x,y)dxdy = Lb (L(::) f(x,y) dy) dx
D




Théoreme de Fubini (suite)

Alternative — c 7&/

L’ensemble D est décrit par a(y) b(y)

D={(x,y)eR?|ye[c.d], xealy),b(y)]}

Théoreme de Fubini sur D —

a(y)

fff(x,y)dxdyz J;d <
D

b(y)
J f(x,y)dx | dy




Exemple 3: calcul d'intégrale double
Exemple — Soit D la partie du plan xOy délimitée par I'arc de
parabole y = x? en bas, et la droite y = 1 en haut.

y y=x2 On peut décrire D comme
1
U D={(y)eR?|xe[-1,1], y e [ 1]}

X

Par conséquent:



Exemple 4: volume de la boule
Exemple — Rappelons que le volume de la boule unitaire est

Vol (B) = 2]]«/1—x2—y2dxdy
D

ot D ={(x,y) e R? | x + y? < 1}.

On peut décrire D comme I'ensemble
D= {(X,y)e]R2 | xe[-1,1], y € [—\/1—x2,\/1—x2]}.

e Voici donc le calcul du volume de la boule:
1 V1—x2

2f dXJ V1—x2—y2dy
1 _VIs

1 V1—x2 2
2J de \/1—X24/1—y72dy.
-1 —/1-x2 1—x

Vol (B)

2
Y : 2
e On pose iz = sint pour avoir 1— 155 =|cost|.



Exemple 4: volume de la boule (suite)
o y=+1-—x%sint dy = v/1— x2 costdt
e —V1-x2<y<+v1-x2 = -1<sint<l1

= —I<t<T et 4/l =cost
V1—x?
Vol (B) = J dxf V1-—x2
V1=x2
/2
=2f V1—x2cost/1—x2cost dt
-1 —7/2
1 ™/ 7 /2
=2f (1—x?) de cos® t dt
-1 —7/2
/2
e puisque 2f cos® t dt = m (voir ex. précédent)
—7/2

1

! 1 4
Vol(B) == f (1-x?) dx=7r[x—x3} =T
1 31, 3



Changement de variables

Définition — Un changement de variables

(X7Y) = h(”? V) = (X(U, v),y(u, V))

est un difféomorphisme h: D — D : (u,v) — h(u,v) = (x,y),
c'est-a-dire une bijection de classe C! avec réciproque
h™1:D—-D: (x,y) = h7Y(x,y) = (u,v) de classe C*.

Théoreme — Soit f : D — R une fonction des variables (x,y) et
(x,y) = h(u,v) un changement de variables. Alors

Jff(X,y) dxdy = Jf?(u, v) ‘ det Jp(u, v)‘ du dv
b b

) D={(u.v) | h(u.v) e D}
— ﬁ% est le Jacobien de h.

ot f(u,v) = f(h(
et detJp(u,v) =

e
D

Passage en polaire — ‘ dxdy = pdpdy ‘




Exemple 5: volume d'une boule en polaires
Volume de la boule en coordonnées polaires — On calcul

Vol (B) — j j V1= 2 — 2 dxdy
D={x2+y?<1}
en coordonnées polaires (x,y) = h(p,p) = (pcosp, psinp).
e Puisque x?> + y? = p?, on a :
D = {(p.) € 10,00[x[0,2x[ | p <1} =10,1] x [0, 2]

e on utilise dxdy=pdpdp, \/1—x2—y2=+/1—p2 et Fubini:

1 or 1
Vol(B)=2J\/1—p2pdpf dg0=47rf \V1—p2pdp
0 0 0

e enfin, on pose t=1—p?> donc dt=—2pdp:

ax (O 1 5 12
Vol (B) = _;L £1/2 dt_zﬂjo #1/2 dt:27rg[t%]0 _ ?ﬂ'



3.3 — Intégrales triples

Dans cette section:

Subdivisions des solides

Sommes de Riemann des fonctions de trois variables

Intégrales triples

Théoreme de Fubini

Théoréeme du changement de variables



Intégrale triple

Soit Q < R3 un ensemble borné avec bord 09 lisse (par
morceaux), et soit f : 2 — R une fonction de trois variables.

Définition — R?
e On choisit une subdivision S5 de -'5’,
. . 3 nn‘,
Q en petits cubes K; de taille §°, [e]e]
avec J qui tend vers zéro.

e On définit I'intégrale triple de f sur Q comme la limite (quand
elle existe) de la somme de Riemann associée a S5 et a des
points (x;, y;j, zi) € Ki n Q quelconque:

Jf f(x,y,z)dxdydz = I|m Z f(xi,yi,zi) 0

e On dit que f est intégrable si son intégrale est finie.

Proposition — Toute fonction f continue est intégrable selon
Riemann sur un ensemble Q) borné a bord lisse (par morceaux).




Signification géométrique et propriétés
Signification géométrique — Le graphe de f est une
hyper-surface de R* (difficile 3 dessiner):

) m f(x,y.2) dx dy dz = quadri-volume “algébrique”
sous le graphe de f.

. Jf |f(x,y,z)| dx dy dz = quadri-volume sous le graphe de f.

Propriétés — 1) Pour tout A, € R, on a

ﬁ”@fﬂwﬁmww:A”]hmww+uﬂyymww.

2) Si Q1 n Qy = surface ou courbe ou point ou &5, alors

xmywwﬂ—ﬁFWWW+ﬂwaw

QluQQ

etc



Théoreme de Fubini
Théoréme de Fubini — Soit f : Q < R3 — R continue.

e S5i Q est un parallélépipéede, alors

Q = [a, b] x[c,d] x[e, g]

b d g
jjjf(x,y,z) dxdy dz = J de dyf dz f(x,y, z)
a (o e
Q

(on intégre dans I'ordre qu’on veut)

e 5i Q est un ensemble borné quelconque, alors:

Q = {(x.y,2)| x€[a, b], ye[c(x),d(x)], ze[e(xy),g(x.y)]}

()
ij X,¥,2 dxdydz—deJ J dzfxy, z)
c(x e(x,y

(I'ordre d’intégration est forcé)



Exemple 1: calcul d'intégrales triples

Exemple — Q= [0,1]x[1,2]x[2,3] = R3

JJJ(X2—2yz) dx dy dz f dz J dyf dx (x? — 2yz)
Q

fu 5]
[ [0 G-) -[[p-r] e

:L3(§—4z—;+z> dz =L3(:1)’—3Z) dz



Exemple 2: calcul d'intégrales triples
Exemple — On veut calculer jjj (1 —2yz) dxdy dz

Q
ol Q est le cylindre plein de hauteur 3 et de base le disque

D={(xy,z)eR|x*+y*<1, z:O}.

e D’abord, on décrit explicitement € :

={(xy,2)| x> +y> <1, 0<z<3}
={(x,y,2) | xe[-1,1], ye[-V1—-x2,V1-x], ze[0,3]}

e Ensuite on applique Fubini:

[ﬂ(l_zyzmdydz f:dzﬂ (1 2y2) dx dy

3 Dl V1-x2
f f dx j dy (1 —2yz)
0 1 VI—x2

%



Exemples 2 (suite)

Exemple (suite) —

3 1 V1—x2
JJJ(I—Zyz) dxdy dz = f dzf dx j (1 —2yz)dy
2 0 ~1 V12

3 1 y=v1-x2
= J dzJ y — yzz dx

P -
J dzJ V1Iex2— (1-x¥)z+/1-x2 + (1—x2)z> dx
=J dzf 241 — x2dx
0 -1
/2
= 3J 2cos? t dt
—7/2

= 37



Changement de variables
Définition — Un changement de variables
X =(x,y,2) = h(u,v,w) = (x(&), y(d), 2())

est un difféomorphisme h:Q — Q: i h(d) = X
(bijection C! avec réciproque h™1(X) = @ aussi C1).

Théoréme — Soit f : Q = R® — R une fonction de X et X = h(ii)
un changement de variables. Alors

Hf(z) dx dy dz — ”f(h(a)) det Jy(5)| du cv dw
D g

ot Q= {i| h(d)eQ} et detJy,(i) estleJacobien de h.

Passage en coordonnées cylindriques et sphériques —

| dxdydz = pdpdpdz = r* sinfdr dpdf




Exemple 3: intégrale par changement de variables
Exemple — Considérons a nouveau fff (1 —2yz)dxdydz

ou  est le cylindre de hauteur 3 et de base le disque D.
e En coordonnées cylindriques, on a

Q={(p,9.2) | pe0,1], pe0,2n], z€[0,3]}

e Puisque dxdy dz =pdpdpdz, on a

fff 1—2yz) dxdydz-fdzfpdp f 1 —2psinpz) do

3
J dzf pdp <p+2pcos<pz]

0 ¢=0

3 1
=J dz (27r+2pz—2pz> pdp
0 0

3 1 1
=J dz | 27 pdp =37T[p2] =37
0 0 0



3.4 — Aire, volume, moyenne, centre de masse

Dans cette section:

Aire d'un domaine du plan

Volume d'un solide

Quantités totale et moyenne

Centre de masse et moment d'inértie



Motivation pour la définition générale d'aire

Remarque — Si D est un domaine borné de R?, I'intégrale

ﬂdxdy

représente le volume sous le graphe de la fonction f(x,y) = 1.

z

| ,
e b D

Ce solide 2 est un cylindre de hauteur H = 1 et de base D:

JJ dx dy = Vol (Q) = Aire (D) x H = Aire (D).
D



Aire d'un domaine du plan

Définition — L'aire d'un domaine D borné de R? est

Aire (D) = |[ ey
D

Proposition — Si D est la portion
du plan sous le graphe d’'une fonction
f:[a,b] = R positive, c'est-a-dire si

D = {(x,y) | xe[a,bl], y € [0,f(x)]},

b
alors: Aire (D) = j f(x) dx
a

b f(x) b
e En effet: ff dxdy = f dx f dy = f f(x) dx.
a 0 a

D




Exercice: aire d'un domaine du plan
Enoncé — Calculer I'aire du domaine borné D — R? délimité par
les courbes d'équation y = x> +2x + Ll et y = x3 + 1.

y
Réponse — D abord. on (?.essme D. et Yl Y
on trouve les deux points d'intersection / ,
%es courbes: (—1,0) et (0,1). y=|(x+1)
onc f X

Dz{( y)eER? | —1<x<0, x> +2x+1< y<x3+1}.

Ensuite on applique Fubini:

Aire (D) =ffdxdy f dx f2 , 1
X€+2X+

0
= f (x3—|—1—X2—2X—1) dx
-1

0
= 1x4—1x3—x2 =—E—1—|—1:3
4 3 1 4 3 12



Volume d'un solide
Définition — Le volume d’un solide Q borné de R3 est
p4

vol(Q):Udedydz
Q

Proposition — 5/ Q) est I'espace
sous le graphe d’une fonction
f:D c R?> > R*, c'est-a-dire si

Q= {(x,y,z) | (x,y) € D, z€|0, f(X7Y)]}7

alors: Vol () = JJ f(x,y)dxdy

e Car fﬂdxdydz_ﬂdxdyf é!}/z)—JJ f(x,y) dx dy.




Exemple 1: volume d'une boule en sphériques

Volume de la boule en coordonnées sphériques — En
coordonnées sphériques, la boule unité B s'écrit

B={(r,¢.0)| rel0,1], ¢ €[0,2n[, 6 €[0,x]}.

Puisque dx dy dz = r’>sinf dr dy df, on a

Vol (B) szfdxdydz
Jff r?sin0 dr do df

[0,1]x[0,27[ x

1 21
f J do J sind do
0

1 4
=§2W[—C059]0= 3 (1+1)= 3



Quantités totale et moyenne

Définition — En physique, si f : Q — R™ représente une
concentration de matiére (une densité volumique), ou une densité
de courant ou d’énergie, alors on appelle

e quantité totale de matiere / courant / énergie en Q2 le nombre

fif f(x,y,z)dxdydz

e quantité moyenne de matiére / courant / énergie en Q le

nombre 1
— f
Vol (@) fjf (x,y,z)dxdydz
Q



Exemple 2: moyenne

Exemple — Un matériau est réparti dans un cube Q =
selon la densité volumique f(x,y,z) = (;jly)z_

e La quantité totale du matériau est alors

JJJ X,V,2 dxdydz-f dxf X+y) dyf
= [ oo [l

:LR(RH R)a (1- 1)

1 1 R R R*
~[ZR 7R2] AN .
[2X+2 o R¥1 R+1

e Puisque Vol (Q) = R3, la quantité moyenne est

! fﬂf( Vdydz = = K
— X,Y,z =— ==
Vol (Q) Y YT RI Ry

Q

[0, RJ?

+1)

R

R+1



Barycentre

Définition — Si 1 : Q — R, denote la densité de masse d'un
matiériau contenu dans 2, on appelle

e masse totale le nombre M = Jffu(x,y,z) dx dy dz
D

e centre de masse (ou centre d’inertie, ou barycentre) le point
G de coordonnées

1
X6 = 11 fffx,u(x,y, z) dx dy dz

D
1
Y6 =1 nyu(x,y,Z) dx dy dz

D
1
zG = Mﬁ”zu(x,y,z)dxdydz
D



Moment d'inertie
Définition (suite) — Si r(x,y, z) est la distance d'un point
(x,y,z) a un point fixé P ou a une droite A:

e le moment d’inertie par rapport a P ou a A est le nombre
1 2
M r (Xa)/aZ)N(X,y,Z)dXdde-
Q

Nota — Un matériau est dit homogene si sa densité de masse p
est constante. Dans ce cas, sa masse dedans 2 est donnée par
I'intégrale

M = ,ufff dx dy dz = ;1 Vol (),
Q

et les formules du centre de masse et du moment d'inértie se
modifient en conséquence.



Exemple 3: centre de masse

Exemple — On cherche a déterminer le centre de masse du
demi-cylindre homogene (u = 1)

Q:{(X,y,z)eR3\x2+y2<R2, z e [0,H], y}O}.

e || est naturel de travailler en coordonnées cylindriques et d'écrire
le demi-cylindre comme

Q= {(p,cp,z) | pe[0,R], p€[0,7], z€ O, H]}

e Le calcul de la masse totale donne

mdxdydz =Jffpdpdg0dz
zfopdpj dwf dz :”R2H.




Exemple 3 (suite)

e Le centre de masse G a pour coordonnées cartésiennes

1
XG =Mfffxdxdydz
Q
K )ddd—if df J JHd—O
Y PC0550PP<PZ*MPPCOSSDSOOZ*
[9)

1
Y6 =Mjffydxdydz
k H 2 R3 4R
1 2 Tr.
=— d d dz=—— — 2H=—
MLP”LS'W‘”LZ TR?H 3 31
_i dx dy d.
zG =V zdxdydz

R H2 H
_Mf pdpfd‘pj zdz = R2H2W7_§

Ainsi G = (O7 gﬁ, %)




Exercice 1: quantité totale et moyenne
Enoncé — De /a farine s'éparpille au sol selon la densité

f(x,y) = ot (x,y) € R2.

1
2
(Ve y2+1)°
Trouver la quantité totale et moyenne de farine éparpillée sur un disque
D de rayon R > 0 centré en l'origine.

1
Réponse — En coord. polaires, ona f(p,p) = TESIE et
D={(p,¢)| pel0,R], @E[O,27r[}. Ainsi:

Quantité totale—ff g pdpdy
R +1
:L (’gpp+ ) J
:zﬂjo (p—i—l (p+ )

2[|n(p+1)+%] —or (ln(R+1) %).




Exercice 1 (suite)

Au final: o
Quantité totale = 27 ( n(R+1)— m)

Puisque

i R2
Aire (D ffpdpdgp f pdp dy = - 21 = TR?,
0
on a
Quantité moyenne = fj 5 pdp dp
Alre

:; (|n(R+1)_RL;1)



Exercice 2: centre de masse

Exercice — Calculer le centre de masse du solide Q2 composé de la
demi-boule B et du cylindre C suivants:

B (r,,0) | re[0,R], pel0,2r], Oe [7r/277r]}
¢ ={(b.9.2)| pel0.R], pelo.2n], ze[0,R]},

et avec la densité de masse ji(x,y, z) = 7.

Réponse — Puisque Q = B u C, et B C = courbe, le centre de masse
G a coordonnées

1
X6 = o jJ.J‘x,u(x,y,z) dxdy dz (idem pour yg et zg),
o}
Q

o Mg—Ms+Mc et fﬂzgpw

e Les intégrales se calculent:
2

en coordonnées sphériques sur B, ol y(r, p,0) = r?cos? 6,

en coordonnées cylindriques sur C, ot u(p, ¢, z) = 2°.



Exercice 2 (suite)

e Calcul de la masse de Q:

= JJJ r? cos? 6 r’sin6 dr dy db
Jr dr f J cos? fsin 0 df
/2

2R
o], -
T 3cos@7r2 5

= fszzpdpdgo dz
C

R 27 R 2
R R
:fpdpfdgofzzdz = — 27 —
0 0 0

. 2 1 77 RS
Au final: MQ=MB+M6=(+>7TR5= UEAN

15 3




Exercice 2 (suite)

2 2
e Puisque J cospdp =0 et J sinpdp =0, on a:
0

XG :/\/l Jffxyxy, dx dy dz

1

21
= —J r er cos<pdg0J cos? fsin® 0 do
MQ 0 /2

1 (R 27 R
+—Jp dpj coswdwfzzdz =0
0
S = e ”fy/m% dx dy dz

1 27
=—f r>dr J smgodgoj cos® 0sin® 6 d
Mq 0 0 /2

1 R 27 R
+—Jp2dpf singpdngz2dz =0
Mq Jo 0 0



Exercice 2 (suite)

Enfin:
1
ze = —Jjjz,u(x,y,z) dx dy dz
Mq
Q
1 R 21 T
=7Jr5drfd<pj cos® fsinf df
Mq /2
R
depj fz3dz
0
15 (R® R>, R
_ N oon = 2costo LA A
77TR3<6 dl 4C°s ]ﬂ/zJ’z 774)

_ 157 R _i+}
" 7rR3 12 ' 4

_15R% 2
7 12
5R3

14



Exercice 2 (suite)

e En conclusion, le barycentre G de Q a pour coordonnées
G = (0,0,5R%/14)
Puisque 5R3/14 > 0, il se trouve dans la partie cylindrique.
e Le barycentre se trouve a l'intérieur de € si
5R3/14 < R

c'est-a-dire si R < 4/14/5.
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