TD 2 - GRAPHE DE FONCTIONS, COMPOSEES

Exercice 6 — Lignes de niveau et graphe
Trouver les lignes de niveau des fonctions suivantes et dessiner celles des niveaux indiqués.
Ensuite, dessiner le graphe de f en remontant chaque ligne de niveau a son hauteur.

a) f(z,y) = /22 + y?, dessiner les lignes des niveaux 0, 1, 2, et 3.
b) f(z,y) = 2% + 4y, dessiner les lignes des niveaux 0, 1, 4 et 9.

2
c) flz,y) = 4 (avec x + 0), dessiner les lignes des niveaux 0, 1, 2, —1 et —2.
x

Corrigé
On note Ly(a) la ligne de niveau a € R de la fonction f: Dy = R* — R.

cercle de centre O et de rayon @ si a > 0

2) Ly(a) = {(z,9) e R | /a2 + 32 =a} = { (0,0) sia=0
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b) Li(a) = {(z,y) € R? | 2 + 4y* = a}
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Exercice 7 — Graphe de fonctions
Trouver a quels graphes correspondent les fonctions suivantes.

a) f(z,y) =2+ 4y? c) f(z,y) = xy?
b) fla,y) =% d) f(z,y) = sin(z) + sin(y)

3 \

Pour répondre (en faisant le moins de calculs possibles), on va essayer d’identifier & quel graphes
correspondent les fonctions :

e en calculant leurs lignes de niveau et en les comparant a celles désinée sur les graphes ;
e en mettant en évidence des propriétés interessantes.

Remarquons que les fonctions a), b), ¢) sont non bornées tandis que les fonctions d), e), f) le sont. On
en déduit déja les correspondances fonctions-graphes : (a, b, ¢)-(A, C, F) et (d, e, {)-(B, D, E)
a) Graphe C)
En effet, vu la remarque précédente, le graphe de la fonction a) est A, C ou F. Les lignes de
niveau de cette fonction sont des ellipses, donc la seule possibilitést le graphe C).

b) Graphe F)
On a ecore le choix entre les graphes A) et F). Comme les lignes de niveau de la focntion sont

La(f) = (@) e B\z = 0) | 2 = 0} = {(2,9) € R:\{z = 0}) | 2y = az},
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c’est-a-dire des droites, la seule possibilité est le graphe F).

c) Graphe A)
C’est la seule possibilité qui reste ;) (vous pouvez aussi vous amuser a calculer les lignes de niveau
pour vérifier).

d) Graphe D)
En effet, on a le choix entre les graphes B), D) et E). Si on réalise une coupe dans le plan
d’équation = + y = 0, on obtient f(z,y) = sin(z) + sin(y) = sin(x) + sin(—z) = 0. La seule
possibilité est donc le graphe D).

e) Graphe B)
On peut refaire exactement le méme raisonnement que précédement mais cette fois ci en faisant
une coupe dans le plan d’équation x = 0. La seule possibilité est donc le graphe B).

f) Graphe E)
C’est la seule possibilité qui reste;). On peut aussi argumenter en disant que c’est la seule
fonction & symétrie radiale et donc son graphe doit étre invaviant par rotation d’axe Oz.

Exercice 8 — Composées
Calculer les possibles composées des fonctions suivantes :

2

fiRE R, f(a,y) = Vet o? F:R'—R, Fluv)= 5
g:R—R, g(z)=2z'+1 h:R? —R2  h(p,0) = (pcosh, psinb)

v:R—R% @)= (t+1,t—1)

Corrigé

Le tableau ci-dessous résume les compositions possibles. Il se lit “ligne rond colonne”. Par exemple,
dans la case de la deuxiéme ligne et troisiéme colonne, on se pose la question si F' o g est possible.

—~

o f F g h y
f | NON | NON | NON | oui oui
F | NON | NON | NON | oui oui
oui oui oui | NON | NON
NON | NON | NON | oui oui
v | oui oui oui | NON | NON

<

1. foh(p,0) = f(h(p,0)) = f(pcost,psind) = /(pcosh)? + (psind)? = |p|
2. for(t) = f(v(t) = ft+ 1t —1) = /(E + 12+ (¢ — 1)2 = /262 + 2

cos 6)? cos 0 2
3. Foh(p,ﬁ) = F(h(p,e)) = F(PCOSH’PSina) = ((I/O)Sin(g))Z = (Siﬂ@) - (tai9)2
9 2
4. Foq(t)=F(y(t) = F(t+1,t—1) = E:tBQ = (iti)

5. 90 f(z,y) =g9(f(z,y)) = flz,y)*+1= (\/3:2 +y2>4 +1= (xz +y2)2 +1

u?\* u®
6.goF(u,v)zg(F(u,v))=F(u,v)4+1=(U2> +1=$+1
4

7. gog(2) = g(g(z)) =g(z)* +1 = (* + 1)4 +1
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8. hoh(p,0) = h(h(p,0)) = h(pcosb, psinf) = (pcosb cos(psinb), pcosdsin(psin f))
9. hov(t) = h(y(t)) =h(t+1,t —1) = ((t + 1) cos(t — 1), (t + 1) sin(t — 1))

10. vo f(z,9) = 7(f@,1) = (F@.9) + 1, f@@,9) — 1) = (Va2 + 2 + L,v/a? + 37 - 1)
u2 'LL2
11. yo F(u,v) = v(F(u,v)) = (F(u,v) + 1, F(u,v) — 1) = (ﬁ +1, 5= 1)

12. vog(2) = 'y(g(z)) = (g(z) +1,9(2) — 1) = ((24 +1)+1, (24 +1)— 1) = (z4 + 2, z4)

Exercice 9 — « Décomposées »
Exprimer les fonctions suivantes comme composées de fonctions élémentaires :

2) f(ay) = Vit Ty ©) F(z,y,2) = sin(a? + 3y2)
) 1
b) glz,y) = en) G C@v2) = s

a) ff fsofoofi, RZLR xR, BRLBR,, f(z,y) =2y, flu,v)=utv, fi(t) =
t

b) g=gsosinog, RZBRBVBREBR,, fi(z,y) =ay, fst)=¢

c) F=sinoF;,, REEBRIBR,  F(z,y,2) =22+ 3yz,

1
d) G=Gy0Gy, RON{(0,0,00} BR* BR*  Gi(a,y,2) =22+ 12+ 2% Ga(t) = -

Exercice 10 — Changement de coordonnées de fonctions
Exprimer les fonctions suivantes en coordonnées cylindriques (p, ¢, z) et sphériques (r, 6, ).

a) f(x,y,2) = 2(2> + %) g) F(z,y,2) = In(2® +y* + 2%)
b) g(x,y,2) = x(y® + 2°) h) G(z,y,2) = a* +y* - 2°

¢) h(z,y,z) = 24/22 + 2 . 22+ y2 4z
d) u(z,y,2) = (2 +y%)? + 2* i) H(z,y,2) = PR+
e) v(z,y,z) 932; ?JQ;‘ 222 xy i) Uz, y,2) = xy + 22

f) w(z,y,2) = W k) V(z,y,z2) = (22 + y2)622

Corrigé

a) f(z,9,2) = 2(z* + %) = z[(pcos )* + (psinp)*] = 2p” = F(p, ¥, 2)
= rcos 0] (r cos ¢ sin 6)% + (rsin @ sin 9)2] = rcosf[(rsin «9)2]
— r3cos 0 sin?0 = f(r,0,p)

b) g(x,y,z) = x(y2 + 22) = pcos go[(psin cp)2 + 22] = pcos <,0(p2 sin290 + z2) = g(p, p, 2)
= rcos ¢ sin [ (rsin ¢ sin ) + (r cos§)?]

= r3cosp sin9(sin2<,0 sin?6 + 00529) = g(r, 0, p)
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¢) h(z,y,2) = 2/z% + 4% = 24/(pcos p)? + (psin)? = zp = h(p, v, 2)

— rcos 04/ (r cos psin#)2 + (rsin psin )2 = rcos 9\/7“2 sin26 (cos2p + sin?yp)

= r2cos 0 sind = h(r, 0, ) (0<f<7m = sinf=>0 = Vsin? =sinb)
d) u(z,y,2) = (a* +y°)* + 2* = [(pcos p)
= [(r cos psin6)? + (rsin psin6)
=74 (sin49 + 00849) = a(r, 0, p)

e) v(z,y,2) =22+ 1>+ 22 —ay = p? + 22 — pcosp - psinp

2+ (psing)?])? + 2% = pt + 24 = @(p, v, 2)
2]2

+ (rcosf)t = (r2 sin29)2 + % cos’

= p*(1 —sinpcosp) + 2° = ¥(p, p, 2)

=72 —rcospsinf - rsingsinf = (1 — sin ¢ cos wsin) = 9(r, 6, )
2,2 .2 2,2
Tty —=z p-—=z 5
f) w(z,y,2) = 22 + y? + 22 = 02+ 22 = w(p, ¢, 2)

2 cos?¢ sin@ + r2 sin? cp sin%@ — 72 cos0 sin%6 — cos?6

12 cos2¢ sinf + r2 sin®p sin?0 + 2 cos20  sin®6 + cos26
= 2sin%0 — 1 = i (r, 6, )

g) F(z,y,2) =ln($2+y2+z2) =In(p* + 2 ) = F(p,¢,2)

In(r?) = F(r,,0)

h) G(:L'vya )—CL' +y _Z =p _Z2 G(Pa% )
= (rsin 9) — (7 cos 9) = 7‘2(sm 0 — cos® 0) = —r? cos(20) = é('r’, ©,0)

i Sh P =R p+z

i) H(:c,y,z)z x2+y2+z2 = p2+z2 ZH(p,QO,Z)
sin @ + cosd -
= =—H 0
" (r,,0)

§) Ulz,y,2) = zy + 2° = p* cospsinp + 2° = U(p, ¢, 2)
= r2(cos psin @ sin?6 + cos?8) = U(r, ¢, 6)
k) V(z,y,2) = (2® + y2)ez2 =p? e V(p,p,2)

. 2 2 ~
= r2sin%ge” 0 = V(r, ,0)
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