
TD 3 – DÉRIVÉES, GRADIENT, DIFFÉRENTIELLE, JACOBIENNE

Exercice 11 – Dérivées partielles
Pour les fonctions suivantes, calculer les dérivées partielles (où exactes s’il n’y a qu’une variable) et détérminer
l’ensemble où les fonctions sont différentiables :

a) fpx, yq “ y sinpxyq
b) gpu, vq “

´
uv2, 1

u`v´1

¯

c) hpx, y, zq “
´
x2py ` 1q, xz2, y ` 1

¯

d) γptq “ `?
2 ` t,

?
2 ´ t

˘

e) GpR, T q “ R3T ` R2T 2 ` RT 3

f) φpp, qq “ `
lnpp2q2q, lnpp ´ q ` 1q˘

g) upω, tq “ `
eωt, sinpωtq,ωt˘

h) F pr, θ,ϕq “ `
r cosϕ, r sin θ

˘

Corrigé

a) fpx, yq “ y sinpxyq
Bf
Bx px, yq “ y2 cospxyq
Bf
By px, yq “ sinpxyq ` xy cospxyq

Domaine : Df “ R2. Puisque les dérivées partielles sont définies et continues sur R2, la fonction
f est de classe C1 sur R2.

b) gpu, vq “
´
uv2, 1

u`v´1

¯

Bg
Bupu, vq “

´
v2,´ 1

pu ` v ´ 1q2
¯

Bg
Bv pu, vq “

´
2uv,´ 1

pu ` v ´ 1q2
¯

Domaine : Dg “
!

pu, vq P R2 | u ` v ´ 1 ‰ 0
)
. Puisque les dérivées partielles sont définies et

continues sur Dg, la fonction g est de classe C1 sur Dg.

c) hpx, y, zq “
´
x2py ` 1q, xz2, y ` 1

¯

Bh
Bxpx, y, zq “

´
2xpy ` 1q, z2, 0

¯

Bh
By px, y, zq “

´
x2, 0, 1

¯

Bh
Bz px, y, zq “

´
0, 2xz, 0

¯

Domaine : Dh “ R3. Les dérivées partielles sont définies et continues sur R3, donc la fonction h
est de classe C1 sur R3.

d) γptq “ `?
2 ` t,

?
2 ´ t

˘

γ1ptq “ ` 1

2
?
2 ` t

,
´1

2
?
2 ´ t

˘
.

Domaine : Dγ “
!
t P R | 2 ` t ě 0, 2 ´ t ě 0

)
. La dérivée est définie et continue sur l’ensemble

D “
!
t P R | 2 ` t ą 0, 2 ´ t ą 0

)
, donc la fonction γ est dérivable sur D et même de classe C1.
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e) GpR, T q “ R3T ` R2T 2 ` RT 3

BG
BR pR, T q “ 3R2T ` 2RT 2 ` T 3

BG
BT pR, T q “ R3 ` 2R2T ` 3RT 2

Domaine : DG “ R2. Puisque les dérivées partielles sont définies et continues sur R2, la fonction
G est de classe C1 sur R2.

f) φpp, qq “ `
lnpp2q2q, lnpp ´ q ` 1q˘

Bφ
Bp pp, qq “

´2pq2

p2q2
,

1

p ´ q ` 1

¯
“

´2

p
,

1

p ´ q ` 1

¯

Bφ
Bq pp, qq “

´2p2q

p2q2
,´ 1

p ´ q ` 1

¯
“

´2

q
,´ 1

p ´ q ` 1

¯

Domaine :

Dφ “
!

pp, qq P R2 | p2q2 ą0, p´q`1 ą 0
)

“
!

pp, qq P R2 | p ‰ 0, q ‰ 0, q ă p`1
)
.

Puisque les dérivées partielles sont définies et continues sur Dφ, la fonction φ est de classe C1 sur
Dφ.

g) upω, tq “ `
eωt, sinpωtq,ωt˘

Bu
Bω pω, tq “ `

teωt, t cospωtq, t˘

Bu
Bt pω, tq “ `

ωeωt,ω cospωtq,ω˘

Domaine : Du “
!

pω, tq P R2
)

“ R2. Puisque les dérivées partielles sont définies et continues sur
R2, la fonction u est de classe C1 sur R2.

h) F pr, θ,ϕq “ `
r cosϕ, r sin θ

˘

BF
Br pr, θ,ϕq “ `

cosϕ, sin θ
˘

BF
Bϕ pr, θ,ϕq “ ` ´ r sinϕ, 0

˘

BF
Bθ pr, θ,ϕq “ `

0, r cos θ
˘

Domaine : DF “
!

pr, θ,ϕq P R3
)

“ R3. Les dérivées partielles sont définies et continues sur R3

donc la fonction F est de classe C1 sur R3.

Exercice 12 – Gradient et différentielle des fonctions réelles
Pour les fonctions suivantes, ecrire le gradient et la différentielle en tout point, et puis au point indiqué :

a) fpx, yq “ y sinpxyq en
`
1, π2

˘
b) GpR, T q “ R3T ` R2T 2 ` RT 3 en p3, 2q
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Corrigé

a) fpx, yq “ y sinpxyq

ÝÑ∇fpx, yq “
¨
˝ y2 cospxyq

sinpxyq ` xy cospxyq

˛
‚ ÝÑ∇fp1,π{2q “

¨
˝

π2

4 cospπ{2q
sinpπ{2q ` π

2 cospπ{2q

˛
‚“

¨
˝ 0

1

˛
‚

dfpx,yq “ y2 cospxyq dx `
´
sinpxyq ` xy cospxyq

¯
dy dfp1,π{2q “ 0 ¨ dx ` 1 ¨ dy “ dy

b) GpR, T q “ R3T ` R2T 2 ` RT 3

ÝÑ∇GpR, T q “
¨
˝ 3R2T ` 2RT 2 ` T 3

R3 ` 2R2T ` 3RT 2

˛
‚ ÝÑ∇Gp3, 2q “

¨
˝ 3 ¨ 9 ¨ 2 ` 2 ¨ 3 ¨ 4 ` 8

27 ` 2 ¨ 9 ¨ 2 ` 3 ¨ 3 ¨ 4

˛
‚“

¨
˝ 86

99

˛
‚

dGpR,T q “
´
3R2T `2RT 2`T 3

¯
dR`

´
R3`2R2T `3RT 2

¯
dT dGp3,2q “ 86 dR`99 dT

Exercice 13 – Dérivée directionnelle
Pour les fonctions suivantes, trouver la dérivée directionnelle dans la direction du vecteur donné :

a) fpx, yq “ y lnpxyq dans la direction de �v “�ı ` 2�

b) gpx, y, zq “ x eyz dans la direction de �v “�ı ´ 2� ` 3�k .

Corrigé

Pour calculer la dérivée directionnelle d’une fonction suivant la direction d’un vecteur donné, il suffit
de d’effectuer le produit scalaire du gradient de la fonction avec le vecteur donné. On a donc :

a) B�vfpx, yq “ ÝÑ∇fpx, yq¨p�ı `2� q “
¨
˝

y
x

lnpxyq ` y x
xy

˛
‚¨

¨
˝1

2

˛
‚“

¨
˝

y
x

lnpxyq ` 1

˛
‚¨

¨
˝1

2

˛
‚“ y

x
`2 lnpxyq`2

b) B�vgpx, yq “ ÝÑ∇gpx, yq ¨ p�ı ´ 2� ` 3�k q “

¨
˚̊
˚̋

eyz

xz eyz

xy eyz

˛
‹‹‹‚¨

¨
˚̊
˚̋

1

´2

3

˛
‹‹‹‚“ p1 ´ 2xz ` 3xyqeyz

Exercice 14 – Dérivée directionnelle
Un randonneur se promène sur une montagne qui ressemble au graphe de la fonction fpx, yq “ xy2, dans
un voisinage du point p2, 1q. Il arrive au point p2, 1, 2q “ p2, 1, fp2, 1qq de la montagne depuis la direction
�d “ 2�ı ´� , et là demarrent trois chemins de direction

�u “�ı ´ 2� , �v “�ı `� et �w “� ´�ı .

a) Quel chemin doit-il prendre pour monter la pente le plus doucement possible ?

b) Quelle est la direction où il faudrait réaliser un nouveau chemin qui monterait la pente le plus
rapidement possible ?

c) Au retour, en passant par le même point, quel chemin doit-il prendre, parmi les quatre existant, pour
descendre la pente le plus rapidement possible ?
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Corrigé

Pour resoudre cet exercice il faut utiliser la signification des dérivées directionnelles de f , analogue à
celle de la dérivée d’une fonction d’une seule variable : la dérivée B�vfpx, yq indique la croissance de
la fonction f au point px, yq dans la direction �v. Attention : si �v n’est pas un vecteur de norme 1, la
“direction” de �v est donnée par le vecteur unitaire �v{||�v||.
Il faut aussi savoir que le gradient de f en px, yq indique la direction de plus forte croissance de f en
px, yq.

a) Pour monter le plus doucement possible il faut choisir le chemin dans la direction qui donne la dérivée
directionnelle de f au point p2, 1q qui soit positive et plus petite possible.
Puisque les vecteurs indiqués ne sont pas unitaires, calculons les vecteurs unitaires associés :

�u “�ı ´ 2� “ p1,´2q ùñ �U “ �u

}�u} “ 1?
1 ` 4

p1,´2q “ 1?
5

p1,´2q,

�v “�ı `� “ p1, 1q ùñ �V “ �v

}�v} “ 1?
1 ` 1

p1, 1q “ 1?
2

p1, 1q,

�w “� ´�ı “ p´1, 1q ùñ �W “ �w

}�w} “ 1?
1 ` 1

p´1, 1q “ 1?
2

p´1, 1q.

Pour calculer les dérivées directionnelles on utilise le gradient de f en p2, 1q :

ÝÑ∇fpx, yq “
¨
˝ y2

2xy

˛
‚ donc ÝÑ∇fp2, 1q “

¨
˝1

4

˛
‚.

Les dérivées directionnelles de f dans les directions de �u, �v et �w, au point p2, 1q, sont donc

B�Ufp2, 1q “ ÝÑ∇fp2, 1q ¨ �U “ 1?
5

¨
˝1

4

˛
‚¨

¨
˝ 1

´2

˛
‚“ 1?

5
p1 ´ 8q “ ´ 7?

5
,

B�V fp2, 1q “ ÝÑ∇fp2, 1q ¨ �V “ 1?
2

¨
˝1

4

˛
‚¨

¨
˝1

1

˛
‚“ 1?

2
p1 ` 4q “ 5?

2
,

B �W fp2, 1q “ ÝÑ∇fp2, 1q ¨ �W “ 1?
2

¨
˝1

4

˛
‚¨

¨
˝´1

1

˛
‚“ 1?

2
p´1 ` 4q “ 3?

2
.

La direction de plus douce croissance est donc celle de �w.

b) La direction de plus forte croissance en p2, 1q est celle de ÝÑ∇fp2, 1q “
¨
˝1

4

˛
‚“�ı ` 4� .

c) Pour descendre le plus rapidement possible il faut choisir le chemin dans la direction qui donne la
dérivée directionnelle de f au point p2, 1q qui soit négative et plus grande possible en valeur absolue.
On a

�d “ 2�ı ´� “ p2,´1q ùñ �D “
�d

}�d} “ 1?
1 ` 4

p2,´1q “ 1?
5

p2,´1q,

donc

B �Dfp2, 1q “ ÝÑ∇fp2, 1q ¨ �D “ 1?
5

¨
˝1

4

˛
‚¨

¨
˝ 2

´1

˛
‚“ 1?

5
p2 ´ 4q “ ´ 2?

5
.

La direction de plus forte descente est donc celle de �u.
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Exercice 15 – Matrice Jacobienne des fonctions vectorielles
Pour les fonctions vectorielles suivantes, calculer la matrice Jacobienne et, si possible, le déterminant Jacobien
en tout point, et puis au point indiqué :

a) gpu, vq “
´
uv2, 1

u`v´1

¯
en p1, 1q

b) hpx, y, zq “
´
x2py ` 1q, xz2, y ` 1

¯
en p1, 0, 1q

c) φpp, qq “ `
lnpp2q2q, lnpp ´ q ` 1q˘

en p1, 1q
d) upω, tq “ `

eωt, sinpωtq,ωt˘ en pπ, 1q
e) F pr, θ,ϕq “ `

r cosϕ, r sin θ
˘

en p?
2, π4 ,

π
4 q

Corrigé

a) gpu, vq “
¨
˝ uv2

1
u`v´1

˛
‚ ùñ Jgpu, vq “

¨
˝ v2 2uv

´ 1
pu`v´1q2 ´ 1

pu`v´1q2

˛
‚ Jgp1, 1q “

¨
˝ 1 2

´1 ´1

˛
‚

det Jgpu, vq “ ´ v2

pu ` v ´ 1q2 ` 2uv

pu ` v ´ 1q2 “ 2uv ´ v2

pu ` v ´ 1q2 det Jgp1, 1q “ 1

b) hpx, y, zq “

¨
˚̊
˚̋

x2py ` 1q
xz2

y ` 1

˛
‹‹‹‚ ùñ Jhpx, y, zq “

¨
˚̊
˚̋

2xpy ` 1q x2 0

z2 0 2xz

0 1 0

˛
‹‹‹‚ Jhp1, 0, 1q “

¨
˚̊
˚̋

2 1 0

1 0 2

0 1 0

˛
‹‹‹‚

det Jhpx, y, zq “ ´4x2py ` 1qz det Jhp1, 0, 1q “ ´4

c) φpp, qq “
¨
˝ lnpp2q2q

lnpp ´ q ` 1q

˛
‚ ùñ Jφpp, qq “

¨
˝

2
p

2
q

1
p´q`1 ´ 1

p´q`1

˛
‚ Jφp1, 1q “

¨
˝ 2 2

1 ´1

˛
‚
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det Jφpp, qq “ ´ 2

ppp ´ q ` 1q ´ 2

qpp ´ q ` 1q “ ´ 2pp ` qq
pqpp ´ q ` 1q det Jφp1, 1q “ ´4

d) upω, tq “

¨
˚̊
˚̋

eωt

sinpωtq
ωt

˛
‹‹‹‚ ùñ Jupω, tq “

¨
˚̊
˚̋

teωt ωeωt

t cospωtq ω cospωtq
t ω

˛
‹‹‹‚ Jupπ, 1q “

¨
˚̊
˚̋

eπ πeπ

´1 ´π

1 π

˛
‹‹‹‚

e) F pr, θ,ϕq “
¨
˝ r cosϕ

r sin θ

˛
‚ ùñ JF pr, θ,ϕq “

¨
˝ cosϕ 0 ´r sinϕ

sin θ r cos θ 0

˛
‚

JF p?
2,π{4,π{4q “

¨
˝ cospπ{4q 0 ´?

2 sinpπ{4q
sinpπ{4q ?

2 cospπ{4q 0

˛
‚“

¨
˝

?
2{2 0 ´1

?
2{2 1 0

˛
‚
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