TD 4 - REGLE DE LA CHAINE POUR LA DERIVEE DES COMPOSEES

Exercice 16 — Régle de la chaine
Soient x = z(t) et y = y(t) deux fonctions dérivables en tout ¢ € R. Trouver la dérivée par rapport a ¢ de

a) f(z,y) = a® + 3xy + 5y° b) g(z,y) = In(a? +y?) c) h(z,y) = (wiylﬁy>

a) Pour f(z,y) = 2% + 3xy + 532, appelons f(t) = f(x(t),y(t)), alors :

of

F(#) = == (2(), y(t) «'() + == (2(t), y(1)) ¥/ (t) = (22(2) + 3y(1)) «'(t) + (3z(t) + 10y(2)) ¥/ (2).
or oy

b) Pour g(z,y) = In(z? + y?), appelons  §(t) = g(z(t),y(t)), alors :

70 = 52 (@(0), ) (1) + F2(z(0).9(0) ¥
_w 2yt o _ 2600 + 50y (0)
o+ 607 " wor+eor YT T oy woy
) Soit h(t) (hl(x(t),y(t)), hg(:v(t),y(t))> avec hi(z,y) xf_y et hao(z,y) %y

Exercice 17 — Régle de la chaine
Soit f : R? — R une fonction différentiable sur R?, de variables (x,%). Trouver la dérivée de f par rapport
a t quand

a) r =sint et y = cost b) z=etety=c¢

Corrigé

a) Pour x = sint et y = cost, appelons f(t) = f(sin t, cos t), alors :

f(t) = gi( z(t),y(t)) ' (t) = g—i(sint,cos t) cost — a—f(smt cost) sint.

O.90) @) + 5 I

b) Pour 2z = e~ et y = €f, appelons  f(t) = f(et,e?), alors :

70 = 2 @0,00) 20 + L w10),00) ) = L () et + Lt e
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Exercice 18 — Régle de la chaine

Soit f une fonction de plusieurs variables a valeur réelle, de classe C'!. Calculer les dérivées partielles de la
fonction g en fonction des dérivées partielles de f, dans les cas suivants :

a) g(x,y,2) = f(2? + 3yz,y? — 2?) d) g(z,y) = f(sinz,siny, ry?)
b) g(z,y,2) = (f(=* + 3yz,y* — z2))2 e) g(z,y) = In(f(sinz,siny, zy?))
C) g(a:,y, Z) =1In (f(mz + 3yz7y2 _ 22)) f) g(x, y) _ ef(sinx,siny,xyz)

Corrigé

Premiére méthode : avec les matrices Jacobiennes

Les dérivées partielles d’une fonction sont les entrées de sa matrice jacobienne, et comme la matrice
jacobienne d’une composée est le produit des matrices jacobienne, dans les exemples donnés, il suffira
d’écrire sous forme de composition les fonctions proposées puis effectuer le simple produit matriciel.

On défini :
o F:R3— R?par F(z,y,2) = (22 + 3yz,y? — 22),
e G:R? - R3 par G(z,y) = (sinz,siny, zy?).

On a
) - aa(:}sy:) (?(x2§;/3y:) a(ﬁ;iz) NEEED)
y&;Z) 6(ya;z) 8(ya;z) 0 2y —2
fing) o)\ feosy
Jeloy) = % a(%zy) =1 0 cosy
Arh) A |\ g2 oy

a) On pose p = (z,y,2) et on remarque que g = f o F'. Appelons (u,v) les variables de f. Donc

<§796(P) =) %(M) = Jy(p)
= Jyor (p)
= J;(F(p)) Jr(p)

2¢ 3z 3
— (Z(Fw) ZLFEW)) !

0 2y —2z
— (%X (F@) 3:Z(F) + 2L (F) 3y%(F®) - 2:% (F)))

En identifiant les coefficients des matrices, puis en substituant p et F'(p) par leur valeur respective,
on obtient finalement :

dg _i 2 2 2y _ ﬁ 2 22
L(@,9,2) = o= (£@® + 3yz, 9% = ) = 205 (0% + Byz, 9 — )
dg _i 2 2 .2\ _ ‘if 2 2 .2 ‘lf 2 22
ay(w,y,Z)—gy(f(ﬂﬂ +3yz,y" — 2 )) =325 (2% + 3yz,y” — 27) + 2y (a7 + 3yz,y” — 27)

9

0 0
~ (#,9,2) = o (f(x2 +3yz, 42 — 22)) =3y /

ou

(2% + 3yz,y? — 22) — 22'(;?;

(22 + 3yz, 4 — 22),

ce qui est trés (trés) lourd (a écrire) !
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b) La fonction donnée est juste la composée de la fonction du a) avec la fonction carrée.

g _ 0 2 2 212

ax(xayvz) - oz ((f(ﬂl‘ +3y2,y -z )) )
_ 2 2 J .2
= 2f (22 + 3yz,y? — 22 83:( z? + 3yz, 4% — 2 ))

2\ Of

= 4z f(z® + 3yz,9° — 2 ) (x + 3yz, 4% — 22). (vu a))

On fait de méme pour obtenir % et %
c¢) La fonction donnée est juste la composée de la fonction du a) avec la fonction In.

0 0
Z(@,y.2) = 5 (In (F@ +3y2,47 =) )

1 0
- f(22 + 3yz,y? — 22) oz (f(iUQ + 3yz,y2 _ z2))

2 0
Gk 3y: y? = 2% af (2* +3yz,y° = 2°). (vu a))

On fait de méme pour obtenir g—i et %

d) On procéde comme précédement. On pose p = (z,y) et on remarque que g = f o G. On appelle
(u,v,w) les variables de la fonction f. On a :

<§7“£(p) %(M) = Jy(p)
= Jfoc(p)
= J¢(G(p)) Ja(p)

COS T 0
:<%(G(p)) %(G(p)) %(G(p)» 0 cosy
y2 2xy

= (cosw%(G(p)) + 785 (G(p) cosyS(G(p)) + 22y 5L (G(P)))'

En identifiant les coéfficients des matrices, puis en substituant p = (x, %) et G(p) = (sin z, siny, zy?)
par leur valeur respective, on obtient finalement :

é’g . i . . 2 al é’f
%(x,y) =% (f(smaz,smy,xy )) = cos:cau(sma: siny, zy?) + > E ——(sin z, siny, zy°)

dg _d : : 2\ of . . of .. : 2
% (z,y) = 3 (f(sma:,smy, Ty )) = cosy— (sinz,siny, zy?) + 2:Eyaw (sinz, siny, zy“),

ce qui est encore trés (trés) lourd (& écrire) !

e) La fonction donnée est la composée de la fonction du d) avec la fonction In. On a

99 _ 0 o ,
%(%y) = %(ln (f(smx,smy,xy )))
1 o _ . )
— f(sinx,siny,wy2)£(f(smx’smy’ zy ))
1 a . . a . .
) f(sinx siny acy2) (COS$£(SIH$’Slny’xy2) + 312%(81111’,81113/, 1‘3/2)) : (Vu d))

On fait de méme pour obtenir %'
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f) La fonction donnée est la composée de la fonction du d) avec la fonction exp. On a

gi(w,y) _ aa:l:(ef(sinx,siny,zyQ))

_ of(sinzsinyay?) (j (f(sin x,siny, $92)>
x

- 0 0
= ¢fGinasiny,zy?) (cos x%(sin x,siny, xy?) + yzi(sin x,siny, xy2)> . (vu d))

On fait de méme pour obtenir %'

Deuxiéme méthode : calcul direct

Pour fixer la notation des variables de f, on pose f : R?> — R, (u,v) — f(u,v). Appelons f(:n, Y, 2) =
flu@,y, 2),v(z,y,2)) avec u(z,y,z) = z° + 3yz et v(z,y,2) = y* — 2°, alors :

L 0,9 = L (a1, 000,9,9) 228D 4 D 4,2 (s, ,9) LD
= %(ﬁ + 3yz,y? — z2) 2z + 0

(g(az,y,z) - Zi(u(m,y,z),v@,y, 2)) a“@;’yy’ 2, ?Z(u(x,y,z),v(x,y,z)) a“(gyy’z)
= gi(aﬁ + 3yz, y2 = z2) 3z + Z(‘TQ + 3yz, y2 = z2) 2y

L 9 = L (a9, ) D W 402 00y, D)
= gi(x? +3yz,y* —2%) 3y + Z;’j(:ﬂ +3yz,y° — 2%) (—22)

a) On a g(m,y,z) = f(x7y7 2)7 alors

og of 6’9(

of
a?(xayaz) - 875(3($7y72)7 aiy

dg of
z,Y,z )_ ay(m y Yy % )7 &(xayaz) = g(wﬂywz)y

avec les dérivées partielles de f (z,y,z) données ci-dessus.
b) Silon pose F: R — R, s — F(s) = s?, on a g(z,y,2) = (F o f)(:z:,y, z), alors

69(

. of of
5, @ :2) = F'(f(z,y,2)) a—i(aj,y,z) =2f(2® + 3yz,y* — 7°) %(m,y, z)

dg _ I (F (lf _ 2 2_ 2 if
@(xvyaz) =F (f(.%',y,Z)) ay (x7y72) - Qf(w + 3y2,y < ) ay (%% Z)
) of
afg(axy, z2) = F'(f(z,y,2 ) (z,y,2) = 2f (z* + 3yz,y° — 2°) a*‘i(x,y, 2)

avec les dérivées partielles de f (z,y,z) données ci-dessus.
c) Silon pose F:R— R,s— F(s) =Ins, on a g(z,y,2) = (Fof)(:c,y,z), alors

G o of 1 of
%(imy:z) =F (f(%% Z)) %(xﬂb Z) = f(332 i 3y2,y2 — 22) %(xﬁﬁ z)
G 005 of 1 of
%(l‘,y,z) = /7 (f(x,y, Z)) aiy(y%y’ Z) = f(I‘Q +3yz,y2 _22) 67(337y> )

L o
f(z? + 3yz,y% — 22) 0z

0 ; of
Y a,2) = F'(f(0,9,2)) L (a,,2) =
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avec les dérivées partielles de f(z,y, z) données ci-dessus.

Dans la suite de Iexercice, il y a la fonction f : R — R, (u,v,w) —> f(u,v,w). Appelons f(ac, y) =
f(u(a:,y),v(:n,y),w(m,y)) avec u(z,y) = sinx, v(z,y) = siny et w(x,y) = zy?, alors :

of 0 p 5 ]
2 w9) = L i), vtz 06 0) 20+ 2 (e, y), o00,), 00 ) 2
+ ;{)(u(:c,y),v(x,y),w(g;jy)) (Mz’y)
= %(sinx,siny,myQ) cosx + 0 + gf)(sinx,siny,xﬁ) y2
of 0 p 5 ]
5ch(x’y) - afi(u(x,y),v(x,y),w(x,y)) u(;; Dy ?g(“(x,y)»v(x,y),w(x,y)) v(@z’y)

+ ;{)(u(:c,y),v(x,y),w(g;jy)) 91”((;;?/)

o 0
=0 + af(sinx,siny,ny) cosy + ai(Sinx’Sinyawa) 2zy
v w

d) On a g(z,y) = f(z,y), alors

0 0 0
Do) = L)+ o) = L)

avec les dérivées partielles de f(z,y) données ci-dessus.

e) Silon pose F: R — R,s+— F(s) =Ins, on a g(z,y) = (Fo f)(m,y), alors

dg R of B 1 af
aix(‘r?y) =F (f(xay)) aix(xay) - f(sinx,siny,xyﬂ) o (I‘,y)
og of 1 of

@(az,y) = F'(f(z,y)) @(x,y) - f(sinz,siny, zy?) dy !

avec les dérivées partielles de f(z,y) données ci-dessus.
f) Sil'on pose F: R — R, s —> F(s) =e€*, ona g(z,y) = (Fo f)(x,y), alors

g

2 8f ; ; 2 6f
- = F A — of(sinzsiny,zy?)
ax(xay) F (f(I,y)) a$($’y) e &E(Ly)

f(sinsiny,zy?) OF

ZZ(x,y) = F'(f(z,y)) gi(x,y) =e ay(m,y)

avec les dérivées partielles de f (z,y) données ci-dessus.

Exercice 19 — Régle de la chaine

Soit z(x) = f(x,y(x)), ot f: R? — R est une fonction de classe C'! sur R? et y = y(x) est une fonction de
classe C! sur R. Calculer la dérivée z/(z) en fonction des dérivées partielles de f et de la dérivée de y par
rapport a x.

Appliquer la formule trouvée aux cas particuliers suivants (tous indépendants) :

a) f(x,y) = 22 + 22y + 4y? c) y=e>
b) f(z,y) = zy® + 2%y d) y=Inz
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/(@) = 5 (@) /(@) + 5 (0,9(2) ¥ (@) = L (00(0) + 3 (20(2) '@

a) Si f(z,y) = 2% + 2zy + 4y° et 2(z) = f(z,y(z)) on a :

/(@) = 5 0,9(@) + 2 (0,(@) ¥/ (@) = 2+ 20(0) + (20 + 84(@) ¥/ (o).

b) Si f(z,y) = zy® + 2%y et 2(z) = f(z,y(z)) on a:

2(2) = % @y@) + 9L (2,9(0) o (@) = (@) + 209(2) + (209(@) +27) ¥ (0)

c) Siy(x) = e et z(x) = f(x,y(x)) = f(r,e3*) on a :

_of of of of

#(x) = = (,y(2)) + @(%y(x)) Y (@) = a—gc(wa@gx) + a_y(m,e?w) 3¢
d) Siy=Inz et z(z) = f(z,y(z)) = f(z,Inz) on a:
2 (x) = g—i(:c,y(a:)) o Z—j;(a;,y(x)) Y (x) = Z—i(w,lnx) + g—;(x,lnm) %

Remarque : a) + c¢) [cas non demandé] Si f(z,y) = 22 + 2zy + 4y? et y(x) = €37, alors

2/ (x) = g—i(:c,y(a:)) 2'(z) + g—g(z,y(:c)) y'(z) = 2z + 26> + (22 + 8e*”) 3e™".

Exercice 20 — Régle de la chaine
Soit f : R? — R une fonction avec dérivées partielles

of(w,y) _ 2z of(z,y) @’

ozx :yfl ot oy :_(yfl)Q'

a) Calculer les dérivées partielles de la fonction F(u,v) = f(2u — v, u — 2v).

b) Calculer la dérivée de la fonction G(t) = f(t + 1,t2).

Corrigé

a) On a F = foh, ou h(u,v) = (2u — v,u — 2v), c’est-a dire qu’on pose

z(u,v) =2u—v et y(u,v) = u— 2v.
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Donc
0F (u,v) of o2u—v) Of o(u — 2v)
Y Y ou—vu—20) DT Yoy — - 20)
E" 03:( u—v,u— 2v) " + ay( u—v,u— 20) Ew
_22u—v) (2u —v)?
T u—2v—1 (u—2v —1)2
_42u—v)(u—2v—1) — (2u —v)?
B (u—2v—1)2
~ (2u—v)(4u —8v —4 —2u +v)
B (u—2v—1)2
 (2u—v)(2u —Tv —4)
B (u—2v—1)2
et également
OF (u,v) of 02u—v) Oof o(u — 2v)
Y Y ou—vu—20) DT Yoy 20) 2
pe &7:( u—v,u—2v) E» + (9y( u—v,u—20) P
__2(2u—v) 2(2u — v)?
Cou—20—-1 (u—2v—1)2
_ —2(2u—v)(u —2v — 1) + 2(2u — v)?
B (u—2v—1)2
_2Qu—v)(~u+2v+1+2u—v)
B (u—2v—1)2
_2Qu—v)(utv+1)
- (u—2v—1)2
b) On a G = foyouy(t) = (t + 1,t2), c’est-a-dire qu’on pose
zt)=t+1 et  y(t)=t.
On a alors
of dt+1 of dt?
/ _ 7 1 2 —J 1 2 R
G'(t) ax(t~|— %) — ay(t+ (%) T
C2t+1)  (t+1)% 2
o121 (12 —1)2
2 2
Tt—1 (t—-1)2
L 2
- (t-1)2
Exercice 21 — Différentielle de fonctions composées
Soit f : R? — R une fonction différentiable sur R2, et posons
a) g(x,y) = f(2* —y?, 2ay) b) g(z,y,2) = (22 — yz, 2y — 32)

Exprimer les dérivées partielles de g en fonction de celles de f, et écrire la différentielle de g.
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oz oy 0z

of

1S
(o

(3
—f( — Yz, Y
a )

= 3z)

a) Si g(z,y) = f(z® — y?, 2xy), appelons (u,v) les variables de f, avec u = 22 — 3% et v = 2zy. On a
alors :
og . of , o 2 5(332 —y2) of , 2 0(2zy)
or  ou (2" —y", 22y) or * ov (2" —y", 22y) ox
5.0 0 o of 2 o
dg _df 5 2 o> —y*)  of  » 2 o(2zy)
T g2y ogy) S T 22 9
o gL Y 2y) W o (z” —y°, 22y) 2
_ 5 0f o 9 of 2 o
= —2y—- (2" — 7, 2ay) + 20 (27 — y°, 2ay)
donc
g g
dg(m/) = (97 dx + (97 d
o (4 of
( e (x2 — o2, 2acy)—|—2y5 (z% — 3, 2xy)>dm
of af
(—an («? —y?, 2ay) + a*(w — 5 2wy)> dy.
b) Sig(x,y,z) = f(2z —yz,xy — 3z), appelons (u, v) les variables de f, avec u = 2z —yz et v = xy — 3z.
On a alors :
ag _of 02z — yz) of o(zy — 32)
. (z,y,2) = " (2z — yz,zy — 32) a0 + Em (2z — yz,zy — 3z) o
_of of
= %(Qx—yz,xy—?)z) -2 + %(2x—yz,xy—3z) -y
ag _of 02z — yz) of o(zy — 32)
9 (x,y,2) = o (2:5 Yz, TY 32) % o Em (2x Yz, TY 3,2) %
_of of
= a—u(2x—yz,xy—3z) (—2) + %(Qx—yz,xy—&z) T
dg _of 0(2x — yz) of O(xy — 32)
3, (z,y,2) = 2 (2m Yz, TY 32) 3 + e (Qx Yz, TY 32) pe
of of
= a—u(Qa: —yz, 1Y — 32) (—y) + E» (290 — Yz, 1Y — 32’) - (—3)
AY(zy,2) = %9 dr + a—d + a—dz

0 0
= (281{(2x—yzjxy—32) +ya‘£(2x—yz,xy—32)>dx

(2a:—yz Ty — 3z) +x(;f(2x—yz Ty — 3z))dy

of

+3%(2$ —yz, Ty —32)>dz

Exercice 22 — Jacobienne de fonctions composées
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Soit h : R? — R? une fonction différentiable sur R?, et posons
a) g(z,y) = h(z® —y*, 2zy) b) g(z,y,2) = h(2z — yz, 2y — 3z)
Exprimer les dérivées partielles de g en fonction de celles de h, et écrire la matrice Jacobienne de g.

Corrigé

Appelons respectivement (u,v) et (hy, ha) les variables et les composantes de la fonction h, ¢’est-a-dire
quon a h: R? — R?, (u,v) — h(u,v) = (hi(u,v), ha(u,v)).

a) On a g : R2 — R?,(2,9) — g(z,y) = (91(z,y), g2(x,y)) avec gi(z,y) = hi(2? — 42, 2zy) et
92(z,y) = h2(332 — 12, 2xy). Donc :

o9 oh1 , o o(z? — y?) ohy 0(2zy)
%(x,y) ou (=* ~ v 2a) ox = (= ~ v, 22) ox
aahl (:U2 — 2, Qxy) 2 + aahl (x2 — 92, 2:vy) - 2y
u v
é(;gQ(;c, = aahQ (x2 — 92, 2a:y) 2r + (2h2 (x2 — 2, 2§cy) -2y
7 v
0g1 ohy o(x? — y?) Oohi, 5 o 0(2zxy)
Ty(x,y) o (2 — o, 2wy)T + = (2% — y°, 2zy) o
oh oh
aul (:U — 2, 2zy) - (—2y) + ('7’7211(:62 — 12, 2zy) - 2%
092 Ohy ( » Oha 5 o
2 (@y) = 7 ~(= y?,2ay) - (—2y) + o (@ =y 2zy) - 2
L(z,y) B(ay)
Jy(z,y) =
L (z,y) %(x,y)

2z %h (u,v) +2y 5 o x(u,v) —2y% o, L (u,v) + 2z 6h1 = (u,v)

Oha ( 0Oha ( 6h2 (

2x aah (u,v) + 2y G2 (u,v) —2yG v) + 2z u,v)

u=x2—y?

v=2xY

b) On a g: RS - R2,(.’L‘,y,2) — g(:l?,y,Z) = (gl(xvyaz)a 92($5y7z)) avec gl(xayvz) = h1(2$ -
yz,xy — 3z) et ga(x,y, 2) = ha(22 — yz, 2y — 32). Donc :

Oy B 02z — yz) ohi B o(zy — 32)
o (x,y,2) = a—u(Qa: Yz, Y 32:) 0 o Em (2:5 Yz, TY 32) .

Oy ohy
= %(23: — Yz, TY — 32) -2 + 87(2.% —yz,xy —32) -y
892 . 6h2 ah?
o (z,y,2) = %(230 —yz,zy —32) -2 + %(230 —yz,xy — 32) - y
091 ohy 0(2x — yz) ohy o(zy — 32)
= (2x — — S ST (2 — — b el S A
9 (z,y,2) o ( T — Yz, TY 3z) % + Ew ( T — Yz, TY 3z) 3
oh oh
= a—ul(Qa: — Yz, TY — 32) (—2) + a—vl(Qx — Yz, 2y —32’) T
d92 oh oh

— 209 _ (= g _ _ .
@(m,y,z)— o (2z — yz,zy — 32) - (—2) + pw (2z —yz,0y — 32) -z
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on ohy 0(2z — y=z) ohy o(zy — 32)
bt/ = (og _ Sl oA Zop _ Ao T 94
5, (z,y,2) o ( T — Yz, TY 3z) 3, + E® ( T — Yz, TY 3z) Ew
oh oh
= a—ul(Qm —yz,TY — 32) (—y) + a—vl (2$ — Yz, TY — 32) - (=3)
092 _ Ohy ohs
g(az, Y,z) = a—u(Qx —yz, 1Y — 32) (—y) + T (2:c — Yz, Y — 32) - (=3)
@) L2927 B2 B(=y2)
g\ L, Y, 2) =
L(2y2) B@y2) Ba=v2)
2ah1 (u,v) +y (u v) —z%’” (u,v) ~|—l‘ah (u,v) —y%}g (u,v) — 3’3’“ (u,v)
2%}‘2 (u,v) + yah2 (u,v) —z%}:f (u,v) + xahz (u,v) —y%}f (u,v) — 3%(%@) u=2z—yz

v=ry—32

Exercice 23 — Jacobienne de fonctions composées
Soient F : R? — R? et G : R?2 — R? les deux fonctions définies par

F(S[J,y) = (xey’ye:v)
G(u,v) = (u+v,u —v).

Calculer les matrices Jacobiennes de F', de G et des deux fonctions composées f = Go F et g = FoG.
Comparer les matrices Jacobiennes de f et de g au produit des matrices Jacobiennes de F' et de G.

Corrigé

o(xze¥)  O(zeY) oV reY o(utv)  d(utv) 11

J (x y) _ Oz oy _ J. (u ’U) _ ou ov _
e o(ye*)  d(ye®) z z A o(u—v)  A(u—v) 1 1
o oy ye € ~ou bR _

Ona f:R?— R? (z,y) — f(z,y) = (Go F)(z,y) = G(F(z,y)) = (we¥ + ye*, ze¥ — ye®)

3(9661;1-1/6”:) 9(9661’62116”:) eV +ye® ze¥ +e”
Jf({L‘,y) = JGOF(:C7y) - O(ze¥ —ye® O(ze¥ —ye® -
(we 6;:96 ) (376 a;ye ) ey — yew xey — ex

Onag:R* — R? (u,v) — g(u,v) = (FoG)(u,v) = F(G(u,v)) = ((u+v)e*™?, (u—v)e"t?)
)

ou ov
Jg(u,v) = JFOG(U7U) = a((u_v)eu+v) 6((u—v)e“+v)
ou ov

e+ (u+v)et™" eV — (u+v)e?

€u+v + (u _ ,U)equv _eu+v + (u _ ,U)equv

On voit ainsi que 'on peut obtenir les matrices jacobiennes des fonctions composées en calculant les
produits des jacobiennes des fonctions de départ, dans le bon ordre et avec substitution des variables
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dans les membres gauches de ces produits matriciels :

JG(F(%?!)) Jp(2,y) = =

1 —=1)|,—pev \ye* €* 1 -1 ye® e’
=ye”®
e¥ +ye® zeY +e”
= = JGOF (:I;a y)
eV —ye® xe¥ —e”
e¥  we¥ 1 1 e (u+v)e* "\ (1 1
Jp (G(u,v)) J(u,v) = -
yet e* [, 1 -1 (u —v)evt? euty 1 -1

I
I
=R

o
2N
£
&

(u _ ,U)eu-i-v + eu-i—v (U _ U)eu+v _ eu+v

Exercice 24 — Jacobienne de fonctions composées
Soient F : R? — R? et G : R? — R? deux fonction différentiables sur R?, dont on connait les matrices
Jacobiennes

y? 2zy —2u 2v

Jr(z,y) = et Jo(u,v) =
20+1 1 3u? 1
Calculer la matrice Jacobienne et le détérminant Jacobien des fonctions composées f(z,y) = G(F(z,y)) et
g(u, U) = F(G(uvv»

Corrigé

Si F: R? — R? est fonction des variables (z,y) et G : R? — R? est fonction des variables (u,v), on
a que :
— la composée G o F : R? — R? est fonction des variables (x,y) et on a (u,v) = F(x,y), c’est-a-
dire que u et v sont des fonctions de (x,y), autrement dit : v = u(z,y) et v = v(x,y);
— la composée F o G : R? — R? est fonction des variables (u,v) et on a (z,y) = G(u,v), c’est-a-
dire que z et y sont des fonctions de (u,v), autrement dit : z = x(u,v) et y = y(u,v).

Les matrices Jacobiennes des deux fonctions composées sont donc

—2u 2v Y 2xy
JGOF(xvy) = JG(F(:U?y)) JF(I’,y) =
3u? 1 2r+1 1

—2uy? 4+ 2v(2z + 1) —duzy + 2v
= ou u = u(z,y) et v =v(z,y);

3uy? + 2z + 1 6uzy + 1

y? 2zy —2u v

Jroc(u,v) = Jp(G(u,v)) Ja(u,v) =
2e+1 1 3u? 1

—2y%u + 6xyu’ 2120 + 2xy
= ou z = x(u,v) et y = y(u,v).

—2(2z + Du+3u? 22z +1)v+1
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