
TD 5 – HESSIENNE, LAPLACIEN, TAYLOR

Exercice 25 – Matrice Hessienne
Calculer la matrice Hessienne et le détérminant Hessien des fonctions suivantes, en tout point et puis au
point indiqué :

a) fpx, yq “ x3y ` x2y2 ` xy3 en p1,´1q

b) gpϕ, θq “ ϕ sin θ ´ θ sinϕ en p0, π2 q

c) hpx, y, zq “ xy2 ` yz2 en p0, 1, 2q
d) F pu, vq “ u2 ´ v2

u2 ` v2
en p1, 1q

Corrigé

a) Pour fpx, yq “ x3y ` x2y2 ` xy3, on a ÝÑ∇fpx, yq “
¨
˝ 3x2y ` 2xy2 ` y3

x3 ` 2x2y ` 3xy2

˛
‚

Hf px, yq “
¨
˝ 6xy ` 2y2 3x2 ` 4xy ` 3y2

3x2 ` 4xy ` 3y2 2x2 ` 6xy

˛
‚ Hf p1,´1q “

¨
˝ ´4 2

2 ´4

˛
‚

detHf px, yq “ 4xyp3x ` yqp3y ` xq ´ p3x2 ` 4xy ` 3y2q2 detHf p1,´1q “ 16 ´ 4 “ 12.

b) Pour gpϕ, θq “ ϕ sin θ ´ θ sinϕ, on a ÝÑ∇gpϕ, θq “
¨
˝ sin θ ´ θ cosϕ

ϕ cos θ ´ sinϕ

˛
‚

Hgpϕ, θq “
¨
˝ θ sinϕ cos θ ´ cosϕ

cos θ ´ cosϕ ´ϕ sin θ

˛
‚ Hgp0, π2 q “

¨
˝ 0 ´1

´1 0

˛
‚

detHgpϕ, θq “ ´ϕθ sinϕ sin θ ´ pcos θ ´ cosϕq2 detHgp0, π2 q “ ´p´1q2 “ ´1.

c) Pour hpx, y, zq “ xy2 ` yz2 on a ÝÑ∇hpx, y, zq “

¨
˚̊
˚̋

y2

2xy ` z2

2yz

˛
‹‹‹‚

Hhpx, y, zq “

¨
˚̊
˚̋

0 2y 0

2y 2x 2z

0 2z 2y

˛
‹‹‹‚ Hhp0, 1, 2q “

¨
˚̊
˚̋

0 2 0

2 0 4

0 4 2

˛
‹‹‹‚

detHhpx, y, zq “ ´2y det

¨
˝ 2y 2z

0 2y

˛
‚“ n ´ 2yp2yq2 “ ´8y3 detHhp0, 1, 2q “ ´8.

d) Pour F pu, vq “ u2 ´ v2

u2 ` v2
on a ÝÑ∇F pu, vq “ 4

pu2 ` v2q2

¨
˝ uv2

´u2v

˛
‚

HF pu, vq “ 4

pu2 ` v2q3

¨
˝ v2pv2 ´ 3u2q 2uvpu2 ´ v2q

2uvpu2 ´ v2q u2p3v2 ´ u2q

˛
‚ HF p1, 1q “

¨
˝ ´1 0

0 1

˛
‚

detHF pu, vq “ 16

pu2 ` v2q6
´
u2v2pv2 ´ 3u2qp3v2 ´u2q ´ 4u2v2pu2 ´ v2q2

¯
detHF p1, 1q “ ´1.

Exercice 26 – Laplacien
Calculer le Laplacien des fonctions de l’Exercice 25 en tout point, puis au point indiqué.
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Corrigé

a) Δfpx, yq “ 6xy ` 2y2 ` 2x2 ` 6xy “ 2x2 ` 12xy ` 2y2 et Δfp1,´1q “ ´8.

b) Δgpϕ, θq “ θ sinϕ ´ ϕ sin θ et Δgp0, π2 q “ 0.

c) Δhpx, y, zq “ 2x ` 2y et Δhp0, 1, 2q “ 2.

d) ΔF pu, vq “ 4

pu2 ` v2q3
`
v2pv2 ´ 3u2q ` u2p3v2 ´ u2q˘ “ 4pv4 ´ u4q

pu2 ` v2q3 et ΔF p1, 1q “ 0.

Exercice 27 – Fonctions harmoniques
Trouver les valeurs de c P R˚ pour lesquels la fonction upx, y, tq “ x2 ` y2 ´ c2t2 est harmonique.

Corrigé

La fonction u est de classe C2 sur tout R3, car c’est un polynôme. Alors, il faut trouver c P R˚ tel que
Δupx, y, tq “ 0 pour tout px, y, tq P R3. Calculons :

ÝÑ∇upx, y, tq “

¨
˚̊
˚̋

2x

2y

´2c2t

˛
‹‹‹‚ ùñ Δupx, y, tq “ B2u

Bx2 ` B2u

By2 ` B2u

Bt2 “ 2 ` 2 ´ 2c2 “ 4 ´ 2c2.

Alors u est harmonique si Δupx, y, tq “ 2p2 ´ c2q “ 0, c’est-à-dire si c “ ˘?
2.

Exercice 28 – Laplacien
Soit f : R ÝÑ R une fonction de classe C2 sur R et posons F px, yq “ fpx ´ 2yq.

a) Calculer le Laplacien de F en px, yq, c’est-à-dire la valeur ΔF px, yq “ B2F

Bx2 px, yq ` B2F

By2 px, yq.
b) Déterminer toutes les fonctions f telles que ΔF px, yq “ 25px ´ 2yq4.

Corrigé

a) Calculons d’abord les dérivées partielles de F :

BF
Bx px, yq “ f 1px ´ 2yqBpx ´ 2yq

Bx “ f 1px ´ 2yq
BF
By px, yq “ f 1px ´ 2yqBpx ´ 2yq

By “ ´2f 1px ´ 2yq.

Ensuite les dérivées doubles :

B2F

Bx2 px, yq “ B
Bx

`
f 1px ´ 2yq˘

“ f2px ´ 2yqBpx ´ 2yq
Bx “ f2px ´ 2yq

B2F

By2 px, yq “ ´2
B

By
`
f 1px ´ 2yq˘

“ ´2f2px ´ 2yqBpx ´ 2yq
By “ p´2q2f2px ´ 2yq “ 4f2px ´ 2yq.
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En conclusion : Δfpx, yq “ 5f2px ´ 2yq.
b) On cherche les fonctions f pour lesquelles on a 5f 2px ´ 2yq “ 25px ´ 2yq4 pour toute px, yq P R2.

Si on pose z “ x ´ 2y, on a

5f2pzq “ 25z4 ðñ f 1pzq “
ż
5z4 dz “ z5 ` a, a P R

ðñ fpzq “
ż

pz5 ` aq dz “ 1

6
z6 ` az ` b, a, b P R.

Conclusion : ΔF px, yq “ 25px ´ 2yq4 ðñ fpzq “ 1
6z

6 ` az ` b pour tout a, b P R.

Exercice 29 – Formule de Taylor
Donner la partie principale du développement de Taylor à l’ordre 2 des fonctions suivantes, autour du point
indiqué :

a) fpx, yq “ cosx

cos y
autour de p0, 0q

b) gpx, yq “ lnpxy2 ` 1q autour de p1, 1q et puis de p1,´1q
c) hpx, yq “ ex`3xy`y2 autour de p0, 0q et puis de p1, 1q
d) upx, y, zq “ 3 ` z sinpπ{2 ` x ` y2q autour de p0, 0, 0q

Corrigé

a) fpx, yq “ cosx

cos y
fp0, 0q “ 1

ÝÑ∇fpx, yq “

¨
˚̊
˝

´ sinx

cos y

cosx sin y

cos2 y

˛
‹‹‚

ÝÑ∇fp0, 0q “
¨
˝ 0

0

˛
‚

Hf px, yq “

¨
˚̊
˝

´cosx

cos y
´sinx sin y

cos2 y

´sinx sin y

cos2 y

cosxp1 ` sin2 yq
cos3 y

˛
‹‹‚ Hf p0, 0q “

¨
˝ ´1 0

0 1

˛
‚.

Donc, pour tout px, yq proche de p0, 0q on a :
cosx

cos y
“ 1 ´ 1

2
x2 ` 1

2
y2 ` opx2 ` y2q.

b) gpx, yq “ lnpxy2 ` 1q gp1, 1q “ ln 2 et gp1,´1q “ ln 2.

ÝÑ∇gpx, yq “

¨
˚̊
˝

y2

xy2 ` 1

2xy

xy2 ` 1

˛
‹‹‚

ÝÑ∇gp1, 1q “
¨
˝ 1{2

1

˛
‚ et ÝÑ∇gp1,´1q “

¨
˝ 1{2

´1

˛
‚

Hgpx, yq“

¨
˚̊
˚̋

´ y4

pxy2`1q2
2y

pxy2`1q2
2y

pxy2`1q2
2xp1 ´ xy2q

pxy2`1q3

˛
‹‹‹‚ Hgp1, 1q“

¨
˚̋ ´1

4

1

2
1

2
0

˛
‹‚ et Hgp1,´1q“

¨
˚̋ ´1

4
´1

2

´1

2
0

˛
‹‚.

Donc, pour tout px, yq proche de p1, 1q on a :

lnpxy2 ` 1q “ ln 2 ` 1

2
px ´ 1q ` py ´ 1q ´ 1

8
px ´ 1q2 ` 1

2
px ´ 1qpy ´ 1q ` oppx ´ 1q2 ` py ´ 1q2q,

et pour tout px, yq proche de p1,´1q on a :

lnpxy2 ` 1q “ ln 2 ` 1

2
px ´ 1q ´ py ` 1q ´ 1

8
px ´ 1q2 ´ 1

2
px ´ 1qpy ` 1q ` oppx ´ 1q2 ` py ` 1q2q.
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c) hpx, yq “ ex`3xy`y2 hp0, 0q “ 1 hp1, 1q “ e5

ÝÑ∇hpx, yq “ ex`3xy`y2

¨
˝ 3y ` 1

3x ` 2y

˛
‚ ÝÑ∇hp0, 0q “

¨
˝1

0

˛
‚ ÝÑ∇hp1, 1q “

¨
˝4e5

5e5

˛
‚

Hhpx, yq “ ex`3xy`y2

¨
˝ p3y ` 1q2 p3x ` 2yqp3y ` 1q ` 3

p3x ` 2yqp3y ` 1q ` 3 p3x ` 2yq2 ` 2

˛
‚

Hhp0, 0q “
¨
˝1 3

3 2

˛
‚ Hhp1, 1q “

¨
˝16e5 23e5

23e5 27e5

˛
‚

On a donc pour tout px, yq proche de p0, 0q :

ex`3xy`y2 “ 1 ` x ` 1
2x

2 ` 3xy ` y2 ` opx2 ` y2q
et pour tout px, yq proche de p1, 1q on trouve :

ex`3xy`y2 “ e5
´
1 ` 4px ´ 1q ` 5py ´ 1q ` 8px ´ 1q2 ` 23px ´ 1qpy ´ 1q ` 27

2 py ´ 1q2
¯

`o
`px ´ 1q2 ` py ´ 1q2˘

d) upx, y, zq “ 3 ` z sin
`
π{2 ` x ` y2

˘ “ 3 ` z cos
`
x ` y2

˘
up0, 0, 0q “ 3

ÝÑ∇upx, y, zq “

¨
˚̊
˚̋

´z sinpx ` y2q
´2yz sinpx ` y2q

cospx ` y2q

˛
‹‹‹‚

ÝÑ∇up0, 0, 0q “

¨
˚̊
˚̋
0

0

1

˛
‹‹‹‚ Hup0, 0, 0q “

¨
˚̊
˚̋
0 0 0

0 0 0

0 0 0

˛
‹‹‹‚

Hupx, y, zq “ ´

¨
˚̊
˚̋

z cospx ` y2q 2yz cospx ` y2q sinpx ` y2q
2yz cospx ` y2q 2z

`
sinpx ` y2q ` 2y2 cospx ` y2q˘

2y sinpx ` y2q
sinpx ` y2q 2y sinpx ` y2q 0

˛
‹‹‹‚

On a donc pour tout px, y, zq proche de p0, 0, 0q :

3 ` z sin
`
π{2 ` x ` y2

˘ “ 3 ` z ` o
`
x2 ` y2 ` z2

˘

Exercice 30 – Approximation
La puissance utilisée dans une résistance électrique est donnée par P “ E2{R (en watts), où E est la différence
de potentiel électrique (en volt) et R est la résistance (en ohm). Si E “ 200 volt et R “ 8 ohm, quelle est la
modification de la puissance si E decroît de 5 volt et R de 0.2 ohm ? Comparer les résultats obtenus par le
calcul exact avec l’approximation fournie par la différentielle de P “ P pE,Rq.
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Corrigé

Pour la fonction P pE,Rq “ E2

R
, posons :

E0 “ 200, R0 “ 8, P0 “ E2
0{R0 “ 2002{8 “ 5000,

E “ E0 ` δE et R “ R0 ` δR, avec δE “ ´5 et δR “ ´0, 2.

Le calcul exact de P ´ P0 donne :

P ´ P0 “ pE ´ 0 ` δEq2
R0 ` δRq ´ P0 “ 1952

7, 8
´ 5000 “ ´125.

La formule de Taylor de la fonction P pE,Rq au premier ordre, au point pE0, R0q, donne :

P ´ P0 “ dPpE0,R0qpδE, δRq ` opδE, δRq
» BP

BE pE0, R0q δE ` BP
BR pE0, R0q δE “ 2E0

R0
δE ´ E2

0

R2
0

δR

“ 2 ¨ 200
8

p´5q ´ 2002

82
p´0, 2q “ ´250 ` 125 “ ´125.

Remarque : les deux calculs donnent exactement le même résultat, mais ce n’est que par chance !
En effet, dans la formule de Taylor, le reste opδE, δRq est négligeable (tend vers zéro) seulement
dans la limite pδE, δRq Ñ p0, 0q et non quand δE et δR sont fixés (même si petits à notre goût). Si
on n’utilise pas une formule explicite (intégrale) pour estimer la grandeur de ce reste, les valeurs de
P ´ P0 et de dPpE0,R0qpδE, δRq peuvent être en réalité très différents !
Pour être “mathématiquement” corrects, il faudrait utiliser la formule de Taylor uniquement pour

estimer l’erreur relative
ˇ̌
ˇ̌P ´ P0

P0

ˇ̌
ˇ̌ en fonction des erreurs relatives

ˇ̌
ˇ̌E ´ E0

E0

ˇ̌
ˇ̌ et

ˇ̌
ˇ̌R ´ R0

R0

ˇ̌
ˇ̌, comme

dans l’exemple de cours.
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