TD 7 - INTEGRALES DOUBLES ET TRIPLES, AIRE ET VOLUME

Exercice 35 — Intégrales doubles
Calculer les intégrales doubles suivantes :

a)[ﬂ1+x+x%@2+¢)@ﬂ% oit D — [0,1] x [0, 1].
b) U(l +x+a2d+y? +yh) dedy, ou D =][0,1] x [0,1].

) Jj(l +z+ 23+ 9> +y?) dedy, ou D est la partie bornée du plan délimitée par les droites
r=0,y=r+2ety=—x.

d) Jf(l +z+ 23y +y?) dedy, on D est délimité par z = 0, y = + 2 et y = —=.
e) Jf sin(z + y) dedy, ou D est le triangle plein D = {(w,y) |lz2>0, y=0, c+y < 7r}.

0 [[a-a—ip) dedy, onD={(@p) 220, y>0. 274y < 1)
est un quart du disque unité.

) ff 2? dvdy, ouD ={(v,y) |2>0, 1<2®+y® <2} est un secteur d’anneau.

a) D =[0,1] x [0, 1]

U(l +z+2%)(y° +yt) dedy = Jl(l +z +2%)dz Jl(y2 +yhdy
0 0

2 :v41 3 571
-+ 4]
ol3 5 1o

4
(el ety
b) D =[0,1] x [0, 1]

Jf(l +z+23+ 2 +yt) dedy = jj (1+z + 23)dzdy + ff(yQ + yHdzdy

’ JJ (1+z+ 2% d:cdy—f—ff y? + y*)dady
:f(l—}—x—i—x dxf dy+f da:f y> +yh)dy
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. 45 ‘
fj sin(z + y) dx dy ! 3
5 N Y= ;
Y=T—T 3

f ( f sin(z + y)dy) dx , L
=0 U 7}\

e P | ~
= J — cos(z + y)] dx ! ‘
=0 y=0 !
:J —cos(zx +m—2x) — (—cos(a:—i—O)))dx in ' , \3\ o
0 S

)

f) Pour cette intégrale le plus simple est de passer en coordonnées polaires. Le domaine cartésien
D={(z,y) | x>0, y =0, 22+ 3> < 1} est 'image du domaine polaire D = {(p,¢) | 0 < p <
1, 0< ¢ <m/2} =[0,1] x [0,F]. On a donc (puisque dxdy = pdpdyp)

y
I= JJ(ZL — 2% —y?) dady
D >

= U(4 — p?)pdpdp I \
5 f :
1 au \

™
(1 + cosz)dr = [w—i—sinx] =T
0

o

g) Ici aussi le plus simple est de passer en coordonnées polaires. Le domaine cartésien D = {(z,y) |
>0, 1 < a2+ y? < 2} est 'image du domaine polaire D = {(p,¢) |1 < p< V2, —1/2< p <
7r/2} = [0,1] x [0, 5]. On a donc (puisque dzdy = pdpdyp)

I = JJ.%’ dzx dy 2
- f f (pcos )*pdpdip 3
; gifeciin,
P z

=

2 2 2 [V 4 2
— f pgdpf cos? dyp T 18k //Z
1 =Z
o \\\ \\l-l
2

Exercice 36 — Aire de surfaces planes
Calculer laire des surfaces S suivantes :

a) S est la partie bornée du plan délimitée par les courbes d’équation y = z et y* =
b) S ={(z,y) e R*| y*/2 < <2}.
c) S est la partie du plan délimitée par ellipse d’équation %—k% = 1. |Poserx = 2pcosp ety = 3psin p.|
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On rappelle que si S est une partie bornée du plan, on a

Aire(S) = ﬂ dady.
S
a) Ona D = {(z,y) | z € [y%y],y € [0,1]}. Do ,
Aire(S) = Ll ( L y2 d:v) dy 1
SNER :

N

=2
N\
N

|:y3 y2:|1 1 1
13 2], 6
b) OnaD ={(z,9) | y*/2 <z <2} = {(z.y) | € [2/2, 2],y € [-2,2]}. D'on
2 2 Y
Aire(S) = J (J dx)d .
( ) L 22 Y 2 .0 i

c) Ona D = {(z,y) | %2 + % < 1}. Notons
e h:(p,p)— (2pcosyp,3psing) le changement de variables suggéré dans I’énoncé ;
e S=h"18) ={(p,p) |0 < p<1,0<¢<2r}=1[0,1] x [0,27].

On a alors

Aire(5) = ” drvdy = U | det Jx(p, »)|dpdep,
s g

ou Jy(p, ) est la matrice jacobienne de h. Puisque

0(2pcosp)  d(2pcos )

2cosp —2psing

| det J(p, )| = |det | % % || = |det — 6p,
Gl ;;n v) 9B ;;yn ©) 3sing 3pcosy
on obtient
1 21 p2 1 2m
Aire(S) = ff 6pdpdyp = 6f pdpJ dyp = 6[} [gp} = 6.
; 0 0 2 1ol Jo
S

Exercice 37 — Intégrales triples
Calculer les intégrales triples suivantes :

44



a) Jff(l +23)(2y + ¥} (2 + 623) dx dy dz, ot Q =[0,1] x [0,1] x [0,1].
b) fff(xgyZZ —xy?2) dx dy dz, ou Q= [0,1] x [0,1] x [0, 1].

Q
c) fff 2y e™* dx dy dz, ou Q= [0,1] x [0,2] x [-1,1].

Q

) Jff % dx dy dz, ou B est la boule de R? de rayon 1 centrée en I'origine.
2ty +z

Corrigé

a) Q=10,1] x [0,1] x [0,1]

”f“ +2%)(2y + y°)(= + 62°) da dy dz = J
Q

1

1 1
.%'3 XL z VA 23 VA
(1+2°)d J(2y—|—y)dyfo( +62°)d

0 0

b) Q= % [0,1] x [0,1]

J]f 39?2 — zy?z ) dx dy dz = ij 23y?z d dy dz — Jff zy?2® do dy dz

f 3d:nf 2dyf zdz—f :L"dasf ydyf
f 3dmf zdyf zdzj jydyf

=0 (On a juste renommé les variables a la ligne précédente)

¢) Q=1[0,1] x [0,2] x [~1,1]

1 2 z
Jff 22y e™? dx dy dz = f J (J = 122y exyzdz) dy) dx
0 0 z=—1
Q

2 ey 1 1 2
f x2y[ ] dy> dr = f <f x(exy — e_xy)dy> dx
0 Y |14 0

0
2
J 2x Sinh(:cy)dy) dz

_ f ey COSh(ﬂfy)erx: J " (2c0sh(22) — 2)da

y=0 0

d) B={(z,y,2) € R3 | 22 +y? + 22 < 1} Notons

Yy
B
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Considérons le changement de variables h : ((x,y, 2)) — (—z,y, z). On voit facilement que :
e B=h"Y(B) =B,
o |det Jp(z,y,2)|=|(-1)-1-1] = 1.

D’ou
(—2)y
I = dr dy d
JJJ (—x)2 +y? + 22 e
B

LY
- ||] e we
B

=L

Ce qui donne 21 = 0 et donc I = 0.
On aurait aussi pu calculer I en passant en coordonnées sphériques.

Exercice 38 — Volumes
Calculer le volume des ensembles © — R3 suivants :

a) Q est le tronc de cylindre d’équation 22 + 32 = R?, pour z € [0, H].

b) € est le recipient délimité en bas par le paraboloide d’équation z = z? + y? et en haut par le disque
D = {(z,y,2) | 22 +y?> <1, z = 1}.  [Utiliser les coordonnées cylindriques.]
Corrigé

Afin d’illustrer I'intérét des coordonnées cylindriques pour traiter des ensembles (surfaces, volumes) de
révolution autour de I’axe des z, on compare ci-dessous le calcul de volumes en coordonnées cylindriques
et cartésiennes.

a) Calcul en coordonnées cylindriques (dV = pdpdpdz) :
Q= {(p,p,2) € [0,R] x [0,2r[ x [0, H]}

vior = [fav = [" [ " ptpapa - oo [“as [0
Q
- 3], [¢], [, e

Le méme calcul en coordonnées cartésiennes (dV = dzdydz) :
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Q={(z,y,2)eR*|0<2<H, -R<z<R, VR?—22 <y<vR?>—2?}

VRZ—z2 H R
JJJCZV f f J dyda:dz-QJ dzf VR2 — 22 dx
VRZ_z2 0 —-R
H R
=4f dzf vV R? — 22 dx (x = Rsina, dx = Rcosada)
0 0
H /2
=4f dzf R+/1 —sin?a Rcosada (Veos? a = cos v car a € [0, 7/2])
0 0

H /2 H /2
= 4f dzf R? cos?arda = 4R2J dzj (1 + cos(20)) dav
0 0 0 0

H 1 /2
= 2R? [z] [a I = sin(2a)} = TR’H
0 2 0

b) Calcul en coordonnées cylindriques :

0= {p,w, 0,1] x [0,27[ x [0,1] | p < v/Z }

fﬂ v

z=1 =21 rp=+/2 7
=J J J pdpdpdz 1
21 : : ;
[wl[£] e
—27rf —dz :
0
211
zgﬂ[’z] _T
4], 2

Le méme calcul en coordonnées cartésiennes :

Q= {(z,3,2) eR3|0<2<1, ~/Z <y<vz, ~o—y? <z <\z—3"}
LVE Ve Ry
Q):JHWZJJ J dmddeZQJJ Va2 dydz
Q 0 J—v% _W 0 J—vz

1 vz
=4J f Vz—y?dydz (y =+/zsina, dy=+/zcosada)
0 Jo

1 pm/2
=4J f Vz V1 —sin?a +/z cosada (cosa = 0 car a € [0,7/2])

/2
= J J cosadozdz—4f zdzf 1+COS2a>d

1 /2
z sin(2a) oo
2[2] [CH?]O 2
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