TD 8 - MOYENNE ET CENTRE DE MASSE

Exercice 39 — Quantité totale et moyenne
Une substance de concentration f(z,y,z) = lerl
z = 2% + y? et en haut par le disque D = {(z,y,2) | 22 +y?> < 1, z = 1}. Trouver la quantité totale de

substance contenue dans €2 et la quantité moyenne.

occupe le recipient €2 délimité en bas par le paraboloide

Corrigé

Q= {(p,,2) € [0,1] x [0,27 x [0,1] | p < v/Z } |
Le volume de Q est : V() = % (voir exercice 38 du TD5) || -

La quantité totale Qot est donnée par : :
Qtot = Hff(p, ¢,z) pdpdpdz o s
27 1 1 Vz U —
= dcpf dz J pdp ; — ] ==
L 0 z+1 0 a1 ' , % —
0 777777777777 ‘0
1 277 1 1
1 1 1
=27rj i dz=7rf & dz=7rf 1— dz ' ‘
0 < + 1 2 0 0o < + 1 0 z + 1
=7[z—Injz+1|]; =7 (1 —In2)
La quantité moyenne est Quoy = ot =2(1—-1n2).
R A(Y)

On peut vérifier que l'on trouve la méme quantité totale en permutant I'ordre des intégrations par
rapport a p et 2 :

Q={(p,p,2) €[0,1] x [0,2x[ x [0,1] | z = p?}

27 1 1 1 1
Qiot = Hff(ﬂ, ¢,2) pdpdpdz = J dwf dﬂﬂf dz = QWJ [in]z +1[], pdp
0 0 p2 z+1 p
Q

0
2

1 1 1
= 27rf <ln2 —ln(p2 + 1)) pdp = 27r1n2[p—} —QWJ ln(p2 + 1),0dp
0 2 Jo 0

1
=nln2— 27rJ ln(p2 + 1)pdp

0
2
=7rln2—7rf Inudu (u=p?+1, du=2pdp, uell,2])
1
) 2
=7ln2 — W[u In u]l s Wf du (intégration par parties)
1
=7(1—1In2)

Exercice 40 — Centre de masse

a) Trouver le centre de gravité de la surface plane homogéne délimitée par la parabole y = 6x — 22 et la
droite y = x.
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b) Déterminer le centre de gravité d’un demi-disque homogeéne.

c¢) Calculer la masse totale du cube [0, 1] x [0,1] x [0,1] de R? ayant pour densité de masse u(z,y,z) =
2%y + 2. Calculer ensuite le centre de masse du cube.

a) points d’intersection : 0

Yy==zx Yy=2x Y y:6x—x2
=
y = 6z — x° z(b—x)=0

{(xl,yo = (0,0)
(I27 y2) = (57 5)

S={(m,y)eR2|0<x<5, x<y<6:c—a:2}

homogéne <  p(z,y) =1 pour tout (z,y) € S

Gxx
M = ff :vyd:vdy— dy |dx

=L(5x—x)da:— [T_%L:T

centre de gravité : G = (zg, yg) avec

el

I
2|
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<
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1 5
_ 6—22—2)d :_J 4 1223 + 352%) d
7 | (6w —2? —a?) da or ), (¢t 1200 35 do

1 [af 3Bz3 1> 3 754 7
= —|=— -3zt = 54— 3.5 =3.5(=—-2)=5
2M[5 v 3]0 125< * 3) (3 >

b) Demi-disque de rayon R > 0 en coordonnées cartésiennes :

D= {xy ERQ‘y 0, 2%+ y° <R2}

En coordonnées polaires :
D={(p,¢) |0<p<R, 0<p<T}
homogéne <  pu(z,y) = const.

On peut poser u(x,y) = i(p,p) = 1.

M = ” (z,y)dxdy = f fi(p, o) pdpdp

R T 7TR2
=L pdpfo dp = [30°]y [¢]o = =
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centre de gravité : G = (zg,yq) avec
s

1 1 5 1 (f
TG = Mﬂmu(ﬂf,y) drdy = Mﬂpcoswu(pw)pdpdso = MJ;) PQdPJO cos p dp
D D

1 1 31R .. s
= ﬁ[sp ]0 [Sm(’”]o =0
” Ydzd lﬂ i(p, ) pdpd IJRer‘d
Ye = —r wz,y)dedy = — || psing fi(p, ) pdpdp = — prap | smeap
M M ), M J 0
D D
- 2 R 4R

R T
= ﬁ[ﬁp?)]o [_COSSO]O - TRz 3 (1+1) =~ 3r

Remarque : On peut déduire que zg = 0 (presque) sans calcul puisque la droite x = 0 est un
axe de symétrie du demi disque ; comme le barycentre est un point unique, il doit se trouver sur
cet axe. Ceci se justifie par le calcul en effectuant le changement de variable (x,y) — (—z,y)
dans l'intégrale de z¢ (ce qui conduit a xg = —zq).

c) cube : Q = [0,1] x [0,1] x [0,1]

1 1 1
M = fffﬂ(m,y, z)dxdydz = f da;f dyJ (x2y ol a:zZ) dz
0 0 0

Jdl‘j :Uyz+ 1g23 Z Ody—J d:nj xy+ iz dy—j[la:2y2~l— xy] e
1
=L(éaz2+ :E)da:—[ﬁaz -+ x]o

centre de gravité : G = (zg, yg, 2¢) avec

Mfffxuxy, d:vdydz—SJ dxf dyf :Uy—i—xz dz
17

= fdmf xy—i— Lg2 dy—SJ(x3+§x2)da:=3[w +1x3]0 o1

1 1 1 1
Yo = —r Jﬂyu(x,y, z)dzdydz = SJ dl’f dyf (a%y* + 2y2®) dz
M J 0 0 0

1 1 1
— 3J dmj (2% + ay) dy = 3[ (32° + §2) dz = 3[52° + 12‘”2](1) .

0 0 0 12
1 1 1 1
Vi Jffzy(x,y,z) drdydz = BL d:vfo dyfO (:C2yz +mz3) dz
Q
1 1 1 3 5
ZSJ dxf (%:L‘Qy—irix)dy:?)f (%xz—i—%x)dxzz[:ix + 1:)52]0 a
0 0 0

50




Exercice 41 — Culbuto homogéne en équilibre

Un culbuto est un objet avec base arrondie
fait de telle maniére que si on le déplace de la
position verticale il y revient en oscillant.

[Photo : MONSIEUR COLBUTO de HIBAI AGORRIA MUNITIS]

Considerons le culbuto homogéne constitué d’une demi-boule de rayon 1 surmontée d’un céne de hauteur
a > 0. Nous voulons trouver les valeurs de a pour lesquelles le culbuto revient a l’équilibre en position
verticale, en sachant que cela arrive si le centre de masse G se trouve strictement en dessous du plan qui
sépare la demi-boule du cone.

Soit K, '’ensemble des points (z,y, z) € R? avec —1 < z < a et tels que

22 +y2+22<1 si—1<2<0 (demi-boule),

Z\ 2
2? +y? < (1 — —) si0<z<a  (cone plein).
a

a) Dessiner K, et en calculer le volume.

b) Pour tout z € [—1,a], soit D, le disque contenu dans K, a hauteur z fixée. Dessiner D,, trouver son
rayon et calculer son aire.

c) Trouver le centre de masse de K, en sachant qu’il se trouve sur l'axe Oz.

d) Trouver les valeurs de a > 0 pour que le culbuto K, revienne & ’équilibre en position verticale.

Corrigé

a) La partie inférieure du culbuto K, est la demi-boule

B={(x,y,z)’—1<z<0, :I)2+y2+22<1} ) 1f . a1
et sa partie supérieure est le cone 05
Caz{(x,y,z)‘OSzga, x2+y2<(1—z/a)2} i N ok : A =

On passe ensuite en coordonnées sphériques,

B={(r0¢)|0<r<1, m2<0<m 0<p<2r} ,

et coordonnées cylindriques, respectivement, y 1T z

C’a={(p,g0,z)|0<z<a,0<p<1—z/a, 0<¢p<2rm} .

Le volume de K, est donnée par

V(K,) = Hf dz dydz = Jﬂ 2 sin @ dr df dp + Jﬂpdp dpdz = V(B) + V(C,)
Kq

B Ca
Les volumes des deux parties sont

1 2 T
VB) = | st | Cdo | simods =[] [olf [eostll, = e
0 0 /2 3

B 27 a 1-z/a a s a
V(Ca)=J dgof dzf pdp=27rf [%pz](l) / dzzﬂj (1—z/a)2dz
0 0 0 0 0
0
= —aﬂf u? du = aﬂ[%u?’]é = a?w' (u=1-2z/a, —adu=dz)
1

o1



On obtient ainsi le volume du culbuto V(K,) = V(B) + V(C,) =

b) Le rayon p p, du disque D, est :
V1= 22 si —1<2<0

P =11 = z/la si0<z<a

05 Dos
L’aire d’un tel disque est donnée par :

Aire(D Jf pdpdp 05| =i = D os

oo, (2 e < e
:f pd,of d<p=27r[§p ]0 *=7pp, 0 et -
0 0 ;

On obtient ainsi

Aire(D.) 77(1—22) si —1<2<0
ire =
: m(l—2z/a) si0<z<a

c¢) Le culbuto étant homogéne, on peut poser p(z,y, z) = 1 pour tout point (z,y, z) € K,.
2
M= H 2y, 2) da dy dz = Hda;dydz — V(K,) = (‘”3)”

Le culbuto étant homogene et est symétrique par rapport aux rotations d’axe Oz (c’est-a-dire
qu’une rotation d’angle quelconque autour de cet axe laisse K, invariant), son barycentre (qui
est unique) doit se trouver sur I'axe de symétrie ; on a donc G = (0,0, z¢) et il ne reste plus qu’a
calculer z¢ :

1 1
Mffzu(x,y,z)dxdydz = M(ijrcos@ﬂsin@drd&dgo—l—fjfzpdpdcpdz)
Ko B Ca

1
= 37Uz +1g,)

Les deux intégrales introduites ci-dessus donnent

G

1 21 ™ T us
IB:J r3d7“f d(pf sin@cos&d@z%r[irﬂéf sin 6 cos 0 df = ;Tf sin 0 cos 0 df
/2 /2

—f udu—%f ]:—% et ’u:sinﬁ, du = cos 6 df

27 a 1-2/a a a
Is = Jo d(pfo zdzfo pdp = QWL z[%pﬂé_z/adz = wf 2(1 — z/a)? dz

a 4 3 2 1@ 2

2
=7rL(23/a2—2z2/a—|—z)dz=7rL;2—?)Za+22} ez
On obtient ainsi

i([~+[~)_ 3 a27r_1 _ﬁ
MVE TGl a4+ 2)r \ 12 4)  4(a+2)

d) On applique la condition de stabilité en position verticale :

zZG =

a’?—3 (a>0) B
20 <0 <— m<0 — a>-3<0 < a<+3
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